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171. Suites infinies. Limites. — Dire qu'une suite de nombres w,, 
U2, «--, Un, .-- est infinie, c’est dire yu’aprés chaque terme de 
cette suite il y en a un autre. Telle est la suite naturelle 1, 2, ..., 
nape 

Dire qu’ane suite infinie est donnée, c’est dire qu’on se donne 
le moyen de calculer chaque terme connaissant son rang, le moyen 


de calculer uw, quand on se donne 7; telles sont les suites 


iy OF, Se y Os, ; 

sh | 4, 8, y] 2/, ? 
I I 1 

I, me) me ; ao, , 
2 3 n 

I 2 3 n 

en} oe ar, 2, 

Dy BN 1 SST 


Direrque lenny terme w,,-de la suite w),'#,...; Up, -.. 2 pour 
limite le nombre A quand zn croit indéfiniment (ou pour n infint) 
c’est dire, en gros, que uw, est tres voisin de A, pourvu que 7 soit trés 
grand, et, d’une facon plus précise, que, quelque petit que soit le 
nombre positif ¢, on peut lui faire correspondre un pombre naturel p 
tel que la valeur absolue de la différence entre A et uw, soit moindre 
que ¢, pourvu que 7 soit plus grand que p. 

T. — Il. re 
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Il revient au méme de dire que, quelque petit que soit le nombre 
positif ¢, tous les termes de la suite finissent, a partir de l’un d’eux wp, 
par étre compris dans l’intervalle (A —-«, A+): en dehors de cet 
intervalle, il n’y a qu’un nombre limité de termes de la suite. Ces 
derniers, pour ce qui concerne l’existence ou la valeur de la limite, 


n’ont aucune importance. 
Par exemple, dans les deux derniéres suites écrites plus haut, 


I 7 é . : 
—, d'une part, ——,» de l’autre, ont pour limites respectives © et 1, 
nr TAD See 


quand rn croit indéfiniment. 

Si, sur un axe, on considére une suite de points U,, Us, ..., Un, +++, 
on dira que le point wv, a pour limite le point A quand n augmente 
indéfiniment, pour dire que, quelque petite que soit la distance ¢, 
tous les points de la suite finissent, a partir de l’un d’eux wp, par étre 
a une distance du point A moindre que ¢; tous ces points finissent 
par se trouver compris dans un segment, dont A est le centre et qui 
est aussi petit qu’on le veut. En dehors d’un tel segment, il n’y a 
jamais qu'un nombre limité de points de la suite. 

Lidentité de cette définition et de la précédente, quand on con- 
fond, comme on l’a expliqué dans le Chapitre I, les points avec 
leurs abscisses, saute aux yeux. 

Siu, a pour limite A, quand n augmente indéfiniment, tous les 
termes de la suite finissent par étre compris dans Vintervalle 
(A —e, A+); sidonc A n’est pas nul, en prenant ¢ inférieur a la 
valeur absolue de A, tous les termes de la suite finiront par avoir le 
signe de A. Inversement, s’t! n’y a pas de termes négatifs dans la suite, 
la limite A ne peut étre négative, puisque, si elle était négative, tous 
les termes finiraient par étre négatifs; la limite ne peut étre positive, 
sil n’y a pas de termes positifs dans la suite, autrement dit, si tous 
les termes sont positifs ou nuls, la limite de w,, pour n infini, ne peut 
étre que positive ou nulle, etc. Plus généralement, si tous les termes 
de la suite sont inférieurs ou égaux au nombre B, la limite de uy, 
pour n infini, ne peut étre qu’inférieure ou égale a B, etc. 

On écrit que uw, a pour limite A quand n augmente indéfiniment, 


en écrivant 
pea 


yf so) 


I] revient au méme d’écrire lim (u,— A)=o. 


ru=o 
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Au leu de dire que wu, a pour limite A quand mn augmente indéfini- 
ment, on dit souvent que la suite u,, Us, ..., Un, ...a pour limite A, 
Cette facon de parler est un peu vicieuse, parce que lVidée de limite 
implique celle dune quantité (ou dune figure) variable qui s’ap- 
proche, dans des conditions qu’il faut toujours spécifier, d'une quan- 
uté (ou dune figure) fixe. Toutefois, j’emploierai cette forme de 
langage, qui est passée dans les habitudes, et qui est commode. 


Si lon a limu,= A, u, peut étre regardé comme une valeur 


n=o 


approchée de A, valeur approchée que lon sait calculer quand la suite 
Uy, Uy, .-. est donnée. Il arrive souvent qu’on n’ait pas d’autre 
moyen de calculer une quanuté A qu’en la regardant comme la limite 
dune suite donnée : les termes de cette suite fournissent des valeurs 
aussi approchées de A qu'on le veut, pourvu qu’on les prenne assez 
loin dans la suite. C’est ainsi que, en Géométrie élémentaire, on 
calcule approximativement la longueur de la circonférence d’un cercle 
de rayon donné en calculant le périmétre d’un polygone régulier d’un 
tres grand nombre de cétés. 
Sevon 2 


nin 5 — IN, ino) — 


n=o n=o 


on aura 


lim (uyn+ %,)= A+B, lim (u¥p,— ¢,) =A—B, 


os ne 
lime C7) a, lime = ae 
ees On B 
la derniére de ces égalités suppose toutefois essentiellement que B ne 
soit pas nul. 
Ces propositions reviennent a celles-ci : 
On obtient des valeurs aussi approchées qu’on le veut de A + B, 


A : ‘ 4 
A — B, AB, Ben substituanta A, Bdes valeurs suffisamment appro- 


chées Un, Pn} c'est ce que la Note dun? 138, ot lon a appris a calculer 
Verreur commise sur le résultat, connaissant les erreurs commises sur 
les données, montre suffisamment. 


172. fl est trés important de savoir reconnaitre sur une suite donnée 
Uy, Uy,...sielle a une limite, lors méme qu’on ne saurait pas calculer 
exactement cette limite. 
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=~ 


Il ya quelques circonstances ot l’on reconnait aisément l’existence 
dune limite. 

Supposons que les termes de la suite aillent en croissant, ou plu- 
tot n’aillent jamais en décroissant quand mn augmente; autrement dit, 
on suppose que l’on a Un442 Un, (uel que soit nr. 

Alors, deux circonstances peuvent se produire : 

Ou bien uw, augmente indéfiniment avec 7, c’est-a-dire que, si grand 
que soit le nombre P, les termes de la suite finissent, a parur de Pun 
d’eux, par étre tous plus grands que P : c’est ce qui arrive évidem- 
ment dans la suite naturelle 1, 2, ..., 7, .... 

Ou bien tous les nombres w,, Wz, ..-, Uy, ... sont inférieurs a un 
nombre fixe Q, et alors u,, quand nr croit indéfiniment, tend vers une 
limite A inférieure ou égale a Q. 

Quw’il en soit ainsi, c’est ce que le lecteur admettra simplement, s’il 
le veut. La proposition lui paraitra assez vraisemblable en considérant 
les points Uy, U2, .-., Un, ... de axe, dont les abscisses sont les 
nombres Uy, Ux, Un, ++. Chaque point est, par hypothese, a droite de 
celui qui le précéde, ou confondu avec lui; alors, ou bien les points 
s’éloignent indéfiniment, ou bien, s’ils doivent tous rester a gauche 
dun point fixe Q, ils viennent s’entasser en avant de quelque point 
fixe A, dont ils s’'approchent indéfiniment, ou sur ce point lui-méme ; 
le point A est a gauche de Q ou confondu avec lui. 

Au reste la démonstration est aisée en se placant au point de vue du 
Chapitre I. 

Supposons que lon ait up 42 U,, quel que soit nr, et que tous les 
nombres W,, Uz, ..-, Un, -.. Solent inférieurs 4 Q. Soit @ un nombre 
rationnel quelconque : ou bien il y a dans la suite wy, Wo, ...) Uny oo: 
quelque terme qui est supérieur ou égal a a, ou bien a@ est plus grand 
que tous les termes de la suite. Je rangerai le nombre a dans une 
premiere classe, ou dans une seconde classe, suivant qu’on sera dans 
un cas ou dans Pautre. Il y a évidemment des nombres dans les deux 
classes; dans la seconde figurent tous les nombres rationnels plus 
grands que Q. Il est bien clair que les deux classes satisfont aux con- 
ditions imposées dans le n° L1, et qu’on a ainsi défini une coupure 
qui, a son tour, définit un nombre A. 

Or, d'une part, tout nombre rationnel plus grand que A appartient 
a la seconde classe et est par conséquent plus grand que tous les 
termes de la suite; il en est de méme de tout nombre irrationnel B> A, 
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puisqu il y ades nombres rationnels entre A et B, qui sont plus grands 
que tous les termes de la suite : donc aucun terme de la suite ne 
dépasse A. 

D’autre part, si ¢ est un nombre positif quelconque, il y a des 
nombres rationnels entre A —¢ et A, qui, étant plus petits que A, 
appartiennent a la premiére classe; soit @ un tel nombre rationnel ; 
puisqu’il a été rangé dans la premiére classe, c’est qu'il y a dans la 
suite un terme Ww, qui est égal ou supérieur aa; tous les termes sui- 
vants, €gaux ou supérieurs a wp, sont aussi égaux ou supérieurs a a; 
a partir de wp, tous les termes de la suite appartiennent donc a |’in- 
tervalle (A —s, A). Puisque ¢ est aussi petit qu’on le veut, on a 
lim u, = A. On voit que A est supérieur ou égal a tous les termes de 


= 
la suite. Sil était égal a Pun deux wp, il faudrait d’ailleurs que tous 
les termes de la suite, a partir de wp, fussent égaux a wp. 
Considérons, par exemple, un symbole formé d’un nombre entier 
suivi d’une infinité de chiffres décimaux, qui se suivent d’aprés une loi 
quelconque : on formera une suite W,, U2,..-, Un, --. en limitant le sym- 
bole au premier, au second, ..., au n°™* chiffre décimal. La suite ainsi 
formée sera dans le cas qu’on vient d’étudier, puisque tous les termes 
=; elle aura une limite que l’on 
sait d’ailleurs étre le nombre dont le symbole donné est la représen- 
tation décimale (n° 14), sauf dans le cas ot les chiffres finiraient par 


sont inférieurs, par exemple, a w,+ 


étre tous des g('). 
On démontrerait de méme que, si la suite 


V1, Va, ere Vrs 


est telle que lon ait, quel que soit 7, 0,4, ¢,, et si tous les termes 
de la suite sont supérieurs 4 un nombre fixe Q, il existe un nombre B 


tel que l’on ait 
lim?) Br 


uso 


ce nombre est supérieur ou égal 4 Q; il est inférieur ou égal a lous 
les termes de la suite 9,, 02, ..-, On, -.-. Il ne peut étre égal a l’un 


d’eux vp que si l’on a ¥p= Upy2= Opye 


(4) Quelques auteurs donnent le nom de monotone a une suite Uy, Uy, --+) Uy ++ 


dans laquelle on a toujours w,,,2uU,, ou toujours uw, ,,< U,. 
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L’exemple tiré d’un symbole tel que celui que l’on a considéré tout 
a Pheure, que lon limite successivement au premier, au second, ..., 
au nr" chiffre décimal, mais en forcant, chaque fois, le chiffre auquel 
ons’arréte, se présente naturellement a l’esprit. 
On a, en particulier, assez souvent a considérer un systeme de deux 


suites 
Wiig Ui coon Cha o469 


P15 V2, seep Ony OFS} 
telles que Von ait, quels que soient les nombres naturels nr et p, 
Unti=Upy VP p+1 s Vp, Up= Op: 


La premiére suite aune limite A, puisque ses termes ne décroissent 
jamais et que tous sont inférieurs ou égaux a vp. Cette limite est 
supérieure ou égale 4 un terme quelconque de la premiére suite; 
on a u,S ASe,. De méme la seconde suite a une limite B et lon a 
Uns B = Vp. 

Dans le cas ot l’on a lim(¢,— u,)=0, 1 est clair que les deux 

n= 
nombres A, B, dont la différence est au plus égale a ¢,— u,, sont 
égaux. Dans ce cas u, fournit une valeur approchée de la limite A, 
commune aux deux suites, par défaut; ¢, en fournit une valeur 
approchée par exces. 

Les deux suites tirées comme on l’a expliqué d’une méme repré- 
sentation décimale fournissent un exemple ('). 


Voici une autre proposition que je signale a cause de son importance, et sur 
laquelle je dois, sans la démontrer, donner quelques explications. 

Une condition nécessaire et suffisante pour que la suite 717,15 ,cct eons 
ait une limite, est la suivante : 4 chaque nombre positif ¢ doit correspondre 
un nombre naturel p tel que l’on ait | w,—wu,,| <<<, pour tous les nombres 
naturels 7, m supérieurs a p. 

Que la condition soit nécessaire, cela est bien évident; si l’on a lim u,= A, 


n=o 


les termes de la suite, a partir de l’un d’eux, sont tous compris dans Vinter— 
valle (A—2, A+), leur différence mutuelle est moindre que 24; il suffit 


(') Il suffit, d’ailleurs, que l’on ait, quels que soient les nombres naturels n et p, 


u,<9,, lim (¢,—7,) = 0, pour étre str que les deux suites u,, U,, ..., U,, .-. et 
nu—=x 


V1) Voy e+e) Y,, --- Ont une méine limite. /netr., n° 58. 
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hs e cs , 

de prendre le nombre positif x << —- Que la condition soit suffisante, c’est ce 

2 
qui est moins évident : on voit clairement, si elle est vérifiée, que tous les 
termes de la suite, a partir du pi’, appartiennent a Vintervalle («,—¢, Up +6), 
qui est d’ailleurs aussi petit qu’on le veut: en substituant les points uy aux 
nombres w,, on pressent bien que les points wy, Wy, ..., Un, .-- doivent finir 
par s’entasser auprés d’un point A. La proposition est d’ailleurs susceptible 
dune démonstration rigoureuse ('). 


173. Voici des exemples de suites qui n’ont pas de limite : 


NG aN Se ae Omer 


SDs Me Deh tei) ele  (SeaB EE TESe | Aleas 


I [ [ I I 
: a: ah : 
3 i 2p 2p+i 


ee ee 


Dans la troisieme, les termes sont alternativement o et 1; ils ne 
peuvent sapprocher indéfiniment d’un méme nombre. Dans la der- 


niére, le n*™® terme, si n est pair, est de la forme 1 +- se il est tres 

voisin de 1 si nm (ou p) est trés grand; le n*"® terme, si n est impair, 
I “ ; ae ; 

est de la forme arene il est trés voisin de 0 sin (oup) est tres grand. 


Les termes sont alternativement voisins de 1 et de 0; il n’y a pas de 
nombre fixe dont uw, s’approche indéfiniment, quand n augmente 
indéfiniment. Cette suite peut étre regardée comme obtenue en mélan- 
geant deux suites dont l’une a 1 pour limite et l’autre o. D autres 
circonstances peuvent d’ailleurs se présenter (*). 

Parmi les suites uy, Uz, ..., Un, -.. qui n’admettent pas de limite, 
il convient de signaler celles dans lesquelles wu, augmente indéfiniment 
avec n; il faut entendre par la, comme on I’a déja dit un peu plus 
haut, que, quel que soit le nombre positif P, tous les termes de la suite 
finissent, a partir de l’un d’eux, par étre plus grands que P; tel est le 
premier des exemples que l’on a cités en téte de ce numéro; il est 
alors commode de dire que u, tend vers + quand n augmente indé- 
finiment. Il est aussi commode d’écrire lim u,=-+ 2%; mais il faut 


[i=—a00. 


Cy ini, n® 56: 
(2) Lael, WE BEE, econ Okc 
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bien se rappeler, quand on emploie cette notation, que uw, n’a pas de 
limite. 

Sil arrive que, quel que soit le nombre négatif N, les termes de la 
suite finissent, & parur de l'un d’eux, par étre tous plus petits que N, 
on dira que u, tend vers — x, quand n augmente indéfiniment : tel 


serait le cas pour la suite —1, — 2, —3,..., —a”,.... On écrira 
alors, si l’on veut, lim u,—=— 2. 
) ee 0) 


Enfin, il peut arriver que |u,| tende vers +o, sans que uw, tende 
vers +0, ou vers —oo; c’est le cas pour la suite —1, 2, —3,..., 
(et 27, te 

Il convient de remarquer que, pourvu que la valeur absolue de w, 
augmente indéfiniment avec 7, la suite (') 


I i if 
—— 9) eery —. coe 


uy Us Viv 


ee es é 1 
a une limite : on a évidemment lm (~) == Oy 


n—«o\ nv 


Considérons, par exemple, la progression géométrique de raison a, 
De ee 


1° Si a est plus grand que 1, on peut, en désignant par a un 
nombre positif, poser a=1-+ 4; on a alors (n° 24) a’ >1+n24; 
quand » augmente indéfinjment, il en est de méme de 1+ na, et 
a fortiori de a”; a” tend vers +, quand n augmente indéfiniment. 
tend 
vers + 2, quand n augmente indéfiniment; les termes de la suite sont 
dailleurs alternativement positifs et négatifs. 

] g 


2° Sia est négatif et plus grand que 1 en valeur absolue, |a” 


3° Sia est plus petit que 1, en valeur absolue, on peut poser 


I 


a=-r) 
b 


en désignant par 6 un nombre positif ou négatif, mais plus grand que 1 
en valeur absolue; la valeur absolue de 6” augmente indéfiniment 


1 . . 
avec n, celle de za Ou de a” ao pour limite, quand n augmente 


(') On en supprimera les termes a dénominateur nul, s’il y en a. 
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indéfinment; on a lima”*=o. Lorsque a est positif, les termes 


nae 
Pereesitesd, 2°. 1, 2", ... Sapprochent de.o en dimmuant, 
lorsque a est négatif, ils se rapprochent de o en oscillant autour de o, 
puisqu ils sont alternativement positifs ou négatifs. 

4° Si Yon a a=1, tous les termes de la suite sont égaux a 1; 
ona hme”? 1. 


Pe) 
5° Si Von a a=—1, les termes de la suite sont alternativement 
aux a1 ou a —r1; il n’y a pas de limite. 


174. Une suite infinie u,, u2,..., Un, ... étant donnée, on appelle 
série un symbole tel que 


Ug by a Ug =e et Uy te sy 


ou les termes de la suite sont écrits, dans l’ordre donné, comme s’ils 
étaient ajoutés : W,, U2, ..-, Un, -.. sont les termes de la série. 

Si la somme s, des n premiers termes de cette série tend, quand 7 
augmente indéfiniment, vers une limite 5, la série est dite conver- 
gente, et Von dit que S est sa somme. Si la somme s, des n premiers 
termes ne tend pas vers une limite, la série est divergente; elle n'a 
point de somme. 

Considérons, par exemple, la série 


It+ta@+q@4+...+ a"-+..., 


dont les termes forment une progression géométrique de raison @; la 
pros 8 
somme de ses m premiers termes est 
I— at I ar 


J+a+...t¢art= oo 2 
L—a I—a I—a 


ily a lieu de distinguer quatre cas: 
ive ome | gi 1,on a limpt=— 0, et, spar conséquent, 


TE 60 


: ae ‘ a” L 
lim =iGy lim — = —— ;} 
n= 1 i —— Xe! Lt 


la série est convergente et sa somme est 
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2° Si Pon a ja|>1, la valeur absolue de a” grandit indéfiniment, 


quand mn augmente indéfiniment, il en est de méme de la valeur ab- 


ar al 
et de ; la valeur absolue de la somme 


Ohi a Gi / 
des n premiers termes de la série grandit indéfiniment quand n aug- 


solue de 


mente indéfiniment; la série est divergente. 

3° Si lon a a=1, la formule qui donne, en général, la somme 
des n premiers termes de la série n’a plus de sens; il est clair que 
cette somme est égale an et que la série est divergente. 

4° Silonaa—=—1, lasomme des 2 premiers termes est alterna- 


tuvement 1 ou 0; la série est divergente. 


175. Quelle que soit la série wy + wy + u3+..., si l’on pose 
S$; = Uy, Sg= U, + Uo, Ao on} Sy a he ote iy 
on a évidemment, pour toutes les valeurs de n supérieures a 1, 


Un = Sn — Sn—-1; 


reciproquement, sislon se donne, la suite $45, 5, so) Say sso Lest 
claim que las série »donts le. premier termen sera 2 ys mecume 
meme terme Upn= Sp— Sp_4, sera telle que la’ somme de ses n pre- 


miers Lermes soit s,: puisque l’on a 
$; + (S2— S,) == ($3 — S52) +... + (Sp— Sri) = Sny 


suivant que s, aura, ou non, une limite, la série sera convergente ou 
divergente. 
c 
En prenant, par exemple, s, =a”, on voit que la série 


Ch = CNP M1) == GIG == M1) 0 g oe CHOU (GA — [Io 


est convergente si a est plus petit que 1 en valeur absolue; sa somme 
est alors 0; elle est encore conyergente si a@ est égal a 1; la somme est 
alors égale a 1; elle est divergente dans tous les autres cas. 
Si lon prend 
I I 


Sp La Vj I es on =O 
n (7 —I)n 
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on voit que la série 


I [ I r 
hoa) —" O¥5.0) Bait (m—1)n 


est convergente et que sa somme est égale ae ie 


176. Les deux séries 


Uy + Ug. shy + Up 4 + Upyot..., 


Up+i- U p+2—- Up+3—- Gacy 


dont la seconde s’obtient en prenant les termes de la premiére a partir 
de wp 41, sont conyergentes ou divergenles en méme temps. 

Si l’on désigne, en effet, respectivement par s, et par S, la somme 
des n premiers termes dans lune et dans l’autre série, il est clair que 
Von a Spin—=Snr+5p; si la premiére série est convergente, Spin, 
lorsque nv et, par suite, p + nm, augmente indéfiniment, tend vers une 
limite A; S,= Sp4,— Sp tend donc vers la limite A — sp; si la se- 
conde série est convergente, et si sa somme est B, S, tend vers la 
limite B quand n augmente indéfiniment, sp,,, dans les mémes con- 
ditions, tend vers la limite B + s,. Si l'une des deux séries est diver- 
gente, l'autre ne peut étre convergente, puisque, alors, la premiére 
serait aussi convergente. 

Ensupposant les deux séries convergentes, on désigne la somme 
de la seconde série comme le restr de la premiere série limitée au 
terme up. La somme de la premiére série est égale a la somme de ses 
p premiers termes, augmentée du reste correspondant. Autrement 
dit, le reste d’une série, limitée au p'*™® terme, est Perreur que Von 
commet en substituant a la somme de la série la somme des p pre- 
miers termes. Désignons ce reste par Ry et par A la somme de la pre- 
miére série, ona 


A =s,+ Rp, Rp = A= Sp5 


il est clair que R, tend vers la limite o quand p augmente indéfi- 


niment. 
Si lon considére, par exemple, la série 


[+a+@?+...tu"-+..., 
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et que l’on suppose |a| <1, le reste R, de cette’ série, limitée au terme a” -!, 


est 
ar 


Ry = 


i= @ 
Le reste de la série 


limitée au terme 


S&S 
(721) 7 nr 


On verra par la suite que, dans un grand nombre de cas, on n’a 
pas, pour évaluer un nombre, d’autre moyen que de considérer une 
série dont il est la somme. La somme des p premiers termes est alors 
une valeur approchée du nombre cherché. La série sera d’autant plus 
avantageuse que l’erreur commise, ou le reste, sera plus petite. Sil 
arrive que le reste R, décroisse tres rapidement quand p augmente, 
la série, dont on dit alors qu’elle est rapidement convergente, sera par- 
ticulierement commode. 


Bien que l’on sache, par exemple, calculer directement la 
] 


somme de la série 1+ a+ a?-+..., cette série n’en est pas 


T— 


. 1 
moins avantageuse pour le calcul de 


quand a est trés petit; la 
i= @ # 


somme de ses deux premiers termes fournit une valeur de sa somme 
a2 


qui souvent est trés suffisamment approchée; l’erreur est alors 


177. Les propositions ‘suiyantes sont des conséquences évidentes 
de la définition de la somme d’une série et des propositions relatives 
aux limites que lon a signalées au n’ 171 : a, 6 désignent des 
nombres fixes, indépendants de n. 

Si les deux séries 


(u) Uj + Ugt...+Unt..., 


(9) Oya Vg... + On +... 
sont convergentes et ont pour sommes respectives U et V, les séries 


QU, + AUy=-. .. + Alin + ..., 


(Uy + 01) + (Ug + 02) +... + (Un tn) +..-, 


(aU; + be;,) + (An + by) +... + (Un + ben) +... 
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sont convergentes et ont pour sommes respectives 
aU, U+V, aU+dV; 


il est a peine utile de dire que la derniére proposition résulte des 
deux premiéres. Des propositions analogues s’appliqueraient a trois, 
quatre, ... séries convergentes. 

Si une série est convergente, elle reste convergente quand on mo- 
difie quelques-uns de ses termes, en nombre fini; la somme de la 
seconde série est égale a la somme de la premiére, plus la somme des 
différences entre les termes modifiés et les termes primitifs. 

En supposant toujours les deux séries (w), (v) convergentes, si l’on 
a, quel que soit n, u,Sv,, l'on aura USV, et l’on aura certai- 
nement U < V, si la condition u,Se, étant toujours vérifiée, il y a 
quelque valeur den pour laquelle on a u,< v,. La différence V — U 
est, en effet, la somme de la série 


(P14 — Uy) + (Pg — Ug) +..-+ (0 n— Uy) -r--., 


dont tous les termes sont positifs ou nuls; dans cette série, la somme 
des n premiers termes est positive ou nulle, elle ne peut avoir une 
limite négative, quand rn augmente indéfiniment : si lon a, par 
exemple, v; >u3, lasomme des nr premiers termes, quand n est plus 
grand que 3, est au moins égale a »; — uw3; elle ne peut, pour z infin, 
avoir une limite inférieure a v; — w;. V — U est certainement positf. 


. 


178. Ll est trés important de savoir reconnaitre si une série donnée 
(u) U4 + Ugt...+Un+... 


est convergente, ou non: c’est le méme probléme que celui qui con- 
siste a savoir si la somme s, des n premiers termes tend, ou non, vers 
une limite, quand » augmente indéfiniment. On obtient de suite des 
conditions nécessaires pour la convergence, en supposant que Sy, 
tende vers une limite U quand n augmente indéfiniment. 

La formule u,=s,—5,_,, dans laquelle s, et s,_, finissent, 
pouryu que 7 soit assez grand, par étre aussi voisins de U que l’on 
voudra, montre que, dans toute série convergente, le n°” terme a 


pour limite o quand n augmente indéfiniment. 
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Si cette condition n’est pas réalisée, la série est sdrement diver- 

gente : telle est, par exemple, la série 1+ 2+3-+4+.... 
Toutefois, cette condition n’est pas suffisante : on verra bientot 


que la série 


est divergente. 
On a, plus généralement, 


Unit + Untet--+.- Un+tp = Sn+p— Sn 


et ’on voit de méme que, si la série est convergente, le second 
membre doit étre aussi petit qu’on le veut, pourvu que 7 soit assez 
grand. 

Si cette condition n'est pas vérifiée, la série n’est pas convergente. 
Si, d’ailleurs, on constate, pour une valeur déterminée de p, que la 
somme des p termes qui suivent le n°™* tend vers 0, on ne peut pas 


affirmer la convergence de la série. 


On a, toutefois, la proposition suivante, qui ne différe pas d'une proposition 
que j'ai signalée, sans la démontrer, pour ce qui concerne les limites. 

Sia chaque nombre ¢ on peut faire correspondre un nombre naturel v tel 
que lon ait |Sp+,)—Sn|<¢, pour toutes les valeurs naturelles de a supé- 
rieures ou égales av et pour toutes les valeurs naturelles de p, la serie est 
convergente. 

Je ne m’appuierai pas sur ce théoréme, que le lecteur doit toutefois connaitre 


en raison de son importance. 


Il importe encore de remarquer que, lorsqu’il ne s’agit que de la 
convergence ou de la divergence, on peut, en vertu de la proposition 
étable au n’ 176, faire commencer la série ot l’on veut, négliger les 
premiers termes de la série. Cette remarque est commode quand il y 
a quelque irrégularité dans ces premiers termes. 

Enfin, il est clair qu’on peut sans changer la convergence ou la 
divergence d’une série, sans méme en changer la somme, quand cette 
série est convergente, ajouter ou supprimer autant de termes nuls 
que l’on veut. 

Ces remarques préliminaires faites, je vais m’arréter sur un cas 
particulier qui, comme on le verra plus tard, est d’autant plus impor- 
tant que beaucoup d’autres cas s’y raménent, le cas ott tous les termes 
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de la série sont positifs. La remarque précédente permet de faire 
rentrer dans ce cas les séries dont les termes sont positifs ou ruds. 
En écartant les termes nuls, on simplifie un peu le langage. 


179. Soit done 
(u) Os D5 es sac Mipsis oe 


une série dont tous les termes sont positifs, et soit s, la somme des n 
premiers termes de cette série; il est clair que lon a, quel que soit 7, 
Sn41 > Sp} par conséquent, deux cas sont possibles : ou bien s, grandit 
indéfiniment ayec 7 et la série est divergente, ou bien la somme des 
nm premiers termes reste, quel que soit nv, inférieure 4 un nombre 
fixe A; alors la série est convergente et sa somme est égale ou infé- 
rieure a A (n° 472). 

Soit, dans ce dernier cas, U la somme de la série. s, s’approche 
de U en croissant, quand n augmente; s, ne peut jamais atteindre et, 
Gayporor!, depasser U, cars: Ton avait spaeU, sp245, S543 
dépasseraient U et s’en écarteraient de plus en plus. U est supérieur 
ala somme des n premiers termes de la série, quel que soit n et, 
par conséquent, a la somme d’autant de termes pris, comme lon 
voudra, dans la série : en effet, on peut prendre mn assez grand pour 
que s, embrasse tous ces termes. Un nombre @ plus petit que U est 
caractérisé par ce fait qu’on peut trouver un nombre n assez grand 
pour que s, soit plus grand que @; en effet, on peut prendre n assez 
grand pour que le nombre essentiellement positif U —s, soit plus 
peut que U —a. Il revient au méme de dire que les nombres a, plus 
petits que U, sont caractérisés par ce fait qu’on peut trouver des 
termes dans la série dont la somme dépasse a, il n’est pas nécessaire 
que ce soient les n premiers. Les nombres supérieurs ou égaux a U sont 
plus grands que la somme d’autant de termes qu’on voudra, pris dans 
la série. U peut étre défini par la coupure entre les nombres que 
Yon peut dépasser en faisant la somme d’un assez grand nombre de 
termes de la série, et les nombres qui sont plus grands que la somme 
d@autant de termes qu’on voudra, pris dans la série. 

Il est clair, d’aprés cela, que si la série (w), a termes positifs, est 
convergente, toute série qu’on en déduit en supprimant quelques- 
uns de ses termes, en nombre fini ou infini, est convergente et a une 


somme moindre que la proposée. 
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180. Ces remarques conduisent de suite a la méthode suivante 
pour reconnaitre si une série a termes positifs est convergente ou 
divergente. 

Soit 


(v) Oy t vot... + y+... 


une série a termes positifs, dont on sait si elle est convergente ou 
divergente; on lui compare la série proposée 


(u) Uy + Ugt...+Upt.... 


Supposons que la série (”) soit convergente et que l’on ait, pour 
toutes les valeurs de n, un Sp, la série (uw) sera convergente, puisque 
la somme de ses n premiers termes est au plus égale a la somme des 
n premiers termes de la série (¢), et, par suite, a la somme V de cette 
derniére série; la somme de la série w est inférieure a V ('). Si on 
limite les deux séries a des termes de méme rang, le reste de la 
série (w) est inférieur au reste de la série (¢). 

Supposons que la série (¢) soit divergente, et que l’on ait, pour 
toutes les valeurs de n, u,2 v,; lasomme des n premiers termes de la 
série (¢) peut dépasser tel nombre positif que on voudra; il en est 
de méme a fortiori de la somme des 2 premiers termes de la série (uw), 
qui est divergente. 


On a vu, par exemple, que la série 


(1) Je devrais dire, plus exactement, « inférieure ou égale a V », il ne peut d’ail- 
leurs y avoir égalité que si tous les termes de la série (w) sont égaux aux termes de 
la série (~): les deux séries seraient identiques; i] est assez raisonnable d’exclure ce 
cas; observation que je viens de faire pourrait élre répétée plusieurs fois dans ce 
qui suit. Au lieu de répéter a chaque fois que légalité ne pouvait avoir lieu que dans 
un cas tres particulier, j’ai préféré supprimer les mots ou égale que le lecteur réta- 
blira sans peine. 
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dont les termes sont manifestement plus petits que les termes correspondants 


aR ~ g see I 
de la premiere, est convergente. Son reste, si on la limite au terme en =a 
n2 


cs I - , 0 c 
est plus petit que i (n°-176). Le lecteur reconnaitra sans peine qu’il est plus 


I 
orand que 
2 ya 


> parce que les termes de la série 
Sei 


if I I 


{— 
(m+ 1)? (n+2)2 (n+3)? 


sont respectivement plus grands que les termes correspondants de la série 
convergente 


I I I 


T > T Fi +... 
(n+1)(n+2) (n+ 2)(rn+3) (n+ 3) (w+ 4) : 


‘ 


dont Ja somme est 


Tw 


Ce procédé de comparaison semble bien limité; sans m/’arréter a 
“la remarque déja faite, qu’il n’est pas nécessaire que la condition 
Un=Cn, par exemple, soit vérifiée par cous les termes de la série (1), 
mais seulement a partir d’un certain rang, pour pouvoir affirmer la 
convergence de la série (w) si la série (v) est convergente, j obser- 
veral que la série av,+ av,+ av3;+..., ol a désigne un nombre 
positif quelconque, est convergente ou divergente en méme temps 
que la série (¢). 

Supposons d’abord la série (v) convergente : on examinera le 
rapport a sil’on peut établir que ce rapport, pour toutes les valeurs 


de n, est inférieur ou égal a un nombre fixe a@ (nécessairement 
positif) les termes de la série (w) étant inférieurs ou égaux aux 
termes correspondants de la série a@v,+ avy,+a¢3+..., on est 
assuré de la convergence de la série (w); on est, de plus, certain que 


y 


sa somme est inférieure ou égale a aV, légalité ne pouvant d’ailleurs 


pee ne mar : Ly : 4] peas ] 
avoir lieu que si l’on a toujours 5 = 4. Lorsqu’il ne s’agit que de la 
vt 


convergence, il suffit, puisqu’on peut toujours supprimer les premiers 


ste u“ 5 . 
termes, que la condition <a ait lieu pour toutes les valeurs de n 


nN 


qui dépassent un nombre fixe p. Sil en est ainsi, le reste de la 

série (uw), limitée au p*™ terme, ou plus loin, sera inférieur ou égal 

au reste correspondant de la série (¢) multiplié par a. 
T. — II. 


to 
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Supposons que la série () soit divergente; si, a partir d’une cer- 
: Up eee : Rater 
taine valeur de 7, le rapport — est plus grand qu’un nombre positif a 
On 
(non nul), on peut affirmer que la série (wz) est divergente. 


a5 ) g - Un 
Ces régles s’appliquent commodément quand le rapport 5, a pourn 
, : Page ; : Un a, OOK 
infini, une limite J, qui, puisque — est positif, ne peut évidemment 
Pn 


étre que positive ou nulle. 

Si / est positif (sans étre nul), on peut affirmer que les deux 
séries (Ww), (¢) sont convergentes ou divergentes en méme temps: en 
effet, soite un nombre positif, plus petit que /, d’ailleurs quelconque ; 


Un . P: ; . Ve . : 
le rapport oo? qu, lorsque n augmente indéfiniment, tend vers la 
n 


imite J, finit par étre toujours compris entre les deux nombres posi- 
ufs /— e, /+-¢; on appliquera le raisonnement precédent en prenant 
a=Il-+e si la série (~) est convergente, en prenant a=/—e si la 
série (¢) est divergente. 

Si / est nul, on peut affirmer la convergence de la série (wv) quand 
la série (¢) est convergente, mais non la divergence de la série (uw) 
quand la série (v) est divergente. 


Prenons, par exemple, pour la série (¢), la série 


I 1 
eae es cae gor 


dont on a prouvé tout a l’heure la convergence, et comparons-lui la série (w) 


I I 
{ LL 


+ ..ect =! 
abe KG 2a ee an-+bn+e 


en supposant que, des trois nombres a, 6, c, le premier soit positif et que, 
en outre, l’équation az?+ ba +c=o nait pas de racines entiéres et posi- 
tives, afin que tous les termes de Ja série aient un sens. 

A partir d’un certain rang, tous les termes de cette série sont bien positifs, 
puisque, pour des valeurs de x suffisamment grandes, le trinome azv?+ bx + ¢ 
est du signe de son premier terme; quant aux termes du commencement, qui 
pourraient étre négatifs, il n’y a pas lieu d’en tenir compte, s’il ne s’agit que 
de la convergence. Le rapport des termes de rang n est ici 


n? 
Cpe ts (Nip aoe ¢ 
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il a pour limite a quand nm augmente indéfiniment; la seconde série est con- 


vergente comme la premiere. 


181. En prenant pour la série (¢) une progression géométrique 
dont la raison est positive, on est conduit a deux régles qui sont d’un 
usage fréquent, surtout la seconde. Je continue de désigner par (7) 
la série a termes positifs dont le n*™® terme est Up. 


a 0% x ie 

I. Si, pour les valeurs de n supérieures a p, on a V/UnS2, en 
désignant par 4 un nombre positif plus petit que 1, la série (u) 
est convergente, et son reste, quand on la limite au terme up, est 
gP+1 


inferteur a 


tL & 


En effet, on a, pour ces valeurs de nr, una", et les termes consi- 
dérés de la série () sont inférieurs ou égaux a ceux des termes de 
la série convergente 


a+a?+,..+- aP+ aPti+..., 


aP+l 


dont le reste, quand on la limite au terme @?, est aus 


Si, pour les valeurs den supérieures a p,ona Vunz 1, /a série (tu) 
est divergente, puisque ses termes sont supérieurs ou égaux a t. 

Supposons que, lorsque n augmente indéfiniment, \/un tende vers 
une limite /; cette limite ne peut étre que positive ou nulle; en 
désignant par ¢ un nombre positif quelconque, Vuln finit par étre 
toujours compris dans l’intervalle (/ — «, ¢ +). 

Si / est plus petit que r, la série (wz) est convergente ; on peut prendre 
en effet ¢ assez petit pour que J+ soit aussi plus petit que 1; on 
aura uns a, en prenant a = /-+ «. 

Si / est plus grand que 1, la série (uw) est divergente; on peut 
prendre en effet ¢ assez petit pour que /—e soit plus grand que 1, 
on aura uizt—e> i 

Si / est égal a1, il y a doute. Toutefois, on a déja dit que, si l’on a 
Vunzt, a partir d’une certaine valeur de n, la série est divergente. 

‘Comme on peut toujours, sans changer la convergence ou la diver- 
gence de la série proposée, ajouter ou retrancher # termes au com- 
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mencement de la série, on voit qu’on pourra remplacer, dans ce qui 


aor i n+k VN im 5 
précede, VV Un par \/ un ou lyn) Ak étant un nombre naturel fixe. 


Considérons, par exemple, la série 
I+ 2¢g+2qg'+29g9+...+29g"+4..., 


ou g est un nombre positif; il est clair quelle est convergente ou divergente 
en méme temps que la série 


gq+qtt+ge+...t9gU¥4+.... 


La racine ni*™? du ni™* terme est g” : lorsque g est plus petit que 1, g” tend 
vers la limite 0, quand n croit indéfiniment : la série est convergente; elle est 
évidemment divergente lorsque g est égal ou supérieur a 1. Lorsque g est plus 
petit que 1, le reste de la série proposée, quand on s’arréte au terme qui pré- 
céde 2g”, est inférieur a 

BOE 


Le lecteur reconnaitra sans peine que la série 


& a \? Te \e 
24 (=)a..4(2 Sm ian 
ay \ a2 an 


ou Gj, G2, ..., An, .+., désignent des nombres positifs tels que @, croisse 
indéfiniment avec 7, est convergente quel que soit le nombre positif a. 


Il. Sv, pour les valeurs de n égales ou superieures a p, le rap- 


: Un+1 . : . ie n ga a : oe 
port — reste toujours inférieur ou égal a un nombre positif « 


plus petit que 1, la série (uw) est convergente, et son reste, quand 


ee: A oie » Up 
on la limite au terme up, est inférteur a roars 


On a, en effet, par hypothese, 
Up+1 Si Up, 
Upnn SU pe eA 


Up+35 AUpreS LF Up, 


canes. « Hee eee ee ewe ns 


en sorte que, a parur du terme wp,,, la série proposée a ses termes 


égaux ou inférieurs a ceux de la série 


Uy + Ug.» + Up t+ aUp + OU, +O Up 4. .., 
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. . , . “2£U 
dont le reste, quand on la limite au terme en wp, est égal a —". 


| Io Ted 


ke, ah read . bh 
En limitant la derniére série au terme w,_,, son reste est —2— : on 


3 : aN: f Un+ Be tren 
voit donc que si, pour mn supérieur ap, le rapport ae reste inférieur 
n 


, \ u 
ou égal aa <1, on peut prendre ae 


pour la limite supérieure du 
reste de la série proposée, limitée au terme wp. 
Si, pour les valeurs de n supérieures ou égales a p, le rapport 


Un+i 


7 est toujours supérieur ou égal & 1, la série (u) est diver- 
a 


gente, puisque ses termes ne vont pas en décroissant indéfiniment 
quand nv augmente indéfiniment. 


u . ° 
Supposons que le rapport —“ tende vers une limite J, quand n 


vt 
augmente indéfiniment; il finira par étre toujours compris dans l’in- 
8 ; | J i 
tervalle (J —¢, 7+ ¢), ¢ étant un nombre positif quelconque. 
3) D) 
Si J est plus petit que 1, la série est convergente, puisque lon 
; 8 ) | 
peut supposer /+-¢ <1, et prendre a =/+e. 
Si / est plus grand que 1, la série est divergente, parce qu’on peut 
to) p) ro} b) 
supposer /—e21. 
Si fest égal a 1, il y a doute; toutefois, si l’on a toujours, a partir 
Un+i > 


n 


d’un certain terme, 1, on ayvu que la série était sirement diver- 


gente. 


182. Considérons, par exemple, la série 


aD, x? wn 
: oe 


ou # est un nombre positif donné, d’ailleurs quelconque. Le rapport 
du (n +1) terme au nie™ est ici 
By edhe bes Drerteli7e =) 40 


Se — 
Pepa tl gen-i n 


il tend vers la limite o quand n tend vers +; la série est conver- 
gente quel que soit z. 


Pp 


Supposons qu’on limite la série au terme etn Le rapport a ce 
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. 5 5 & 5 
terme de celui qui le suit est 3 ensuite, le rapport d’un terme 


au précédent est moindre ; si donc on suppose p+1> 2, et sil’on 

ae LU ve re: : 

adopte ici la forme ae pour la limite supérieure du reste, on voit 
|— 


que le reste est moindre que 


eP+t I 


I.2...p joe 


en sorte que la somme de la série peut étre mise sous la forme 


Wh x? ae LEAS 9, 
re wf SS SS 
I ie [O22 Boe paar — 


§, désignant un nombre positif plus petit que 1. 
Cette série et, en particulier, la série 


I I 
(e) pt - + — +...4+ —— + ..., 


qui s’en déduit en supposant 2 égal a1, tiennent en analyse un role 
considérable; la somme de cette dernicre série est un nombre que 
Pon désigne par e; d’aprés ce qu’on vient de dire, ce nombre peut 
étre mis sous la forme 


qui permet de le calculer avec l’approximation qu’on veut; j’y re- 
viendrai bientot. 
Considérons encore les séries 


xv Ge gn 
a re nn re 
I 2 
m m(m+t) , m(m+1)...(m+n—1) 
I+ Se ae eae ae * ar4..., 
2 (ol =. 


dans lesquelles on suppose que m et x% soient des nombres posiufs 
donnés; les rapports du (m+ 1)!*™® terme au n®™ sont respective- 
ment 


SERIES. 23 


ces deux rapports ont pour limites le nombre x quand n augmente 
indéfiniment; les deux séries sont convergentes quand x est plus 
peut que 1, divergentes pour z >1. Dans le cas ot x est égal a1, 
Papplication de la regle ne donne rien, sauf pour la seconde série, 
lorsque m est égal ou supérieur a1, parce que, alors, le rapport d’un 
terme au précédent est égal ou supérieur a t. 

Lorsque x est plus petit que 1, le rapport d’un terme au pré- 
cédent est plus petit que x dans la premiére série, et aussi dans la 
seconde, quand m est plus petit que 1; s’il en est ainsi, on peut prendre 
pour limite supérieure du reste, dans les deux séries, le premier 


terme négligé multiphé par ; cette regle est en défaut, pour la 


le 
seconde série, si mest plus grand que 1. Dans ce dernier cas, le rap- 
port d'un terme au précédent va en décroissant quand n augmente. Si 
m(m-+1)...(m+n—t 


) ~ 
ee eee x", le rapport du 


le premier terme négligé est 


. 5 . * mn 
terme suivant a celui-la est ——— &; en supposant 7 assez grand pour 
jaan? 5 


que ce rapport soit plus petit que 1, on pourra prendre pour limite 


supérieure du reste, 


m(m --1)...(m + m—1) n+ 
1.2...n a> i (U0 = 10 a6 


183. On voit quel parti l’on peut tirer de la comparaison d’une 
série (a termes positifs) 4 une progression géométrique. Toute série 
a termes positifs, dont on connait le caractére, peut servir de terme 
de comparaison. Les séries de la forme 


I [ 1 
——_ +...+ — Pho 
pita 2 9 1+0 nite sem : 


(v) 


ot % est un nombre quelconque, sont, 4 cet égard, tres précieuses. 
Une telle série est conyergente si z est positif, divergente si « est 
nul ou négatif (‘). 

On arrive aisément a ce résultat en calculant des limites entre 


(1) Si l'on savait que cette série est convergente pour a = a, on serait stir quelle 
est conyergente pour «>, : or, on a démontré plus haut que cette série est con- 
vergente pour «=1: il en résulte immédiatement qu’elle est convergente pour «> 1. 
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lesquelles doit étre comprise la somme ¥, de tous les termes de la 
série (v) pour lesquels n, écrit dans le systeme décimal, a un nombre 
donné p de chiffres. Il y a 


10? —jorP-1 = 9.10? 1 


nombres naturels de p chiffres, dont le plus petit est 1ro?~', et qui 
sont tous plus petits que 10?; par conséquent, si l’on suppose t+ 4 
positif, on aura 


eLOR=4 Q. Lo?—! 
ce ege meee ess 8 
10PU+a) IM 10o\P—DU+a) 
ou 
9 s 9 
LOzP+1 i 10%(p—)) 


Supposons maintenant « positif; la série a4 termes positifs 


Joos 
M 


Sher BoaPcoose Bij are dc 


est certainement convergente, puisque ses termes sont respectivement 


inférieurs 4 ceux de la progression géométrique décroissante 


BE ge ae Spee aren pare 
I Toe (02%) To0re 


° T 5 
dont la raison —— est plus petite que 1. 
10% | Pp q 


{1 est maintenant bien aisé de voir que la série (¢) est conver- 
gente. En effet, quel que soit n, si on prend p supérieur au nombre 
de chiffres de n, la somme des p premiers termes de la série (Z) con- 
tiendra les nm premiers termes de la série (vy) et dépassera leur 
somme qui est, par conséquent, inférieure a la somme de la série (X). 

Jajoute, quoique cela ne soit pas nécessaire a la démonstration, 
que les sommes des deux séries () et (2) sont égales : ce qui précéde 
montre que la premié¢re ne peut dépasser la seconde; si, maintenant, 
on se donne p, il suffit de prendre un nombre n qui ait plus de 
p chiffres, pour étre stir que la somme des n premiers termes de la 
série (v), et, par conséquent, la somme de cette série, dépasse la 
somme des p premiers termes de la série (X); la somme de cette der- 


SERLES. 25 


niére série ne peut donc étre supérieure a la somme de la série (9); 
les deux sommes sont égales ('). 


4 : : Cys pt 
Supposons maintenant que «% soit nul; on a Lp, >  ; ja série (x) 
10 


est alors divergente; mais, comme on vient de le dire, on peut, quel 
que soit p, prendre n assez grand pour que la somme des nr premiers 
termes de la série (~) dépasse la somme des p premiers termes de la 


série (%), la série (v) ou la série 


est divergente. A fortiori, la série (v) est divergente quand «@ est 
négatif, puisque, alors, ses termes sont respectivement plus grands 
que les termes correspondants de la série qu’on yient d’écrire. 

La série (v), que Von vient d’étudier, et a laquelle on donne le 
nom de série harmonique, peut servir utilement de terme de compa- 
raison, pour juger de la convergence ou de la divergence d’une série 
a termes positifs; elle conduit a des critéres plus délicats que ceux 
que l’on adonnés au n? 181, parce qu’elle converge (ou diverge) moins 
rapidement qu’une progression géométrique. 


Supposons, par exemple, que le nie terme d’une série (w) s’obtienne en 
: : o(x) os 

remplacant # par n dans une fraction rationnelle Gb) : afin que la série (uw) 
ait un sens, on devra supposer que le polynome U(a@) n’ait pas de racine 
égale a un nombre naturel, ou, dans le cas ot il y aurait de pareilles racines, 
supprimer de la série les termes, dénués de sens, qui correspondraient a ces 
racines. Pour des valeurs suffisamment grandes de 7, (a) et U(x) conservent 
un signe constant : tous les termes de la série (uw) sont de méme signe; je 


(') Il y a la un fait général que le lecteur établira sans peine. 
Considérons les deux séries 


(9) Opal Cpatas viet Vs oy 
(2) Bit Bye. + Bi +e.., 


et supposons que &, représente la somime des a, premiers termes de (¢), 3, la 
somme des a, termes suivants, Z, la somme des a, termes suivants, etc., la serie 
(2) est convergente si la série (v) est convergente et a méme somme. Réciproque- 
ment, et c’est la ce qu’on a établi sur un cas particulier, st la serie (v) a tous ses 
termes positifs, la convergence de la série (XZ) entraine la convergence de la 
série (¢v). 
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supposerai (a) et Y(a) de mémes signes, c’est-a-dire que je supposerai que les 
termes du plus haut degré soient de mémes signes dans 9(a) et dans U(x), 
afin d’étre dans le cas que nous étudions. Si o(a) est de degré supérieur ou 
égal au degré de (a), les termes de la série (w) ne décroissent pas indéfini- 
ment, la série (w) est divergente. Sile degré de U(a) est supérieur de p unités 
au degré de o(x), on a vu, au n° 64, que la vraie valeur, pour @ infini, du 
LPC TZ) 


Y(a) 


haut degré dans 9(a) et dans U(w); cela revient a dire que 


rapport est égale au rapport & des coefficients des termes du plus 


nPo(n) 


y(n) 


limite & lorsque n augmente indéfiniment, et que, par conséquent, la série 


a pour 


(uw) 


la série (w) est donc convergente si l’on a p22; divergente si lon a p= t. 
184. D’une facon générale, la comparaison d’une série a termes 

positfs 

(u) Uy a Ue... Un ts vey 

a la série a termes positifs 

(e) Oy + Pot... + On t..., 


se fait, comme on l’a dit au n’ 180, en étudiant le rapport =", Ileon- 


n 


vient de remarquer que si l’on a, pour toutes les valeurs de n qui 
dépassent p, 


Un+i < Vn+i 
== Ss ; 


Un Pr 
on a, pour ces mémes valeurs de zn, 


Mn+ < Un 
en aes ar 2 


Prat Pn 
el, par conséquent, 


Uu u u 3 . 
p+ts pr2 p+3 
= Z eo 


Cp) Vpace. = (Cpacs 
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w 
<a 


en sorte que, sim est supérieur ap, ona 


De méme si l’on a, pour toutes les valeurs de n qui dépassent p, 


Un+t On+4 


) 
Un On 


WV 


on aura, pour Ces mémes valeurs, 


d’ou les conclusions suivantes : Si la série (”) est convergente et si 
l'on a, pour toutes les valeurs de n qui dépassent p, 


Unst < n+ 
Se ta 


Un On 


la série (w) est convergente et son reste, quand on la limite au 


pm’ terme, est inférieur au produit par 2s du reste de la série (”) 
limitée au p'*™® terme. . 
Si la série (v) est divergente, et si l’on a pour toutes les valeurs 
de n supérieures a p 
Uns+i ~ Vn+t 
eu Pn 


WV 


la série (w) est divergente. 
Ces deux regles contiennent évidemment comme cas particulier les 


ed e Up, 4 . 
eritéres du n° 181 relatives au rapport “*t; elles font prévoir la pos- 


un 


sibilité de tirer de la considération des séries harmoniques d’autres 
criteres que ceux de ce n’ 181; je ne m’y arréterai pas ('). 


185. Une propriété importante des séries a termes positifs est la 
suivante, . 
La somme d'une telle série, supposée convergente, est 1indépen- 


(2)y Teiaieg WEE NB YAS alien ls105 
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dante de l’ordre de ses termes, ou encore : deux séries a termes positifs, 
qui ne different que par ordre de leurs termes, ont mémes sommes. 

[] y aurait lieu d’expliquer, en général ('), ce qu’on entend en 
disant que les séries 


(uw) Uj Ue+...t+Unt..., 
(v) O, + Pot... + Ont... 


ne different que par ordre de leurs termes. Ces explications ne com- 
portent quelque difficulté que sil y a, dans l'une des séries, une infi- 
nité de termes égaux. Or, on peut écarter ce cas: si, en effet, ily a 
dans une série une infinité de termes égaux, non nuls, elle ne peut 
étre convergente, puisque le n'*™ terme ne tend pas vers la limite o 
quand mn augmente indéfiniment; les séries convergentes étant les 
seules qui nous intéressent, nous pouvons laisser de cété toute série 
qui aurait une infinité de termes égaux. Quant aux termes nulls, j’al 
déja dit qu’on pouvait toujours les négliger. 

Des lors, on peut dire que les deux séries (wz), (¢) ne different que 
par l’ordre des termes si tout nombre qui figure comme terme dans 
la premiére figure aussi dans la seconde, le méme nombre de fois, et 
si tout nombre qui figure comme terme dans la seconde figure aussi 
dans la premiere, le méme nombre de fois. 

La proposition a démontrer est celle-ci: Si la série (¢) a ses termes 
positifs’et est convergente, la série (wz), quin’en différe que par ordre 
des termes, est aussi convergente et sa somme est égale a celle de la 
série (¢). 

Soit, en effet, V la somme de la série (¢); V est plus grand que la 
somme d’autant de termes qu’on voudra pris dans Ja série (v), donc 
aussi que la somme d’autant de termes qu’on voudra pris dans la 
série (Ww), puisque ces termes figurent dans la série (¢); done la 
série (w) est convergente et sa somme U est égale ou inférieure a V; 
le méme raisonnement montre d’ailleurs que V est égal ou inférieur 


aU:onaU=V. 


186. Ce qu’on a dit des séries a termes positifs pourrait se répéter 
pour les séries a termes négatifs, avec des changements insignifiants : 


(yeinir ne. 74, 
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cela est d’autant plus inutile qu’on passe d’un cas 4 Vautre en multi- 
pliant tous les termes par —1, ce qui ne change ni la convergence ni 
la divergence : la somme est changée de signe. La considération des 
séries dont tous les termes sont de méme signe, sauf quelques-uns, 
en nombre limité, n’apporte non plus rien de nouveau : pour la con- 
vergence ou la divergence, il n’ya pas lieu de s’occuper de ces termes. 
Si la série proposée est convergente, et si, par exemple, tous ses 
termes, sauf quelques-uns, sont positifs, il est clair que sa somme 
s obtiendra en retranchant, de la somme de la série obtenue en ne 
considérant que les termes positifs, la somme des valeurs absolues 
des termes négatifs. 

Il ne se présente quelque chose de véritablement nouveau que 
pour les séries qui contiennent une infinité de termes positifs et une 
infinité de termes négatifs. 

Les séries de cette nature se divisent en deux classes : Pour les 
unes, la série a termes positifs, dont les termes sont les valeurs abso- 
lues des termes de la proposée, est convergente; pour les autres, 
cette série est divergente. Les premiéres sont dites absolument con- 
vergentes. : 

Il faudra justifier cette dénomination et montrer que les séries 
absolument convergentes, au sens qu’on vient de dire, sont conver- 
gentes, au sens du n° 174, cest-a-dire que la somme de leurs 
n premiers termes tend vers une limite quand n augmente indéfini- 
ment. On établira, en outre, les propositions suivantes : 


La somme d’une série absolument convergente est égale a la 
somme de la série formée par les termes positifs diminuée de la 
somme de la série formée par les valeurs absolues des termes 
négatifs. Cette somme est indépendante de Vordre des termes. 


Soit 
(u) Uj Ugt...t+Upt..., 


la série proposée; soit, en général, wv), la valeur absolue de u,. Par 
hypothése, la série des valeurs absolues 


(u’) Ui + Ub... tUyt..., 


est convergente. I] en est de méme (n° 179) de toute série formée en 
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supprimant autant de termes que lon veut, par exemple les termes 
qui proviennent des termes négatifs de (w), ou les termes qui pro- 
viennent des termes positifs de (uw) : 

Soient (P) la premiére série, (Q) la seconde; je supposerai que, 
dans (P) et dans (Q), les termes se succedent dans le méme ordre 
que dans (uw). Je désignerai enfin par P et Q les sommes des séries (P) 


ét (Q'). 
Soient, en général, s, la somme des n premiers termes de (w), 
P,, la somme des termes positifs de s,, — Q, la somme des termes 


négatifs; l'un des nombres P,, Q, peut d’ailleurs étre nul, sil n’y a 
pas de termes positifs, ou de termes négatifs, dans s,; mais, quand n 
est suffisamment grand, P,, et Q, contiennent des termes, les premiers 
termes des séries (P), (Q); quand n augmente, P,, et Q, augmentent 
ou, plus exactement, ne diminuent pas; on peut faire augmenter 
n assez pour que P, et Q, embrassent autant de termes qu’on veut 
dans (P) et dans (Q); ona done 
nin ee TP limi@y— © 


2 =a Js OO 

Db’ Sté | 
un autre cote, on a, quel que soit 7, 
Spy =Pr—Qn; 


par suite, quand m augmente indéfiniment, s, a une limite, a savoir 
P — Q; la série (w) est convergente et sa somme est P — Q. Enfin, 
cette somme est indépendante de l’ordre des termes, puisqu’il en est 
ainsi pour chacune des séries (P) et (Q). 

En combinant la proposition précédente avec celle du n° 179, on 
arrive a la proposition suivante. 

Si la série a termes posits 


(?) Of = Vigo wot Opp stolen sl > 
est convergente, la série 
04 04 + A Vy +2. - + An Vn +..., 


OU %, %, ---, %, ..- Sont des nombres qui sont tous, en valeur 
absolue, inférieurs ou égaux 4 un nombre positif fixe A, est absolu- 
ment convergente. Son reste, quand on la limite au terme app, est 


SERIES. 3 
inférieur, en valeur absolue, au produit par A du reste correspondant 
de la série (¢). 

Telle serait, par exemple, quel que soit 2, la série 


COS@ COS22 zi COSn2X 


7) T D2 iene n2 Sie ad 


Les séries étudiées au n° 182 


46 x? ‘age 
I+ - +... llaisiers 
I eas oOo cot 
m m(m-+T) , m(m-+1)...(m—+n—t) 
rt + Te sry 


I+ — 2+ 
1 ee Aan crest? 

dans le cas ot' @ est un nombre positif, sont absolument convergentes, 
la premiére, quel que soit 2; la seconde, lorsque x est plus petit 
que 1 en valeur absolue : en effet, quand x est négatif, il suffit de 
remplacer 2 par sa valeur absolue; chaque terme est remplacé par 
sa valeur absolue, et l’on est ramené au cas étudié au n° 182. Le reste 
de la premiére série, par exemple, limitée au (m+ 1)*™® terme est 
moindre en valeur absolue que 


en désignant par z’ la valeur absolue de x, supposée moindre que 
im ie 
Considérons encore la série 
m PE) . m(m —t)..(m—n+t),, 


-- AG ee 
T 1.2 Te2w.-. 


Sera 


ou m et x sont deux nombres donnés quelconques; désignons par m’ 
et z’ les valeurs absolues de x et comparons la série précédente a la 
série, a termes positifs, 


en 
T~ eee 


m , m'(m'+1) _,, m'(m'+1)...(m' + n—1) 
EE Ss ee EEO pen x 
[ 1150) eo D 


dont nous savons qu’elle est convergente si x’ est plus petit que 1. 
Les termes de la série proposée sont manifestement moindres, en 
valeur absolue, que les termes de cette derniére : la série proposée est 
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donc absolument convergente quels que soient les nombres x et m, 
pourvu que le premier soit moindre que 1, en valeur absolue. 

[lest a peine utile de dire que les critéres du n°? 181 s’emploient 
pour reconnaitre si une série 


(u) Wy +t Ug+...+ Unt... 


est absolument convergente ou non : on étudiera comment se com- 
/ 
5 ; . . 12) Serpe CG 
portent, quand n augmente indéfiniment, les expressions Vu, tt 
n 


en désignant, en général, par wv), la valeur absolue de u,; si l’on est 
amené a conclure la convergence de la série, 4 termes positifs, 


ui tuys t... tu, +..., 


on sera assuré de la convergence absolue de la série (uw). 


Un+1 


Remarquons, en particulier, que si le rapport os tend, lorsque n 
Mv 
; ra ee ul) 
augmente indéfiniment, vers une limite /, le rapport ai tendra, dans 
Wu 
les mémes conditions, vers la limite /’/=|¢|; en sorte que, si /' est plus 
petit que 1, la série est absolument convergente. 
Par exemple, pour la série 
Peo 
m NCE 1) m(m—t)...(m—n+1) 
i+ 2 ee eee Fle A 
[ ba 2 Wie 5 ol 


dont on vient de s’occuper, au lieu de raisonner comme on a fait, on 
aurait pu prendre le rapport du (nm +1)'™® terme au n*™*, qui est 


De —— i | 
VL 


constater que ce rapport tend vers la limite — 2 quand n augmente 
indéfiniment, et en conclure que la série est absolument convergente 
lorsque le nombre z est, en valeur absolue, plus petit que 1. 

Cette série, quand m est un nombre naturel, se réduit évidemment 
a ses m—+1 premiers termes, les suivants étant tous nuls; elle n’est 
autre chose alors que le développement limité de (1+ x)"; on verra 
plus tard que sa somme est encore (1 + .r)’””, quel que soit le nombre m, 
lorsque la valeur absolue de w est plus petite que 1. 

Une série peut d’ailleurs étre convergente sans l’étre absolument; 
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on va trouver des exemples de telles séries en étudiant les séries al- 
ternées. 


187. Séries alternées. — On appelle série allernée une série dans 
laquelle les termes sont alternativement positifs et négatifs; telle 
serait la série 


Uy — Uo+ U3 — Uy +... +(— 1)" 1upt..., 


en supposant tous les nombres w,, Us, .-., Un, ... positifs. 
Une telle série est convergente sous les conditions suivantes, dont 
la derniére d’ailleurs est seule nécessaire :. 


Ona 


UNI DISS S 55a VISES 6 One 


line 205 
72. 5 @0. 
Supposons, en effet, que ces conditions soient vérifiées, et consi- 
dérons la somme s., des 2n premiers termes de la série; elle peut 
s écrire sous les deux formes 


(Uy — Uy ) + (Ug — Uy, ) +... + (Ugn—1 — Uap), 


Uy — (Uy — Uz )— (Uy, — Us )—. . . (tan —9 — Ugn—1) — Usn, 


oti les quanttés entre parentheses sont positives ou nulles. La pre- 
miére montre clairement que l’on a 


SenZ 0 
et 


Son+2 = Sent (Uen+1— Uon+s)Z Sen; 


la seconde montre que l’ona s.,<u,. Les sommes sy, vont en aug- 
mentant quand nm augmente, elles restent inférieures a u,; elles 
tendent, quand n augmente indéfiniment, vers une limite positive ou 
nulle S, inférieure ou égale a u,; dailleurs l’égalité 


Son+1 = Son Uan+iy 


oll Uyn,, tend vers o quand n augmente indéfiniment, montre que, 

dans ces mémes conditions, s2,,, tend vers la limite S; en résumé, 

Sm tend yers S quand m croit indéfiniment; la série proposée est 

conyergente, a pour somme S, et l'on a o2s~ u,; la supposition s =o 
ees an 3 
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doit étre rejetée, si l'on écarte le cas insignifiant ot l’on aurait 
u, = Us, U3 = Uy, [el ey Ugn—1 = Urn, 


Le reste de la série, si on la limite au terme (—1)"~'u,, peut se 
représenter par (—1)”7,, en désignant par 7, la somme de la série 
| I \ } ’ Ss 


alternée 
Un+1— Unzea t+ Un+t3—---, 


qui satisfait évidemment aux mémes conditions que la proposée; ry 
est posiuf, si lon écarte le cas insignifiant ot l’on aurait 


Un+1 = Un+2; Un+2 = Un+3,5 
Il est inférieur ou égal a u,,,. L’égalité 
S = Sp+(—1)" Trp 


montre que s, est une valeur approchée de S par défaut ou par 
exces, suivant que le dernier terme conservé est négatif ou positif, 
que le premier terme négligé est positif ou négatif. 

L’erreur commise en prenant s, au lieu de S est moindre, en ya- 
leur absolue, que le premier terme négligé; elle est du méme signe 
que lui. S est plus grand que n’importe quelle somme s, d’indice 
pair, plus peut que n’importe quelle somme s, d’indice impair. Les 
sommes d’indice impair sont done plus grandes que les sommes 
Windice pair; c’est ce qu'il est aisé de reconnaitre directement; elles 
vont en diminuant quand l’indice va en augmentant; c’est ce qui 


résulte de la formule 


Sont1 = $2n-1—(Uan — Ugn—1). 


La série alternée 


est divergente. Elle est d’ailleurs trés peu convergente, 
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La série 
We x2 git 


I See) re 
eee nae! esac i 


ou x est un nombre positif donné, est une série alternée dont on sait, autre- 
ment que par les régles précédentes, quelle converge absolument. Elle ne 
satisfait dailleurs complétement aux conditions du présent numéro, que si # 
est plus petit que r. Si #@ est plus grand que 1, les valeurs absolues des pre- 
miers termes ne vont pas en décroissant; ils décroissent certainement dés 
que nest plus grand que w; a partir de ce moment, les conditions sont vérifiées ; 
elles le sont, en particulier, pour le reste, dont le premier terme négligé 
fournit une limite supérieure de erreur commise, tandis que le signe de ce 
premier terme fournit le sens de l’erreur. 

Si l’on suppose, par exemple, 2 = 10, les premiers termes de la série sont 
assez grands; pour trouver un terme plus petit que ¢ (‘), il faut aller jusqu’a 
n=25;lasomme des vingt-cing premiers termes de la série fournira une 
valeur approchée, par défaut, de la somme de la série avec une erreur moindre 
que t. Le calcul sera assez pénible. Pour les petites valeurs de x, au contraire, 
on pourra calculer trés aisément la somme de la série, avec une grande ap- 
proximation. 


188. Séries 4 termes imaginaires. — On peut considérer des suites 
et des séries a termes imaginaires. 

Considérons d’abord une suite de nombres réels ou imaginaires 
Uy, Ws, ==, Up, ..-, et Supposons, en général, que l'on ait 


Un = An + thy, 


a, et b, étant des nombres réels. 

On dira que u, tend vers la limite «+7, of a et % sont deux 
nombres réels fixes, si la valeur absolue de la différence u,—(a-+¢§) 
tend vers o quand n augmente indéfiniment, si, en d’autres termes, 
quelque petit que soit le nombre positif ¢, cette valeur absolue est 


) 


moindre que ¢, a partir d’une valeur de n suffisamment grande. On 
écrit alors 
lim U,=atip 
a) 
ou 
lim (u,—a—1tfh)=o0. 


Ti == 2. 


(1) Voir dans le Recueil de formules et de tables numeriques de Hoitiel ( Paris, 
Gauthier-Villars), la table des logarithmes des produits 1.2... jusqu’a 100. 
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En se reportant a la représentation géométrique des imaginaires, 
en figurant le point z + 78, de coordonnées « et 3, et le cercle décrit 
de ce point comme centre avec le rayon ¢, on voit que tous les 
points Wp, a parur d'une certaine valeur de n, devront étre situés a 
Vintérieur de ce cercle. Quelque petit que soit ¢, cela devra arriver a 
parur dune certaine valeur de n, qui, naturellement, change avec «. 
On dit, aussi, dans ces conditions, que le point uv, a pour limite le 
point «+ 73, quand n augmente indéfiniment. 

Chacune des différences a, — 2, b,— § est, en valeur absolue, au 
plus égale a la valeur absolue de a@,+ 6,¢ — # — 8v; si donc on a 


lim wp,p=a+ Bz, 


r= o 


on aura 
Lina nce, lim) O76: 


We rn=o 
Réciproquement, ces deux égalités entrainent 


lim Up=a-+ 8; 

nue 
il est bien clair, en effet, que, si elles sont vérifiées, le point de 
coordonnées @,, b, finit, pourvu que 7 soit assez grand, par étre et 
rester aussi voisin qu’on le veut du point de coordonnées a, 8. Au 
reste, ona 

|a_,+ bnti— 4% — 83 S|an,— aL, | ata |bn— 8 | 
les s sitions hima,—=a, limb,= 8, exig 2 les bres 
et les suppositions 4m a@,—=4, lim0O,—= , exigent que les nombres 
7: == 00 Tees O0: 


é 4 . S 
et |6,— 6 | puissent devenir et rester plus petits Gus => 
: 2 


| dn — % 
pourvu que mv soit assez grand; dans ces conditions, le premier ’ 
membre sera plus petit que ¢. 

On voit done que la recherche de la limite d’une suite a termes 
imaginaires revient a rechercher des limites de deux suites a termes. 


réels. 
fest clair que, si lon a lim u,=%-+ 7, on aura 
r=o 
lim [u,| =|a-+ Bil = a2 + B2. 
a) 


189. La série 


(u) Uy Ug t+... + Upt..., 


SERIES. a7) 


a termes réels ou imaginaires, sera convergente ou non si la somme 
de ses m premiers termes a, ou non, une limite quand n grandit indé- 
finiment. Cette limite, si elle existe, est la somme U de la série. Si l’on 
pose en général wu, = a, + byl, la somme des nr premiers termes de 
la série (w) est un nombre imaginaire dans lequel la partie réelle est 
la somme des n premiers termes de la série 


(a) Aj + Ag+..-+4n+..., 


et dans lequel le coefficient de z est la somme des n premiers termes 


de la série 


(5) b+ bo+...4+ bn +...; 


dire que la série (w) est convergente, c’est donc dire que les deux 
séries (a), (6) sont convergentes; réciproquement, si les deux 
séries (a), (6) sont conyergentes et ont pour sommes respectives les 
nombres A, B, la série (w) sera convergente et sa somme U sera 
égale a A + ¢B. Si Pune des séries (a), () est divergente, la série (w) 
est divergente. 

Le reste d'une série convergente se définit comme pour les 
nombres réels. 

On dit que la série (w) est absolument convergente, si la série a 


termes positifs, 
(u') Ui; ust... + Upt+..., 


formée avec les valeurs absolues de ses termes, est convergente. 
On est certain que, dans ce cas, la série (uw) est convergente; on a, 


en effet, 
Wall = Ue Loni Be, 


en sorte que les séries (a), (6) sont convergentes (elles le sont méme 
absolument) : la série (w) est done conyergente. Le reste de cette série 
limitée au terme uw, est, en valeur absolue, inférieur ou égal au reste 


correspondant de la série (w’), comme on le voit de suite, en faisant 


augmenter p indéfiniment dans l’inégalité (' ) 


ni ri / / / 
| noi Unto... +Ua+p|S Une + Untet+-.-+ Untp: 


(1) Wégalité ne peut avoir lieu que si tous les nombres W414, Ujpo, +++ Ungy 


sont réels et positifs. 
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La somme d’une série absolument conyergente ne dépend pas de 
Vordre de ses termes : en effet, les deux séries (a), (b) étant absolu- 
ment convergentes, leurs sommes ne dépendent pas de cet ordre 


Par exemple, la série 


ot x estun nombre réel ou imaginaire donné, est absolument con- 
vergente; en effet, si z’ est la valeur absolue de x, x’” est la valeur 
absolue de x” et la série formée par les valeurs absolues des termes 
est 


Le reste de lasérie proposée, quand on la limite au n“™* terme, est 


moindre, en valeur absolue, que 


gurl N= i 


en supposant 2/< n+ 1. 
Si, en particulier, on remplace x par tx dans la série, elle 
deviendra 


x t re x L re 
1 1.2 if Doe idee 


Si lon suppose maintenant que x soit réel, et si on sépare les 
termes réels et les termes imaginaires, on voit que la somme de cette 
série sera A + Bz, en désignant par A et Bla somme des deux séries 


a ar grn 
I - ~ so. \(=—— 1)” aeaeteeg 
1) Pes 64 Pan 5 Owe 
x x3 Tr? gerzn+l 
et see ee tH 1)” ters fas 
\ iowa oer Wols W) Hie Diners 217) tn) 


De méme, la série 


m POECHESN) es 
(= SS 0 Sa SE oS 
I We Dn 3 at 


1 
eo OK) 


m(m—t)...(m—n+1) 
ar 


ot m et x sont des nombres imaginaires donnés, est absolument con- 
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vergente, quel que soit m, si la valeur absolue de x est moindre 


que 1. 
190. Multiplication des séries. — Si les deux séries 

(w) Uy + Ug+...+Upat..., 

(v) Oy + Pot... + Ont... 


a termes réels ou imaginaires sont absolument convergentes, il en est 
de méme de la série 


(Ww) Wy + Wot...+ Wy, 


\ ? 
ou l’on suppose 
WwW, = Uy°P), We = U4,0o+ UD, WP 3 = U1, 03-- Ug 02+ U3 4, 
et, en général, 
Wn = UPn— U20n—1 + UgPpn—2--... +t UnP 15 


sa somme W est égale au produit des sommes U, V des séries (uw), (0). 

Je désignerai par U,, Vn, W, les sommes respectives des n pre- 
miers termes dans les séries (wz), («), (). 

On observera que , contient le produit de deux termes quel- 
conques des séries (i), (¢) dont les indices forment une somme égale 
an+t1: W, contient tous les produits analogues dans lesquels les 
indices forment une somme égale ou inférieure a n +13 tous ces 
termes figurent évidemment dans le produit développé U, Vn, avec 
@autres, pour lesquels la somme des indices dépasse n+ 1. Si, 
d’ailleurs, on se donne le nombre naturel », on peut prendre n assez 
grand pour que tous les produits qui figurent dans le produit U,V, 
développé figurent aussi dans W,, : il suffit évidemment de prendre 


aN Doe. 


Ceci posé, supposons d’abord que tous les nombres u,, %, soient 
positifs (1); il en sera de méme des nombres «,; on a d’ailleurs, par 


(!) Le raisonnement et les conclusions subsistent lors méme que quelques-uns 
de ces nombres seraient nuls. 
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les remarques précédentes, W,< U,Vra< UV;; la série (#) est con- 
vergente ; sa somme W est au plus égale a UV. 

Soient A, B des nombres positifs respecuvement plus petits que U, 
V, aussi voisins d’ailleurs qu’on voudra de U, V : on peut prendre p 
assez grand pour que l’on ait U, > A, V, > B, U,V, > AB et, en 


prenant 7 assez grand, 
W > Wr > U,V, > AB; 


AB pouvant étre supposé aussi voisin qu’on youdra de UV, on voit 
que W ne peut étre inférieur 4 UV: il lui est nécessairement égal. 

Supposons maintenant que uw, ¢, soient des nombres quelconques, 
positifs ou négatifs, réels ou imaginaires; désignons par w,, ¥, les 
valeurs absolues de uz, %,; les séries a termes positifs 


(u’) ui + Us t+... + U_t..., 


(e’) A ee i 


sont convergentes par hypothéses; soient U’, V’ leurs sommes, U,,, 
V;, les sommes de leurs 2 premiers termes ; la série 


(w") wit wot... wl +...e, 
ou l’on suppose, en général, 
wv =u o,+ use, it..,+ ule, 


est, d’apres ce qu'on vient de dire, convergente et sa somme W’ est 
égale a U' V’: soit W,, la somme des n premiers termes. 

Je rappelle que si, dans un polynome dont les coefficients sont 
positifs, on remplace toutes les variables par leurs valeurs absolues, on 
obtient un nombre positif égal ou supérieur a la valeur absolue du 
polynome : l’égalité ne peut avoir lieu que si toutes les variables sont 
réelles et positives ou nulles. Si done on regarde, pour un instant, 
#, comme un polynome dont les variables s’appelleraient u,, uo, ..., 
4, 02, +.-, on voit que l’on a]w,| Se, : la série (w) est absolument 
conyergente. 

Dailleurs expression UpV,— W,, si l'on déyeloppe le pro- 
duit U, V, et si ’on supprime les termes de ce produit qui figurent 
dans W,,, ne conuent plus que des termes tels que uy vg, ol 2+ 
est supérieur 4 7 +1, c’est encore un polynome en u,, Us, .--, %, 
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M2, ..., a coefficients positifs ; Yexpression U!,V),— W), se déduit de 
UnVa—W, en remplagant uy, ws, ..., 01, 02, -.. par leurs valeurs 
absolues; on a donc, pour la méme raison que tout a l’heure, 


| Un Va — Wr | S UU; Vh = Wa 


re) 


le second membre étant positif. Si l’on fait croitre n indéfiniment, 


T I 
De Wis, We: U 


n> 


V,,, Wj, tendront respectivement vers les limites 
U, V, W, U’, V’, W’; le second membre de Vinégalité précédente 
tendra vers o, et l’on aura 


|UV—W|{ So; 


comme l’inégalité est impossible, on a UV = W. 


191. Prenons pour les séries (w), (v) les deux séries absolument 
convergentes 


x ye aie 

DSS Sy) at t Seo AMID 
I I.2 Whe rerer sree 
y yy yr 

io SS eS ay 
[ 1.2 1.2 nv 


ou z et y sont des nombres donnés, d’ailleurs quelconques; on aura 


1C1 
a6 
ee shee iy dha Ta —= 9 5 
OAL gn-i WA 
Pr = t 

Ite? n Meee — I) 
gn—2 y? yr (2x it y)n 
=F : = samt = es 
ina (ge —2)) Tad Tea Diehrn fe | eae Oe LO 


(n° 43). Ainsi la somme de la série ° 


x A xot+y)y (2+ y)" 

pas eae tics (wey ae ear ae 
i Le Ure ctee 

est le produit des sommes des séries proposées. 


En particulier le produit des sommes des deux séries 


x an 
isp S45 SS yooe ash ote) 
r.2 1.2). i 
x Ya aor 
De eit) + 
I 1.2 -2. nv 


est égal a 1, quel que soit 2. 
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Si l’on prend, en général, pour les séries (w), (v), les deux séries 


Apt AU A,v*7 +... - An x+..., 


Ny Ons FS WGP AS 5 3 3 DpGPO so5 5 oe 


ot! z est un nombre donné tel que les deux séries soient absolument 
convergentes; on voit que la série 


ou Von suppose Cy = & bo, 
Cn = Ay bn+ ay bnat. +2 an bo, 


est absolument conyergente et que sa somme est égale au produit des 
sommes des séries proposées. On observera que la regle pour former 
la série produit est la méme que la régle pour former le produit de 
deux polynomes ordonnés suiyant les puissances croissantes de x. 


Si l’on suppose en particulier, en désignant par p, q des nombres quel- 
conques 


an 


_ Pl p—i)-..(p—n-+1) Fe ee ee ey) 
ae Pee et ; a’ Tues ye ; 


les deux séries seront absolument convyergentes, en supposant |v| <1. ¢, sera 
un polynome en p, g; sip, g étaient des nombres naturels, les deux séries se 
réduiraient a des polynomes, les développements de (1+ 2)? et de (1+ &)9; 
leur produit serait (1+ x)P*7; le coefficient de w” dans le développement de 
cette derniére expression devrait se réduirea Gy; on doit donc avoir, lorsque p,g 
sont des nombres naturels, 


VO a5 GIN) a2 GY eo GD eG 1). 


Cn = ? 


MESS 6 CIM, 


mais il est aisé de voir que deux polynomes en p, q qui prennent des valeurs 
égales pour tous les systémes de valeurs naturelles attribuées aux variables, 
sont identiques; légalité précédente doit donc étre une identité en p, g, en 
sorte que le produit des sommes des deux séries 


P ae PS NP eee 
I 1.2 Dre 2 onelisn Te: 


IAG ey oe PAE Na) 
1.2 CiDev~ Ft 


A ae 
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est égal quels que soient les nombres p, g et quel que soit le nombre 2, plus 
petit que 1 en valeur absolue, a la somme de la série 


I Tr... 


a aes eee 2g) OP 329 —') 
I 1.2 j 
(P+ q)(P+g—1)...(p+q—n-+1) 


HPI ony HC 


1 gin 


Pons ; Dae ‘ . ‘ } \? 
192. Limite de (1 + | pour 7 infini. — L’expression (1 os ~ | 
7 7d 
ou nm est un nombre naturel, est le produit de nr facteurs égaux 


x 


I x 5 mane 
Sete Quand n est trés grand, chacun de ces facteurs est voisin 


de 1, et il y en a beaucoup; on ne se rend pas compte de la valeur du 
produit, dont on va montrer qu’il tend vers une limite quand n aug- 
mente indéfiniment. 

Ou a, en appliquant la formule du binome, 


= } = mocosS) T 


( Awe Qi WOR) a MBS on MS OFF We) 5 
i he) leo) n? Is Ps o0 ff nP 


On transforme le terme général en divisant par n chacun des p fac- 
teurs n,n —1,...,N—p—+1, qui figurent dans le numérateur de la 


premiere fraction, et ’on obtient 
I ; 


I \? I [ I I I 2 I 
(1) (1+ — apse 2S (1 (a I reer 
nv 1 . iat Mae : nv i} Was 


Le second membre est un développement limité, contenant (n+ +) 
termes, évidemment positifs. 
Soit p un nombre naturel fixe, d’ailleurs quelconque, et suppo- 


sons n >p. La somme des p +1 premiers termes 
p P 


du second membre de l’égalité (1) peut étre regardée comme un poly- 
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I “4 5 . I pe 
nome en —> dont la valeur, si Pon y remplacait |, Par 0, serait 
7 


Chad ea bt... , 


dont la valeur differe done aussi peu qu’on le veut de ey, pourvu 
I : : : Anh E : 

que — soil assez petit, que 7 soit assez grand : la différence est moindre 
nr 5D : 


que tel nombre positif ¢ que l’on voudra, pourvu que n dépasse un 
nombre positif convenablement choisi. 


Sais me AWD s PS rs tees 
On est ainsi amené a comparer (: = ~) a la série indéfinie 


(e) Pee = Sa Ss oo Se ar 


dont on a établi la convergence, et dont on désigne habituellement la 
somme par é: la limite, pour 7 infini, de la somme des p +1 pre- 


, ‘ Ta ' F 
miers termes du développement de (: a. =) est €gale a la somme e@, 


des p +1 premiers termes de cette série. 
Dans le second membre de |’égalité (1), on retrouve les premiers 
termes de la série (e), respectivement multipliés, 4 partir du troi- 


ae ; I I \ 2, 6 
sleme, par eS TACICWIRS 7 — Sqlhi = = 1 = })sc5 O/UL! sont tous po- 
, Oo \ i n 


sitifs et plus petits que 1; chaque terme de ce second membre est 
plus petit que le terme correspondant de la série(e); le second membre 
est plus petit que lasomme des rn +1 premiers termes de la série (e) ; 
il est, a fortiori, plus petit que e. Ona 


¢ rh AV 
(2) I+ 5} EC! 
ae ee eae: I 
Mais, quand nr augmente, < diminue, les facteurs (1—+), 
T 2 
ign 
v= ap ... augmentent, le nombre des termes, dans le second 


' 5 We 
membre de (1), augmente aussi; leur somme (1 _— =) augmente 
7 


avec n; elle reste inférieure a e, elle a donc, quand n augmente 
indéfiniment, une limite E, inférieure ou égale a e. 


D’un autre cdté, si on se donne le nombre naturel p, on a, en 
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supposant nr > /p, 


SOY eae Rial paenliae 
(1 a (: apes n cat We 


la limite du premier membre, quand rn augmente indéfiniment, ne 
peut étre inférieure a la limite du second membre; on a done EZe,; 
les inégalités e= E2e,, ot p peut etre supposé assez grand pour que 
la différence e — e, soit aussi petite qu’on le veut, montre que E est 


r 


égal a e. 


oe ae }\? ore 
La limite, pour n infint, de (: -— 5) est la somme e de la série 


en désignant par 4, un nombre positif (non nul), plus petit que 1. 
On obtient des valeurs approchées de e par défaut et par exces en 


prenant 4, = 0, §,=1. On voit ainsi, en prenant p = 2, que e est plus 
grand que 2, plus petit que 3; cen’est pas un nombre entier; cen est 
a 
b 
effet, on pourrait écrire, en prenant p= 0, 


pas non plus une fraction 7 a termes entiers; sil en était ainsi, en 


a oh I ae sf I i I 8, 
Se i _ eS AS —_———— ——_ — 
b 1 THD oO ios alas 2) 
En multipliant par 1.2...6 et en faisant passer dans le premier 
membre les 6 +1 premiers termes du second, on en tire évidemment 
une égalité de la forme 


b . 
— = nombre entier, 


le premier membre est plus petit que 1 et ne peut étre nul; Pimpossi- 
bilité est maniteste. Done le nombre e est trrationnel. 


46 CHAPITRE XI. 


Hermite a démontré quil ne pouvait étre racine @une équation 


aleébrique a coefficients rationnels. 


193. Ll est utile de savoir calculer, avec une approximation donnée, 
lasomme dune série dont on sait calculer chaque terme avec telle 
approximation que Pon veut. 

Je me bornerai au cas des séries a termes réels. 

Le procédé le plus régulier, quand on a une limite supérieure du 
reste de lasérie limitée au ni*™ terme, est de chercher a déterminer n 
de facon que la valeur absolue de ce reste soit plus petite que 
lerreur ¢ qu’on yeut se permettre, d’évaluer grossierement la diflé- 
rence ¢’ entre ¢ et la limite supérieure du reste, puis de calculer 
chaque terme de facon que la somme des erreurs possibles sur chaque 
terme soit inférieure a ¢ — ¢/; si Pon a nv termes a calculer, on peut, 


t 


par exemple, calculer chaque terme avec une erreur moindre que = 


D’ordinaire, on procéde dune fagon moins réguliére : tout dabord, 
on cherche a n’utiliser que des séries qui soient rapidement conver- 
gentes; les mathématiciens se sont ingéniés a en trouver de telles pour 
les cas les plus fréquents et les plus intéressants. Dans ces séries, les 
termes décroissent rapidement, et le reste est du méme ordre de peti- 
tesse que le premier terme négligé, ou, au moins, que le dernier 
terme conservé. 

Supposons qu’on veuille avoir le résultat avec une erreur moindre 
que 10°, et que l’on calcule chaque terme, sous forme décimale, en 
conservant p—+q décimales; on aura ainsi chaque terme avec une 
erreur moindre que 10-?~%, et méme que 10 7%, si l’on a forcé, 
quand il convenait, le dernier chiffre décimal; on s’arréte dans le cal- 
cul des termes lorsque, dans le terme suivant, les p + q chiffres dé- 
cimaux que l’on devrait garder seront tous des zéros. 

Supposons qu’on ait ainsi calculé ” termes, erreur commise sur 
la somme de ces 2 termes sera moindre, suivant les cas, que rn 10 P~4 


ou 10 2-4. Sil’on représente la valeur absolue du reste par k10-?~4, 
le nombre & ne sera pas grand, habituellement, et l’on peut admettre, 
conformément aux hypothéses que l’on a faites, quil sera inférieur 
a 10; quoi qu'il en soit, erreur qui résulte, d’une part, des erreurs 
commises sur chaque terme et, d’autre part, de ce que l’ona négligé le 


. Tr ‘ . 
reste, sera moindre que (A -+n)10 ?-%, ou que ( aise re 16 P95 al 
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fy 
NI 


suffira, pour avoir approximation désirée, que l’on ait 
7 
k+n< 10% ou Kea 0g, 
2, 


On voit que, si Pon suppose g = 2, k <10, le procédé ne se trouve- 
rait en défaut que si l’onavait été obligé de calculer plus de go termes 
dans le premier cas, plus de 180 dans le second. La série ne serait 
guére convergente; on voit méme que, si l’on n’a pas trop de termes 
a calculer, le nombre é& peut trés bien étre supérieur a ro. Si Von 
prenait au contraire g=1, le résultat serait fréquemment défec- 
tueux : d’ot la régle que l’on recommande habituellement : calculer 
deux chiflres de plus qu’on n’en veut garder; s’arréter quand on ne 
trouve plus que des zéros; faire la somme et supprimer les deux 
derniers chiffres. 

Sans que j’y insiste, on voit que, en procédant de cette fagon, et en 
ealculant chaque terme avec une erreur moindre que +107?~*, on 
pourra, d’ordinaire, avoir le résultat avec une erreur moindre que 
+10-?. Si, dailleurs, on a quelque scrupule, et que l’on ait une limite 
supérieure du reste, on pourra toujours s’assurer de ce quil en est. 


Supposons, par exemple, qu’on veuille avoir le nombre e avec une erreur 


: I he eee ere 
moindre que —;> en partant de la série qui définit ce nombre; on a écrit ci- 
10 


mr : z I 
dessous les termes de la série, calculés avec une erreur moindre que <i 


pres, a partir du terme —,; les trois premiers, ensemble, forment une 
a) 


somme égale 42,5; chaque terme se déduit du précédent. On a mis un point 
a droite des chiffres forcés. 

D0) 

0, 1666667" 

0 ,0416667° 

0, 0083333 

0,0013889g" 

0,0001984 

00000248 

0,0000027 


00000003" 


27182818 
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i [ : 5 3 
On s’est arrété au terme ra < 3.1077, le reste correspondant est plus petit 


que 3.1o-8; on est bien sur ici, d’aprés le raisonnement général, que Ver- 


reur commise en ne conservant au résultat que les cing premiers chiffres 


—5 


ae : 10 : ae es 2 ; : 
décimaux est moindre que - ; il est d’ailleurs aisé de voir que l’approxi- 


mation est plus élevée. Un des termes a été calculé exactement; quatre termes 
ont été calculés par défaut; de la, et de ce que l’on a négligé le reste, résulte 
une erreur possible, par défaut, moindre que 


1077 : 
Ome = 20u lOm> 


4. 


quatre termes ont été pris par excés, d’ot une erreur possible, par excés, 
moindre que 2.1o—7; le nombre e est certainement compris entre les deux 
nombres obtenus, l’un en ajoutant 3 unités du dernier ordre décimal, l’autre 
en en Otant 2 unités, c’est-a-dire entre 2,7182821 et 2,7182816; on est sur que 
les cing premiéres décimales sont exactes et que la valeur 2,718282 est appro- 
chée avec une erreur moindre que +10~°; en fait, les sept décimales calculées 
se trouvent étre exactes, la compensation s’étant faite a peu prés entre les 
erreurs par défaut et les erreurs par excés. 


: ™ rk. 
Supposons gu’on vyeuille calculer lasomme, pour x = —>» de la série 
? 
2 


x? 


Ret ott Bola a! 


cee 


7 oo > g 
En prenant pour log - la valeur 0, 19612, on trouve pour les logarithmes des 
5 § 


termes les valeurs ci-dessous, en face desquelles on a mis les nombres corres-— 
pondants, que l’on prendra pour valeurs des termes de la série 


Ge - 
£ QA = 

31 1, 81021 0,64597 
GP - 7 F 
Si 2,90142 0,07969 
xi Sey ea VS 
a 3,67041 0, 00468 
ah 
x = 
at 4, 20432 0, 00016 
Fp = 

7 6 0, 00000 
Thea 


On a fait ci-dessous, d’une part la somme des. termes positifs, d’autre part 
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la somme des termes négatifs. On trouve 


1,57080 

0 07969 0, 64597 
16 0,00468 

1,65065 0 ,65065 


On trouve done 1 pour la somme cherchée; les erreurs se sont compensées 
et le résultat est exact, ainsi qu’on le verra plus tard. 


EXERCICES. 


167. Dans une série conyergente on enferme tels termes consécutifs que l’on 
veut entre parenthéses, de maniére a regarder leur somme comme effectuée ; 
montrer que la nouvelle série ainsi obtenue est convergente et a méme somme 
que la proposée. 

La série 


est convergente; en est-il de méme de la série 


I 3 7) 
Aca oe aes eA ? 
iv “ees oe meena 


168. Quelle est la somme de la série convergente 
a+b+a?+ b+...+ a+ b"+... 
ou a, 6 sont des nombres positifs plus petits que 1? 


Commient se comporte le rapport d’un terme au précédent quand n augmente 
indéfiniment? 


169. On se donne la suite indéfinie, admettant o pour limite, 
ue lNeras a tNpss sree 


on demande l’expression du terme général u, d’une série 


Cit pte tal py 1-9) oles 


dont le reste soit R,, quand on la limite a up. 


T. — Il. A 
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170. On se donne la suite indéfinie 
Tale | sib cee per tla amcor er 
former une série telle que le rapport du (mz +1)'*™® terme au n*™ soit égal a ry. 
, , feat ate Sioa) Py : ; ee 
Cas oti 7, est égal a - si 7m est pair, a 3 si n est impair; la série a laquelle 
2 


on paryient alors est conyergente? 


171. Former une série dans laquelle le rapport du n*™* terme d la somme 
des n premiers termes soit égale a a”, en désignant par a un nombre positif 
plus petit que 1. Cette série est-elle convergente? 


172. Former une série dont la somme soit égale a 1 et dans laquelle le rap- 


ié axe ee as Suis xl 
port du n'*™* terme au reste de la série, limitée a ce terme, soit égal a —- 
n 


173. Trouver la somme de la série 


I I 1 
he 0 oe ae n(rn+1)(n+ 2) 


en partant de Videntité 


2 J 2 1 
= a + . 
n(nm+i1)(n+2) nm n+t OD 


Plus généralement, la formule a laquelle on parvient en décomposant en 
fractions simples la fraction rationnelle 


Ico’ 
a(r+t)...(@ + p) 
permet de trouver la somme de la série ‘ 
I I I 
=e T 


[20cp | 2230p) oi Tae ee pa 


474. La série 


I I I 
(paeyte * (p+ayee "Gaara t 


ou p est un nombre positif, est convergente quand « est positif. Montrer que 
sa somme tend vers o quand p augmente indéfiniment. 


SERIES. at 


175. Si Wy, U2, ..., Un, «.. sont des nombres positifs, les séries 


Uy Uz S200 Se Oe SU 
uy Ley Ue 
1+ Uy Spy L-+ Up we 
uy Ua Un 
4 fee 
an, (= 75 = hs 


sont convergentes ou divergentes en méme temps. 


176. Dans les mémes conditions, il en est de méme des deux séries 


ee Sie ee ae 
uy Ula Uy 
Ss a me eta ee 
Sy $2 Si 


ou s, désigne la somme des n premiers termes de la premicére série. 

On voit aisément que la seconde série est convergente quand la premiére est 
convergente; pour achever la démonstration, il suffit de prouver que la seconde 
série est divergente quand la premiére est divergente. On observera que la 
somme 


Uniy | Un+e | Un+p 
T T se -- x ck 
Spt S42 Sptp 
est plus grande que 
Untrit Unzeat eee Untp _ : Sp 
Sntp Sprtp 


et que, si la premiére série est divergente, on peut toujours, en se donnant n 
arbitrairement, prendre p assez grand pour que le second membre soit aussi 


ae ; pee 1 
yoisin de 1 qu’on voudra, pour qu’il dépasse —» par exemple; on peut donc, 
Ds 
dans la seconde série, trouver aprés le ni™* terme assez de termes pour que 
: I ; 
leur somme dépasse - et, cela, quel que soit n, etc. 
2 


Appliquér la proposition précédente au cas ot lon a up=rt, quel que 
soit 7. 


177. En désignant par a, 6 deux nombres positifs donnés, déterminer un 
nombre A tel que la série dont le n'"™® terme est 


I A 


an+b n 


soit convergente. 
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178. Une fonction rationnelle ° 


étant donnée, dans laquelle le dénomi- 


f(x) 
O(z@) 


T 


nateur ne ;’annule pour aucune valeur entiére et positive de w, on peut tou- 

: A 

jours en retrancher un polynome ;P(2) et une fraction de la forme —, ot A 
7 o 


est une constante, tels que la série dont le terme général est 


“(n A 
ata ae P(r)— = 

O(n) nr 
soit conyergente. 


rs 


179. Montrer que expression 


i I T 
Sp, = t OO A> Sy 
tI == 2) 270 


ol m est un nombre naturel, tend vers une limite quand 7 croit indéfiniment. 


Ona 


ss ‘ t I 
: Sut1— Sn = 


n+ I 2n+2’ 


le second membre est le terme général d’une série convergente dont la somme 
est la limite de s, pour n infini. 
180. Si a;, #2, ..., %, sont des nombres positifs tous plus petits quer, ona 
o> (I— &) (£4 — a). . -(T— 4p) > 1 — (4 + Ag+... + 4p). 


La proposition est évidente pour n = 2; elle s’établit ensuite par induction. 
Elle montre qu’on peut poser 


(I — %) (1 — &).. (1 = an) = (— O(a, + we +...+47), 


) etant un nombre compris entre o et r. 


181. Si la série’a termes positifs 
Uyt Ug... + Unt... 
est convergente, le produit 
Qn = (I— UW) (L— ua)... .(1— uy) 


tend, quand 7m croit indéfiniment, vers une limite Q, différente de o si aucun 
des MOMDRESEY alps eens) eae CStme Calas Ie 
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On commencera par supposer que tous les nombres wy, U2, .. +, Up, ... sont 
plus petits que 1; la proposition résulte alors du lemme dont I’énoncé con- 
stitue Vexercice précédent. Il] est ensuite aisé d’achever la démonstration, 
puisque, dans la série proposée, les termes finissent certainement par étre tous 
plus petits que t. 

182. Si la série a termes positifs 

Uy + Ug... tpt... 

est divergente, le produit 


Bye) (ho ey ee Lt) 


croit indéfiniment quand n augmente indéfiniment. 
I] en est de méme, en supposant tous les nombres wy, U2, ..., Un, ».+ infé- 
rieurs a 1, du produit 


f uy Us Un 
(1 f I see (t+ ——— }- 
\ I— uy 1— Ug I— Up 


Conclure de la que, dans les mémes conditions, le produit 


(1— u,) (1— Ua). . .(1 — Up) 
tend vers o quand m augmente indéfiniment. 
183. Si la série a termes positifs 
i= Ug+. sos Ga seo so 


est convergente, le produit 


u, U2 Un 
Pnr=(\1 I Se io 0 (Ss See 
Wi ee 1-++ U2 1-- Uy, 


tend vers une limite positive quand m augmente indéfiniment; en conclure que 


le produit 
POS (i- u, ) (b= Ue)... (1 ,) 


tend vers une limite quand n augmente indéfiniment. 
La méme conclusion résulte de ce que ce produit est inférieur a 


2 U 

Sn Sh Sh 
ee eee Se oe od Pete, 
Riree ihe, Pe ay A 


OU Sp = Up +t Ugt... + Uy. 


484. Si la série 
Let etalon touel pp ateterene 


54 CHAPITRE XI. 


est absolument conyergente, le produit 
Py, = (t+ wy) (14+ Ug)...(1+ Un) 


tend, lorsque 7 croit indéfiniment, vers une limite qui n’est nulle que si [un 
des nombres w;, Uz, ..., Un, ... est égal a —r. 


185. On suppose que dans la série a termes positifs 


Uj+ Ug+...t+Uy,t..., 


, -  Un+1 
lexpression —— 
u 


es 


admette, pour 2 infini, une limite 7; pour quelles valeurs. 
positives du nombre x peut-on affirmer la convergence, ou la divergence de la 
série 

Uj, o + Ug @?+...+ Un e+...? 


° : : Ua ieargere : 
Méme question, en supposant que l’on ait lim (Vin) =, TimOnnar Cie, S 


nro 


: é Un+1 a ’ ’ sean S ] 
les deux expressions —— et ttn ont, Pune et autre, une limite pour 7 in- 
Dhip 


fini, ces deux limites sont égales. Montrer que 


LM (ae eae are 
V/ teaenare 


augmente indéfiniment avec n. 


186. Dans la série alternée 
OT — to Ia oy 285 
ou Von suppose, en général, up+1 > Up > 0, sans supposer d’ailleurs 


LC tO 
nru—o 


on désigne, en général, par s, la somme des 2 premiers termes. 

Montrer que les sommes d’indice pair vont en croissant avec leur indice, que 
les sommes d’indice impair yont en décroissant; que chaque somme d’indice 
impair est plus grande que chaque somme dindice pair, que sop et San+4 
tendent vers des limites quand mn augmente indéfiniment. Sous quelles condi- 
tions les limites sont-elles égales? 


187. Effectuer le carré et le cube de la série 
I+ @74+ 77+...4+-4""+..., 


ou &@ désigne un nombre plus petit que 1 en valeur absolue. 
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188. On fait le produit des deux polynomes 


a wv awn 
I+ — 4 beet ) 
I Te?) ee Diereiry 
rs og ax ar 
{—— + +-.-.+(—1)?” : 
I Lae PEO IG Gatld 


Quel est le second terme du produit, ordonné suivant les puissances ascen- 
dantes de a? 


189. Effectuer le carré des deux séries 


x? Bs grr 
I—— = + — > SO... + (— 1)” +... 
1.2 ieoeone. Fitea® OMe) 2 
x xe x? genri 
aad SS St A a) ee 
1 peBow) Desa ios) Woe 6 (P10 1) 


et ajouter les résultats. 


190. Calculer au moyen d’une table de logarithmes a cing décimales 


Pexpression 
r \9999 
{== 


9999 


et, au moyen d’une table a sept décimales, l’expression 


rt \99999 
(: rae sre C 
99999 


191. Calculer, avec vingt décimales exactes, la somme de la série 
I+2gt+2agt+2g9+...+2gV+... 


pour g = 0,1 et, avec trois décimales exactes, la somme de la méme série 
pour g = 0,9. 


192. Calculer, avec une erreur moindre que 1o~‘, la somme de chacune des 
deux séries 


xe ao 
1— + +e, 
1.2 Teo ond : 
ak x xP 
+ —- +. 
I 2eo (Peete og) 
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193. Le méme raisonnement que l’on a employé au n° 192 pour montrer que 


a une limite quand 7 croit indéfiniment et que cette limite est la somme e de 


la série 
1 


I I 
P+ = + -— +... ————_ +... 
I L.2 1.2... 


permet de montrer que, si 2 est un nombre positif donné, l’expression 


a\n 
(+2 
Vv 


tend vers une limite quand mv augmente indéfiniment, par valeurs naturelles. 


et que cette limite est la somme de la série 


XL a? ale 
Lak ore Grae ee at a + eo 
J Wed [.2 Tv 


Ce dernier résultat subsiste lors méme que a est négatif ou imaginaire. 


P J ae DD an 
En effet, Ja différence entre la somme S de cette série et (14+ =) est la 
n 


somme de la série 


Dee oer crat Reee ey eee) 
I— ( 1— — ) | — +.. I I = T—— }...{ 1-- 
n 7) Ie N n ( n 1 Boo o/B 
| ( -) ( | “—)] ar 
+]3r1— 1—- | a (1 
ny, n, n the a off 
gorrl gnt+2 


et l’on peut déduire de la Vinégalité 
a \ 2 a’ \n 
[s—(1+2) |<s-(:+2) 
av : 1 


ou 2’ désigne la valeur absolue de x et S’ la somme de la série 


Dy ke ain 
1+ — + —-+...4 —— 4... 
I i ote Gold) 
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FONCTIONS D’UNE VARIABLE REELLE. 


§ 4. — GENERALITES. 


194. On a dit plus haut qu’un polynome en z, une fraction ration- 
nelle en x, sont des fonctions de x, pour dire que, lorsqu’on se donne 
Ja valeur numérique de x, on sait, au moyen d’opérations connues, 
calculer (') la valeur correspondante du polynome ou de la fraction. 

S’il s’agit d’une fraction rationnelle, il y a toutefois des valeurs de x 
pour lesquelles la fonction ne peut étre définie, les valeurs pour les- 
queiles le dénominateur s’annule : ces valeurs sont isolées; mais il 
n’en est pas toujours ainsi. 

Si l’on considére, par exemple, l’expression \/x? —1 et si, comme 
je le suppose ici, on ne veut considérer que des nombres réels, les 
opérations a effectuer n’ont pas de signification pour les valeurs de x 
comprises entre —1 et +1. 

Soit z une lettre que l’on regarde comme susceptible de prendre 
n’importe quelles valeurs, et que, pour cette raison, on désigne sous 
le nom de variable indépendante; soient a, a’ deux nombres réels 
quelconques, différents entre eux : on dit que x appartient a Vinter- 
valle (a, a) pour dire qu’il est égal soit aa, soita a’, soit a une valeur 


(‘) Il faut entendre ici le mot calculer dans un sens qu’il ne comporte guére: s'il 
s’agit, par exemple, d'un polynome en z, méme d’un polynome a coefficients ration- 
nels, on ne peut pas calculer la valeur de ce polynome pour une valeur irrationnelle 
de x, ou plutot on ne peut la calculer qu’approximativement; si les coefficients sont 
irrationnels, le calcul ne peut étre effectué méme pour les valeurs rationnelles de x; 
mais la yaleur du polynome peut étre définie par une coupure, ou comme une limite, 
pour chaque valeur de a. 
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comprise entre a@ et @; on dit quil est cntér/eur a Vintervalle (a, a‘) 
pour dire qu'il est compris entre a eta’ sans élre égal ni ad, maa’, 
qu'il satisfait aux inégalités a< xv <a’, sionsupposea<a':aeta’ 
sont les bornes de Vintervalle. 

Imaginons maintenant une autre lettre et supposons qua chaque 
valeur de x appartenant a l’intervalle (a, a’) corresponde une valeur 
définie de y; il faut entendre par la que, si ’on se donne une valeur 
pour x, on sait calculer ou au moins définir la valeur correspondante 
de y, au moyen d’opérations que l’on sait effectuer sur le nombre z, 
ou de toute autre facon. On dit alors que y est une fonction de x, dé- 
finie dans l’intervalle (a, a’). Au lieu de la lettre y, on emploie sou- 
vent, pour désigner une fonction de x, un symbole tel que f(x), 
g(a), .... Un polynome en z est une fonction de x définie dans tout 
intervalle; une fraction rationnelle en x est une fonction définie dans. 
tout intervalle auquel n’appartient aucune racine du dénominateur; 


1 — x? est une fonction de x définie dans lintervalle (— 1, + 1). 
On a yu que la somme de la série 


était définie pour chaque valeur de x; cette somme est une fonction: 
de x définie dans tout intervalle. Sion la désigne par 9(z), le résultat 
obtenu au n° 290 parla multiplication de deux séries peut s’exprimer 
en disant que la fonction 9(#) jouit de la propriété qu’exprime: 
Pégalité 

o(@) + 9(2")=o(x4+ 2’). 


Si Von considére la série 


1 
Toe ey 


m m(m — —I)... a 
' ( t) 2 - m(m 9) (m Waaiyice 


I 1.2 re Ne Deco WO 


ot lon regarde m comme un nombre donné, on sait que cette série est 
convergente pour toate valeur de x intérieure 4l’intervalle (—1, +1); 
la somme de cette série est une fonction définie de x dans tout inter- 
valle (a, a’) dont les bornes a, a’ sont intérieures a Vintervalle (—1, 1). 
On ne peut pas dire que la somme soit une fonction définie dans tout 
Vintervalle (— 1, 1), puisqu’on ne sait pas si cette somme a un sens. 
pour z égal a — 1 ou ar. 
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La fonction a*, of aestun nombre positif donné, a été enticrement 
définie dans le Chapitre I, au n" 25, J’y reviendrai d’ailleurs au n° 201. 
On a rappelé au n° 94 la définition des fonctions cérculaires sina, 
cos x, lang z, qui s’introduisent en trigonométrie; les deux premiéres 
sont définies dans tout intervalle, la derniére dans tout intervalle 


la 


auquel n’appartient pas un multiple impair de ~. La définition de ces 


i] 


b 


fonctions est géométrique : on doit imaginer un cercle idéal, od l’on 
pourrait mesurer les arcs, pour les points duquel on pourrait mesurer 
les abscisses et les ordonnées, avec une précision indéfinie qui ne 
peut étre évidemment réalisée ; mais ce cercle que l’on imagine permet 
des raisonnements rigoureux, et lon en déduit, en trigonométrie, les 
belles propriétés de ces fonctions; on yverra plus tard, d’ailleues, com- 
ment on peut substituer a la définition géométrique une définition 
purement analytique. 


195. Je n’ai pas besoin d’insister ici sur la représentation graphique 
des fonctions, avec laquelle le lecteur est déja familier. 

L’ensemble des valeurs de x qui appartiennenta l’intervalle (a, a’) 
est tres bien représenté par le segment de l’axe des x dont les extré- 
mités sont les points d’abscisse a, a’. En parlant du point x de 
Vaxe OX, j’entendrai le point de cet axe dont l’abscisse est x, con- 


Fig. 36. 


formément aux conventions du Chapitre I. Il est aussi fort commode 
de se figurer la lettre x comme représentant le ¢emps, ou plutot, 
afin de fondre ensemble les deux représentations, d’imaginer l’axe 
des x comme une sorte d’horloge rectiligne, ot le temps serait 
marqué par un point qui se mouvrait d’un mouvement uniforme dans 
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le sens positif, en parcourant l’unité de longueur dans l’unité de temps 
et qui, a l’origine des temps, passerait a lorigine des coordonnées ; 
Vintervalle (a, a’) peut alors étre regardé comme un intervalle de 
temps et l’on peut regarder le point (d’abscisse) 2 comme se mou- 
vant du point @ au point a’. 

Soit maintenant y = f(z) une fonction de z définie dans |’inter- 
valle (a, a’), ou Je suppose a<a’; a chaque point x de cet inter- 
valle correspond une valeur de y, un point de l’axe OY dont Vor- 
donnée est y. En parlant d’un point y de l’axe OY, j’entendrai 
le point de cet axe dont ’ordonnée est y. A chaque point 2 de lin- 
tervalle (a, a’) correspond aussi un point M du plan, dont les coor- 
données sont. xz et-y=f (2x). 

Admettons, en laissant au mot courbe un sens un peu vague que 
l’on essaiera de préciser peu a peu, que, lorsque le point 2 se meut du 
point @ au point a’, le point M décrive un trait de courbe allant du 
point A (de coordonnées a, b) au point A’ (de coordonnées a’, b'). 
Ce trait de courbe figurera trés bien la fonction, et permettra de suivre 
sur axe OY le mouvement du point y correspondant au mouvement 
du point x. Chaque paralléle 4 Paxe des y menée par un point d’abs- 
cisse Z, compris entre a et a’, rencontrera le trait de courbe en un 
point etun seul, dont on lira l’ordonnée y sur laxe des y. Le point y 
de cet axe pourra ailleurs sorur du segment 0, b’, les paralléles a 
axe des 2 peuvent rencontrer le trait de courbe en plusieurs points ; 
il peut y avoir plusieurs valeurs de x, dans lintervalle (a, a’), 
auxquelles corresponde la méme valeur de y. 

Inversement on voit de suite, sur la figure, comment un trait (idéal ) 
reliant A a A’ définirail, si les mesures pouvaient étre faites avec une 
précision indéfinie, y comme une fonction de 2, pourvu que chaque 
paralléle a l’axe des y comprise entre A et A’ ne rencontre ce trait de 
courbe qu’en un point. Si la courbe est définie géométriquement, a 
cette définition correspondront des propriétés de la fonction que l’on 
pourra déduire de la définition. 

De méme, dire qu’on connait le mouvement du point y sur l’axe OY, 
dans l’intervalle de temps (a, a’), c’est dire qu’a chaque instant 2, 
ou pour chaque position (entre a, a’) du point x sur l’horloge 
rectligne OX, on connait la position correspondante du point 1, 
c’est-a-dire que l’on connait l’ordonnée y de ce point en fonction du 
temps Z. 
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Toutefois, les fonctions qui sont susceptibles de cette représentation 
eraphique ou cinématique constituent une classe paruculiére de celles 
qu'on a définies plus haut; pas de représentation graphique, pas de 
mouvement sans continucté, et le lecteur pressent certainement la 
nécessité de préciser ce mot. D’un autre cdté, on mimagine pas de 
courbe dont l’ordonnée, quand & croit, n’irait pas ou en croissant, 
ou en décroissant, ou en restant constante, ou du moins qui ne pour- 
rail pas se décomposer en parties telles qu'il en fit ainsi, pour cha- 
cune d’elles ; on n’imagine pas de mouvement qui ne s’eflectue pas. 
dans un certain sens, de point qui se meuve sur l’axe des y sans 
monter ou descendre, qui irait d’un point a un autre sans passer par 
les poimts intermédiaires, etc. Ces diverses idées, qu'il importe de 
préciser, ne sont nullement impliquées dans Vidée générale de fonc- 
tion telle qu’elle a été présentée au n° 194, 


196. Continuité. — On dit qu'une fonction f(z), définie dans l’in- 
tervalle (a, a’), est continue dans cet intervalle, pour dire, en gros, 
qu’a des valeurs trés voisines de la variable appartenanta cetintervalle, 
correspondent des valeurs tres voisines de la fonction, que la diffé- 
rence /(x2,)—f (2%) des valeurs de la fonction qui correspondent 
aux valeurs x), x, de 2, la variation f(x,)— f(a») de la fonction 
quand « passe de la valeur %, a la valeur 2, est trés petite en valeur 
absolue, quand les nombres zy), 2, appartiennent a l’intervalle (a, @’) 
et que la différence 7, — 2, est tres petite en valeur absolue. Il est 
toutefois nécessaire de préciser encore cet énoncé : dune part le mot 
petit est vague, d’autre part il pourrait arriver que, pour une petite 
valeur de x, — Zo, la différence f(x, )— f(x) fat en effet petite, et 
quelle devint grande lorsque les valeurs de x et de x, se rappro- 
cheraient davantage; une telle supposition est évidemment contraire 
4 Vidée que lon se fait de la continuité. On évitera toute difficulté en. 
disant que : 


La fonction f(a) définie dans Vintervalle (a, a’) est continue 
dans cet intervalle si a chaque nombre positif ¢ on peut farre 
correspondre un nombre positifs! tel que Vonait| f(a,)—f(x%)|<e 
sous la condition que £o, x, appartiennent a Vintervalle (a, a’) et 
gue l’on ait |a,—2)|<e. 


On dira souvent, et dans le méme sens, que la différence 


62 CUAPITRE XII. 


S (21) — f (20) doit étre plus petite, en valeur absolue, que tel nombre 
positif « que l’on voudra, pourvu que la différence 2,— 2%» soit 
moindre, en valeur absolue, qu’un nombre positif ¢’, convenablement 
choisi : ce nombre é’ dépend ordinairement de ¢. 

Si, par exemple, on considére un cercle, on voit de suite qu'un arc 
est plus grand que la corde qui le sous-tend, que celle-ci est plus 
grande que sa projection sur un axe; on voit de suite que, dans lin- 


a 
tervalle (0, ae par exemple, la variation de sinx pour deux valeurs 
2, 


voisines Zy, Z, est moindre que | z»— x,|; on en déduit la continuité 
de sine dans cet intervalle. 

Dans le Chapitre I, ot l'on a traité ds polynomes, on n’a pas 
démontré la continuité dans un interyalle (ce qui, d’ailleurs, n’offre 
pas de difficulté), mais seulement la continuilé pour chaque valeur 


de x, quil me reste a définir en général. 


Une fonction f(x) définte dans Uintervalle (a, a’) est continue 
pour une valeur particuliére x) apparlenant a cet tntervalle si la 
différence f(x2,)—f (2 ) est motindre en valeur absolue que tel 
nombre posttife que Von voudra, pourvu que x, apparlienne ausst 
a Vintervalle (a, a’) et que la différence x,— xX, soit moindre en 
valeur absolue qu’un nombre positif 2 convenablement choise. 


Quand on se donne le nombre a, et le nombre positif ¢, on doit 
pouvoir trouver ¢’. 

C’est bien dans ce sens qu’on a établi la continuité d’un polynome, 
comme fonction de x, d’abord pour z = 0, puis pour une valeur 
quelconque de z. 

Il est évident que, si une fonction f(z) est continue dans Vinter- 
valle (a, a’), elle sera continue pour chaque valeur x, de z, ap parte- 
tenant a cet intervalle. Le nombre ¢ étant donné, on en déduira le 
nombre ¢ gui conviendra a la fois pour toutes les valeurs de xy. 
La réciproque s’énonce ainsi : Stune fonction f(z) est continue pour 
chaque valeur 2») qui appartient a Vinteryalle (a, a’), elle est continue 
dans tout cet intervalle. Cette réciproque n’est pas évidente : 4 chaque 
valeur de 2» et de ¢ correspond bien un nombre ¢'; mais, si l’on se 
donne seulement ¢, il n’est nullement évident qu’on puisse lui faire 
correspondre un ¢’ qui convienne a la fois pour toutes les valeurs 
de xo. ll y a la un point délicat de la théorie des fonctions, que je 
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laisse de cdté. Cette réciproque se trouvera d’ailleurs établie aisément 
pour des classes étendues de fonctions continues, mais je dois pré- 
venir le lecteur qu'elle est vraie dans sa généralité ("). 

Je ne démontrerai pas non plus d’autres propositions importantes, 
qui se déduisent logiquement de la définition de la continuité, mais 
qu’on peut regarder comme intuitives pour les fonctions continues, 
susceptibles de la représentation graphique ou cinématique quia été 
décrite au n° 195, et qui fait correspondre un point de l’axe OY a un 
point de axe OX. Je me contente de Jes énoncer. 

Les valeurs d’une fonction /(.x), continue dans l’intervalle (a, a’), 
restent comprises entre certaimes bornes A, A’. Il y a une certaine 
valeur z’ qui peut d’ailleurs étre soit a, soit a’, soit un numibre inter- 
médiaire, pour laquelle la valeur f(') de la fonction est supérieure 
ou égale a toutes les autres : en d’autres termes, on a, quel que soit le 
nombre z appartenant a l’intervalle (a, a’), f(z')2 f(z). De méme, 
il y a une valeur x’, appartenant a l’intervalle (a, a’) telle que l’on 
ait, quel que soit le nombre xz appartenant au méme intervalle, 
f(a") f(a). 

Cela revient a dire, si on se reporte a la représentation graphique, 
que, parmi les diverses positions du point y sur l’axe OY qui cor- 
respondent aux positions du point # situé sur l’axe OX ena, a’ ou 
eatre a et a’, il y a deux positions extrémes y’, vy” qui correspondent 


Fig. 37. 


a des points 2’, x” de Vintervalle ou du segment (a, a’), telles que le 
point y ne soit jamais au-dessus du point y’, au-dessous du point y"; 
les valeurs de y quicorrespondent aux valeurs de x qui appartiennent 


Cy) einte ne62: 
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a Vintervalle (a, a’), appartiennent toutes a Vintervalle (y", 9”). Au 
point de vue cinématique, on peut dire que, dans l’intervalle~ de 
temps (a, a’), le point vy, en se mouvant sur l’axe OY, atteint une 
position y’ au-dessus de laquelle il ne monte pas, une position y” au- 
dessous de laquelle il ne descend pas. 

On énonce souvent cette propriété des fonctions continues en 
disant qu’une fonction continue dans l’intervalle (a, a’) atternt son 
maximum et son minimum ('). 

Si la fonction f(z) est continue dans Vintervalle (a, a’) et sia, 2! 
sont deux valeurs de z appartenant a cet intervalle, telles que les 
nombres /(«), f(2') soient de signes contraires, il y a une valeur 29 
de x comprise entrea, 2’, telle que, pour cette valeur, la fonction f(z) 
s'annule : en d’autres termes, il ya une racine x, de l’équation f(x) =o 
comprise entre a, a’. En effet, le trait de courbe qui joint le point de 


Fig. 38. 


coordonnées « et 8 = f(a), qui est au-dessous de axe des x, au point 
de coordonnées 2’ et 8/= f(a’) rencontre nécessairement l’axe des x 
en quelque point 79, situé entre les points @ et a’ de cet axe. Dans 
Vintervalle de temps (2, 2’), un point de l’axe des y qui se meut du 


point 6 au point 6! ne peut pas ne pas passer par le point O, a un 


moment Z) compris entre les époques 2, a! (*). 
Plus généralement, un point quise meut d’une position a une autre 
passe par toutes les positions intermédiaires ; dans la figure 37, le 


point y qui se meut sur l’axe OY dans l’intervalle de temps (a, a’) 


(Rin trey Ooo ae 


(") 
(eit ne N66: 
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passe par tous les points du segment qui va de y” a y'; chacune 
des valeurs de y qui appartiennent a V’intervalle (y’, v”) peut étre 
regardée comme correspondant a une valeur de x appartenant a l’in- 
tervalle (a, a’). En d’autres ‘termes encore, toute paralléle a Vaxe 
des x menée par un point du segment (y", y’) rencontre le trait de 
courbe qui figure la fonction dans l’intervalle (a, a’). 

Ces propositions ne sont pas moins intuitives que la proposition 
particuliére sur laquelle on a insisté tout d’abord; elles peuvent 
dailleurs s’en déduire; si, en effet, )-, est une valeur de y comprise 
entre y” ety’, lafonction f(z) — y,, continue dans lintervalle(a,a’), 
est négative pour = 2", positive pour x = 2’; elle doit donc s’an- 
nuler pour une valeur x, intermédiaire entre z” et x’. 

On peut aller un peu plus loin dans l’étude de cette proposition 
particuliére, qui est extrémement importante, et dire que la fonc- 
uon f(2)s’annule un nombre impair de fois entre @ et a’, parce qu'un 
trait de courbe ne peut pas passer d’un cété de l’axe des x a l'autre 
cété de cet axe sans le traverser un nombre impair de fois, qu'un point 
qui se meut sur l’axe OY, qui part d’un point situé au-dessous de O 
pour aboutir a un point situé au-dessus doit passer un nombre impair 
de fois par le point O. 

Cette assertion, que la fonction f(z) s’annule un nombre impair 
de fois entre « et a’, parait claire sur la figure 3g, elle tombe évi- 


Fig. 39. Fig. 4o. 


demment en défaut dans les figures 40 et 41, et Pon en voit bien la 
raison : tl y a des points ot le trait de courbe vient affleurer arc 
des x sans Je traverser. Pour conserver a la proposition énoncée sa 
vénéralité, on ne comptera pas ces points-la, ou bien on les comptera 
comme équivalents aun nombre pair de points qui seraient confondus, 


T. — Il. 5 
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tandis qu’on comptera pour un nombre impair de points ceux oti le 
trait de courbe traverse l’arc des x, soit de bas en haut, soit de haut 
en bas. Il sera alors permis de dire que l’équation f(2) =o a un 


° 


nombre impair de racines entre « et ’, pourvu, toutefois, qu’elle en 


admette un nombre fini. Silafonction f(z) s’annulait une infinité de 
fois entre a et a’, la proposition n’aurait plus de sens; d’ailleurs, 
la représentation graphique ne serait plus possible. 

Le lecteur yerra sans peine que, lorsque f(z) est un polynome 
en x, les explications qu’on vient de donner concordent bien avec 
la définition de l’ordre de multiplicité d’une racine. Le théoreéme 
énoncé est vrai en comptant chaque racine distuncte comme équi- 
valant a autant de racines qu’il y a d’unités dans son ordre de multi- 
plicité. Cette notion de ordre de muluplicité sera étendue plus tard 
a d’autres fonctions analogues aux polynomes, mais il n’y a pas lieu 
d’en donner une définition générale. 

Je lui laisse le soin de traduire en langage cinématique ce que l’on 
vient d’expliquer sur une figure et de reconnaitre de la méme facon 
la vérité de la proposition que voici, qui doit étre entendue comme la 
précédente : 


Sila fonction f(x) est continue dans Vintervalle (a, a’), si les 
nombres a, 4 appartiennent a cet (ntervalle, et si les valeurs cor- 
respondantes f(a), f(4') de la fonction ont le méme signe, 

ds : bike, ? Read ae ; ei 
Véquation f(x) =0 n’a pas de racines comprises entre «et a, ou 
bien ena un nombre pair. 


Lorsqu’une fonction de z n’est pas continue pour une yaleur xy 
de x, elle est dite discontinue pour cette valeur : Les fractions ra- 
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tionnelles nous ont fourni des exemples de discontinuités : celles-ci 
se présentaient pour des valeurs spéccales de la variable; il en sera 
de méme pour toutes les fonctions que nous étudterons ici; les dis- 
continuités seront toujours exceptionnelles. Toutefois, il importe 
de remarquer que les discontinuités que nous avons alors rencontrées 
étaient d’une nature particuliére. [| convient, en raison de leur im- 
portance, de s’arréter sur ces discontinuités spéciales, sur ces valeurs 
de la variable pour lesquelles on dit qwune fonction devient infinie, 
quelle passe de — 2a + 0, etc. 

ze 


La fonction ——————_. 
(21) (= Diy 


» par exemple, est définie pour toutes 


les valeurs de x, sauf pour x=1 et pour x =2; ona expliqué ce 
qu il fallait entendre quand on dit qu’elle devient infinie pour z=1, 
qu'elle passe de —o 4 +o, lorsque x passe par cette valeur, 
qu’elle tend vers +o quand z tend vers 2 soit par des valeurs plus 
petites, soit par des valeurs plus grandes que 2. Ces explications 
peuvent évidemment étre transportées a d’autres fonctions. 

Soit f(z) une fonction définie dans Vintervalle (a, a’) sauf pour la 
valeur 29; supposons, en outre, qu’elle soit continue pour toutes les 
valeurs de x appartenant a cet intervalle, sauf pour x = 2. 

On dira que la fonction f(x) est ou devient infinie pour 2 = Zp, Si, 
quel que soit le nombre positif P, la valeur absolue de f(z) dépasse P 
pour toutes les valeurs de x appartenant a l’intervalle (a, a’) qui sont 
suffisamment voisines de x); en d’autres termes, a chaque nombre 
posiuif P doit correspondre un nombre posit ¢ tel que Von ait 
| f(a)| > P, pourvu que x appartienne a l’intervalle considéré et que 


Von ait | 2 — x2)|<¢. Dans ces conditions, le rapport est aussi 


T 
J (2) 
voisin de o gu’on le veut, pourvyu que & soit suffisamment voisin 
de x9; c'est ce qu’on exprime en disant que ce rapport, quin’est pas 


défini pour x», a pour limite o quand « tend vers o (‘). 


(‘) On voit que le mot limite est pris ici dans un sens analogue mais non iden- 
tique a celui qu’on Jui donnait dans le Chapitre précédent : on considérait alors 
une suile w,, WU, ..-, U,, -.. ou plutdt le nim’ terme de cetle suite, que l’on peut 
regarder comme une fonction de la variable 7 définie pour toutes les valcurs natu- 
relles de cette variable; c'est quand n grandissait indéfiniment, en ne prenant que de 
telles valeurs, que w, s’approchait de sa limite. Ici 2 peut prendre toutes les valeurs 


possibles, et c’est lorsque z s’approche de o, par valeurs quelconques, que F(z) s’ap- 


proche de la limite o. 
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Si Pon adopte la définition précédente, il est clair que la fonction 
f(x), que Pon suppose infinie pour 2 = 2p, finit, lorsque x est trés 
voisin de zy, par garder le méme signe, pouryu que x reste soit plus 
peut que xy, soit plus grand que x; en effet, si, en considérant deux 
valeurs a, x tres voisines de x) et toutes deux, par exemple, plus 
petites que 2, la fonction f(x) était négative pour 2 = % et positive 
pour z =a, elle s’annulerait (a cause de la continuité), pour une 
valeur de x comprise entre et a’, elle ne serait pas plus grande 
que P en valeur absolue; cela ne peut plus arriver dés qu’on a dépassé 
Ja valeur 2) — < a partir de laquelle ona | f(x) | > P. 

Ceci posé, il peut se faire que la fonction f(z) soit négative pour 
xX <Xy, positive pour x > x; elle passe alors de — awa +o; elle 
peut étre positive avant que 2 n’atteigne 29, négative apres : elle 
passe de + 2a — om. Elle peut étre positive avant et apres, négative 
avant et apres; elle devient égale a +c dans le premier cas, ’ — 
dans le second; les fonctions —» —; a —*, discontinues pour 

a a a a 
x = 0, offrent des exemples de ces différents cas. Les figures 20, 21, 
22, 23 montrent suffisamment comment se comporte le trait de 
courbe qui figure la fonction quand est voisin de o. 

Il peut se faire que la valeur exceptionnelle de x pour laquelle une 
fonction devient infinie soit précisément une des bornes de linter- 


valle dans lequel on considere cette fonction; par exemple, la fonction 


\ Wace He 
———— est définie dans l’intervalle (—1, +1), sauf pour les bornes; 


Vi—2 


elle est infinie pour ces bornes. 


Considérons une fonction f(z) qui soit définie et continue dans 
Vintervalle (a, a’) quelque grand que soit a’. Il peut se faire que, x 
erandissant indéfiniment, /(2) s approche d’une valeur limite, ou 
grandisse indéfiniment, ou se comporte tout autrement; la définition 
de la limite est pareille a celle qu’on a donnée au n° 174, si ce n’est 
que, alors, on ne considérait que des valeurs naturelles de la va- 
riable n, et que lon considére maintenant toutes les valeurs de 2. 
On dira que f(z) aune limite A pour «= + 2, lorsque la différence 
entre f(z) et A sera moindre en valeur absolue que tel nombre ¢ 
que Pon voudra, pourvu que x dépasse un nombre positif P con- 


venablement choisi, d’aprés la valeur de ¢. On définira de méme la 
I 


limite pour z =— %; par exemple, = a pour limite o quand a tend 


vers + cc ou vers — @. 
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On dira que la fonction f(a) devient égale 4 + 0 pour x =+ 0, 
si la valeur de la fonction /(.v) dépasse tel nombre positif P que 
Pon voudra, pourvu que x dépasse un nombre positif Q convenable- 
ment choisi (d’aprés P). On définira de méme ce qu’il faut entendre 
quand on dit que f(z) devient égal a —o pour r=+wH,a+o 
Odeo POU GG. 

Les polynomes ont fourni des exemples de ces diverses circon- 
stances, et le lecteur se rappelle les graphiques correspondants. 

Les seules discontinuités dont nous ayons jusqu’a présent des 
exemples correspondent a des valeurs de x pour lesquelles une fone- 
tion deyienne infinie. Mais une fonction, tout en étant continue en 
général, peut offrir d’autres sortes de discontinuités; nous en ren- 
contrerons ainsi qui sont inévilables; un graphique suffira aisément 
a en faire comprendre la nature. 


ales 2 


Considérons une fonction f(.7) définie dans lintervalle (a, a’) par 
Yarc de courbe AP lorsque x appartient a lintervalle (a, p), par 
are de courbe P’A’ quand x appartient a V’intervalle (p, a’). Dési- 
gnons par g et g’ les ordonnées des points P et BP’. 

Cette fonction f(x) n’est vraiment définie par la figure que pour 
les valeurs de x autres que p; pour x =p, on ne sait pas si la valeur 
de la fonction est définie par arc AP (elle serait alors égale ag), ou 
par l’arc P’A’ (elle serait alors égale a q’). Mais, afin d’avoir une 
fonction qui soit complétement définie, on peut choisir arbitraire- 
ment l’une de ces valeurs ou méme une autre. Conyenons, par exemple, 
@attribuer a la fonction f(x), pour 2 =p, la valeur qg; alors, pour 
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des valeurs de z, un peu plus petites que p, la fonction est voisine 
de g, aussi voisine de g qu’on le veut, pourvu que x soit assez voisin 
de p; pour les valeurs de z un peu plus grandes que p, elle est voi- 
sine de g/, aussi voisine de g’ qu’on le veut pourvu que 7 soit suffi- 
samment voisin de p. La discontinuilé est manifeste; on dit quelque- 
fois que la fonction passe brusquement, pour z= p, de lavaleur ga 
la valeur g'. Toutefois, cette facon de parler, qui répond bien a 
Vaspect de la figure, -n’est pas tout a fait correcte ou plutot n’est pas 
conforme a la définition précédente, puisque, pour x = p, la fonction 
f(x) watteint pas la valeur q’. 

On peut dire que, lorsque x tend vers p par des valeurs infé- 
rieures ou égales a p, f(x) tend vers la limite q, et que, lorsque # 
tend vers p par des valeurs supérieures a p, f(x) tend vers la 
limite g‘; mais, cette fois, il faut exclure les valeurs égales a p ('). 

Bien entendu, il peut se présenter des discontinuités beaucoup plus 
compliquées; celles que nous avons considérées nous suffiront. 

Enfin, il convient encore de rappeler une circonstance qui s’est 
présentée dans I’étude des fonctions rationnelles. Il peut tres bien 
arriver qu’une fonction qui est, en général, définie et continue dans 
Vintervalle (a, a’) ne soit pas définie pour une valeur exceptionnelle x» 
de cet intervalle, mais qu’on puisse la définir pour cette valeur sans 


quwil y ait discontinuité. C’est ce qui arrive, par exemple, pour la 
DGS 


fonction » qui n’a pas de sens pour 2 = 0, mais qui, pour toutes 


wh 
les autres valeurs de z, est égale a la fonction continue 27, en sorte 
que, s1 on lui attribue, pour 2 =o, la méme valeur qu’a cette fonc- 
tion 22, elle sera toujours conunue. D’une facon générale, si la fonc- 
tion f(#) est définie et continue dans tout l’intervalle, sauf pour 
x= Ly, et sil existe un nombre A dont f(z) s’approche indéfini- 
ment (?) quand # tend vers 2» soit par des valeurs plus petites, soit 


(') Le lecteur voit que le mot limite est employé dans des sens différents, sui- 
vant les cas. Il est nécessaire, toutes les fois qu’on emploie le mot, de se rendre 
compte de son sens précis dans le cas ot l’on a affaire. 

(*) Dune facon préeise, il faut entendre par la que la différence f(a) —A est 
moindre en valeur absolue que tel nombre positif ¢ que lon yeut, pouryu que la 
différence 2 —gz,, sans étre nulle, soit moindre en valeur absolue qu’un nombre 
positif <’ convenablement choisi (d’aprés <). On dit alors aussi que f(a) a pour 
limite A, quand zw tend vers xz, : la méme expression, d’ailleurs, s’emploie aussi bien, 
et dans le méme sens, quand la fonclion f(a) est continue pour z= 2, et a pour 
valeur A; mais on n’a pas alors 4 exclure la valeur 2 = z,. 
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par des valeurs plus grandes que x), on peut définir /(2) comme 
étant égale a A pour . =.7,; elle devient alors une fonction continue 
dans tout lintervalle, et Pon dit que A est la vraie valeur de f(x) 
Pou aa. 

L’expression de wraie valeur s'emploie aussi, par extension, quand 
il s’agit de la limite d’une fonction pour x infini. 

Puisqu’une somme, un produit, un rapport varient tres peu quand 
les termes de la somme, les facteurs du produit, le numérateur et le 
dénominateur du rapport varient trés peu (note du n° 138), il est 
clair que, si les fonctions f(z), o(z) sont définies dans un inter- 
valle (a, a’), et que, si elles sont continues pour une valeur 2%» appat- 
tenant a cet intervalle, il en sera de méme des fonctions 


f(2) 

DE ONC Re: © =F 

ya ) D ( ) S(2@)9(2), O(a)’ 
on doit toutefois, pour la derniére, supposer que 9(z) ne s’annule 
pas pour z=. ; si les fonctions f(z), 9(2) sont continues dans 
tout Pintervalle (a, a’), ilen sera de méme des fonctions f(.x) + 9( 2), 


eee : 
» si o(#) ne s’annule pas dans linter- 


J(@)9(x) et du rapport f 
valle (a, a’), 

De méme, si l’on sait que, lorsque x s’approche de z, ou lorsque x 
grandit indéfiniment, les fonctions /(.r), o(#) ont pour limites res- 
pectives des nombres A, B, il est clair que les fonctions f(x) + (x), 

x) oaks A 
J(£)o(2), Jie) auront pour limites les nombres A+B, AB, >. I 
' 9(7) B 


faut toutefois supposer, dans le dernier cas, que B ne soit pas nul. 


197. La notion de fonction et celle de continuité, s’étendent aisé- 
ment au cas de plusieurs variables indépendantes; les polynomes a 
plusieurs variables nous ont déja fourni des exemples. 

Soient xz, y deux lettres que on regarde comme susceptbles de 
prendre toutes les valeurs possibles; si, 4 chaque couple de valeurs 
numériques attribuées a ces variables, on fait correspondre une 
valeur de z, on dira que s est une fonction de x, y; c’est le cas d’un 
polynome en z, y. Une fonction de z, y peut, dailleurs, ne pas étre 
définie pour tous les couples de valeurs de x, y; les mémes raisons 
qui nous ont conduit 4 considérer, pour les fonctions d’une seule 
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variable, des intervalles ou doit rester cette variable, nous aménent a 
limiter le champ de variation des valeurs de x, 9’. On pourra se borner 
aux couples de ces valeurs qui, lorsque Von considére x, y comme les 
coordonnées d’un point, sont figurés par des points situés a Vinté- 
rieur d’un certain contour et sur ce contour, par exemple a linté- 
rieur et sur la circonférence d’un cercle, a Vintérieur et sur le con- 
tour dun rectangle dont les cdtés sont paralléles aux axes. Ces 
conditions s’expriment analyuquement dune facon tr¢s simple : si 
Zo, Jo sont les coordonnées du centre du cercle, et R son rayon, on 
ne considérera que les couples de valeurs de x, y qui vérifient Piné- 
galité 


(1) (2 = %)? + ( vy — %)?S R?; 


S1 Zo, Yo sont les coordonnées du centre du rectangle et 2a, 26 les 
nombres positifs qui mesurent les longueurs de ses cétés, on ne 
considérera que les couples de valeurs de x, y qui vérifient les iné- 
galités 


(@) [w= x ||Sa, ly —jo]2e. 


Si la correspondance est établie entre chaque couple de valeurs 
x, ) qui vérifient ces inégalitds et la valeur numérique de z, = sera 
une fonction de x, y définie dans le cercle ou le rectangle. On com- 
prend, dés lors, ce quil faut entendre quand on dit que la fonction 
est définie pour le point 2), yv» et aux environs de ce point; cela 
signifie qu’on peut regarder le point de coordonnées 29, 179 comme 
le centre d’un cercle ou d’un rectangle qui peut, d’ailleurs, étre aussi 
petit que l’on veut, et dans lequel la fonction est définie. 

Si une fonction f(z, y) est définie pour le point 2, 7%» el aux 
environs de ce point, on dira qu’elle est continue en ce point pour 
dire, en gros, que sa valeur change peu quand on remplace x, y par 
des valeurs respecuvement yoisines de x9, 7 et, d'une facon précise, 
que la différence f(z, y) — f(x 0, ) 9) est moindre en yaleur absolue 
que tel nombre positif¢ que l’on voudra, pourvu que les différences 
XL — 2X, V¥— Jo soirent moindres en valeur absolue qu’un nombre 
posit e’ convenablement choisi; a chaque nombre positif ¢ doit cor- 
respondre un nombre positif ¢’. 

Si une fonction f(z, vy) est définie dans tout un cercle (et sur la 
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7 
circonférence), dans tout un rectangle (et sur le contour), on dira 
qu'elle est continue dans ce cercle ou ce rectangle si, quelque petit 
que soitle nombre positif ¢, on peut lui faire correspondre un nombre 
posit </ tel que l’on ait 


(3) | FiCe, 71) —f Gn Xo) 1 <e 


pourvu que les points de coordonnées x,, vy, et Zo, Vo appartiennent 
au cercle ou a sa circonférence, au rectangle ou Ason contour, et que 
Pon ait 


(4) (n= laa lm—rl<e. 


En adoptant ces définitions, on a des propositions analogues a celles 
qu’on a énoncées pour les fonctions d’une variable : 

Si une fonction est définie, au sens qu’on vient de dire, dans un 
cercle ou un rectangle, et si elle est continue en chaque poimt du 
cercle et de sa circonférence, du rectangle et de son contour, elle est 
continue dans tout le cercle, ou tout le rectangle, avec la signification 
qu’on vient de donner a ces mots. Les valeurs qu'elle peut prendre 
sont alors comprises entre certaines bornes; elle atteint sa valeur 
maximum et sa valeur minimum. Voici, pour le maximum, le sens 
précis de ce théoreme : si, parexemple, la fonction est définie et con- 
tinue dans uncercle, y compris sa circonférence, il existe a lintérieur 
du cercle, ou sursa circonférence, un point de coordonnées 2’, y! tel 


que Von ait 
Ae ee) I (ay) 0 


pour tous les couples de nombres x, » figurés par des points situés a 
Vintérieur ou sur la circonférence du cercle. Je rappelle que cette pro- 
position a été admise dans la démonstration du théoréme fondamental 
de l Algébre (n° 1412). 

Le lecteur apercoit, sans que j’insiste, comment on pourra définir 
une fonction d’un nombre quelconque de variables, et la continuité 
dune telle fonction. 

Sans doute les interprétations géométriques feront défaut; on ne 
pourra plus parler d’un cercle, d’un rectangle, etc., mais les inéga- 
WARES) (ii)at (2 } 
inégalités analogues, avec autant de variables qu’on youdra. 


, (3), (4) peuvent évidemment étre remplacées par des 


Je reviens aux fonctions d’une seule variable. 
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198. Fonctions croissantes, décroissantes. — Soit y= f(x) une 
foncuon continue dans l’intervalle (a, a’) ot je suppose a< a’, on 
dit qu’elle est croissante dans cet intervalle si, des deux valeurs de 
f(x) qui correspondent a deux valeurs distinctes quelconques Xo, 2, 
appartenant a cet intervalle, la plus grande correspond toujours a la 
plus grande valeur de x, sien d’autres termes la différence /(a,) — f(@o) 
est toujours de méme signe que x,;— 2%, en sorte que le rapport 


SF (41) —f( 20) 
B14 — Xo ; 
x, appartiennent a Vintervalle (a, a’). S’il en est ainsi, le trait AA! 


ul figure la courbe va en montant vers la droite; le point y de 
D 5) 


est toujours positif, quand les nombres différents 2o, 


Fig. 43 
If 
GAS Se ee A’ 
S) 
a) 
0 a (A aH! x 


Paxe OY qui correspond au point # de l’axe OX va en montant quand 
le point x décrit le segment (a, a’); la plus petite valeur de la fonction 
est atteinle pour x = @, laplus grande pour x = a’; lorsque x croit de 
aaa',la fonction f(x) croit de b= f(a) a b‘'= f(a’) en passant par 
chaque valeur 8 comprise entre 6 et 6’, et en passant seulement une 
fois par cette valeur; quand 7 n’a pas alteint z, la valeur de f(z) est 
inférieure a 8; quand x a dépassé a, la valeur de f(x) est supérieure 
La fonction f(a), définie et continue dans l’intervalle (a, a’), est 
décroissante lorsque, quels que soient les nombres distincts x9, x, 
appartenant a cetintervalle, le rapport Aan Le) 
XL — 2 


uf; le trait qui figure ]a fonction va ens’abaissant vers la droite, etc., 


est Loujours néga- 


le point y de Vaxe OY descend quand x croit de a a a’; le maximum 
est atteint pour 2 =a, le minimum pour x =a’; la fonction passe 
une fois par chaque valeur comprise entre 6 = f(a), b'= f(a’). 
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Lorsqu’ons’est occupé des polynomes ou des fractions rationnelles, 
on ne s’est pas occupé de la croissance ou de la décroissance de ces 
fonctions dans un interyalle, mais seulement pour une valeur spéciale 
de la variable. 


Fig. 44. 
Xf 
b A 
6 
b A’ 
L 
Oo a & a’ x 


Ace — f (0) 


La fonction f(z) est croissante pour 2%, si le rappor ee 7 
est positif pour les valeurs de x, suffisamment voisines de 2 et diffé- 
rentes de x); elle est décroissante pour Zo si le rapport est négatif 
dans les mémes conditions. 

Il est clair que, si une fonction est croissante dans un intervalle au 
sens que l’on a dit, elle est croissante pour chaque valeur de z appar- 
tenant a cet intervalle; réciproquement, si elle est croissante pour 
chaque valeur de z appartenant a l’intervalle, elle est croissante dans 
tout Vintervalle. Cette réciproque, au point de vue logique, aurait 
besoin d’étre démontrée ('); le lecteur n’éprouve sans doule aucune 
difficulté 4 ’admettre. 

I] serait bien naturel d’admettre aussi que, si une fonction continue 
dans V’intervalle (a, a’) n’est pas constamment croissante, décroissante 
ou constante dans cet intervalle, on peut décomposer (a, @’) en un 
nombre fini d’intervalles partiels (a, @,), (@1, @2), -.+, (@p, @) tels 
que, dans chacun d’eux, la fonction soit ou croissante, ou décroissante, 
ou constante. En fait, il n’en est pas ainsi : cette possibilité n’est pas 
logiquement impliquée par la définition de la continuité, et le lecteur 


(ON SOLER, (OO NE 
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doit en étre averti; cn a donné des exemples de fonctions qui satis 
font ala définition de la continuité et qui cependant ne sont, pour 
aucune valeur de la variable, ni croissantes, ni décroissantes, qui ne 
sont pas non plus constantes dans un interyalle fini ('). 

De telles fonctions échappent a la représentauon graphique ou ci- 
nématique que l’on a définies plus haut; nous ne pouvons imaginer ni 
une courbe dont lordonnée n/aille pas en croissant ou en décroissant, 
ni un mouvement rectiligne dans lequel on ne puisse pas dire, a aucun 
moment, que le mobile avance ou recule. Elles n’interyiendront 
d’ailleurs pas dans la suite de ce livre. 

Maleré leur évidence, il n’est pas inutile de résumer les remarques 
suivantes : 

Si A est une constante positive, les fonctions f(a) et A/(a) varient 
dans le méme sens: si la premiére est croissante ou décroissante dans 
un intervalle, il en est de méme de la seconde. Au contraire, si A est 
une constante négative, les fonctions f(x) et Af(z) varient en sens 
contraire; si l’une est croissante dans un intervalle, Vautre est décrois- 
sante. 51 f(z) et o() sont toutes les deux croissantes, ou toutes les 
deux décroissantes, dans un méme intervalle, la fonction /(.z) + o (x) 
est croissante, ou décroissante, dans cet intervalle : il] en est de méme 
du produit /(a°) 9(.7), si dans cet intervalle les deux foncuons f(z) et 
o(.x) restent positives; quand elles sont toutes deux négatives, le pro- 
tea) (x) estau contraire décroissant si les deux fonctions f(x), 
(2) sont croissantes, croissant si les deux fonctions sont décrois- 
santes. On reconnait de méme comment varie la diflérence f(a) — ¢(z) 
quand les deux fonctions f(z) et (x) varient en sens contraire. Si la 
foncuon f(z) est croissante dans un intervalle ct ne s’annule pas 
dans cet intervalle, la fonction ey est décroissante dans cet inter- 
valle; si la fonction f(x) est décroissante et ne s’annule pas, la 


fonction 


I ‘é 
—~ est croissante, etc. 
I(x) 
Pour donner une application de ces remarques si simples, considé- 
rons la fonction 


CD) MGR WE Pie 
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ott je suppose que les nombres a, b, c, ..., / soient distincts, et les 
nombres A, B,C, ..., L positifs. Chacun des termes dont la fonction 
est lasomme est une fonction décroissante de z dans tout intervalle ow 
elle est continue; y est donc une fonction décroissante dex, dans tout 
intervalle auquel n’appartient aucun des nombres a, b, c,..., /. D’autre 
part, quand x traverse en croissant l’une des valeurs a, b,..., ¢, pour 
lesquelles la fonction est discontinue, il est clair que la fonction passe 
de —x a+, comme la fraction qui devient infinie; les autres frac- 
tions n’influent pas. Enfin, pour x trés grand en valeur absolue, cha- 
cune des fractions est tres voisine de 0, négative si x est négatif, po- 
sive si x est positif. Si donc on suppose a<ib<...< J, on voit 
que, x croissant de —a a a, y décroit de o 4 —; pour x=a, 
y passe de —x a+; quand xcroitde aab, y décroitde + 0a —«; 
pour z= b, y passe de —wa-+o; quand « croit de b ac, y décroit 
de +o a — o, etc.; quand x croit de la +, y décroitde + 0 a 0; 
la forme de la courbe qui représente la fonction est évidente; cette 
courbe est asymptote a l’axe des x, au-dessous pour la partie négative, 
au-dessus pour la partie positive; elle est asymptote aussi a chacune 
des paralléles a l’axe des y menées par les points a, 6,..., ¢ de ’axe 
des x : le schéma ci-dessous indique s:uffisamment cette forme. 


Padi 


Sil’on se donne une valeur quelconque P, autre que o, la fonction 
considérée atteindra cette valeur une fois dans chaque intervalle (a, 6), 
(b,c), ..., (K, L) et une fois seulement; elle atteindra de plus cette 
valeur pour une valeur de x plus petite que a, si P est négatif, pour 
une valeur de z plus grande que / si P est positif; en d’autres termes, 
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s‘il-y ar nombres a, 0, ..., /, ’équation 
A B L 
ir +..2+ — =P 
L—a a—b DRY 


aura 7 racines réelles; on reconnait de suite, en chassant les dénomi- 
nateurs, que cette équation est de degré 7; elle a donc toutes ses ra- 
cines réelles et distnctes, distribuées comme on l’a expliqué plus 


haut. 


199. Fonctions inverses. — Une fonction f(z), continue dans l’in- 
tervalle (a, a’) et croissante, ou décroissante, dans tout cet intervalle, 
offre ceci de précieux que l’équation vy = f(z) permet de définir aussi 
bien z comme fonction de y que vy comme fonction de x. Je raisonne- 
rai dans le cas oti la fonction est croissante et ot lonaa <a’. 

On avu qu’achaque valeur $ appartenant a lintervalle (6, 6’) dont 
les bornes sont les nombres 6= f(a), b'= f(a’), correspond un 
nombre z, et un seul, appartenant a l’intervalle (a, a’) tel que l’on ait 


Fig. 46. 


(0) Qa eary (e4 ote, a x 


@—= f(a). Regardons comme se correspondant deux nombres y et x 
appartenant lun a l’intervalle (b, 6’), Pautre a Vintervalle (a, a’) et 
tels que Pon ait y = f(z); le trait de courbe AA’ rend la correspon- 
dance trés ‘claire : si l’on se donne 2 =a, la valeur correspondante 
de y s’obtent en menant jusqu’a la courbe une paralléle 4 OY par le 
point « de laxe des x, et en projetant le point d’intersection sur 


(4) 


Paxe des y; si Pon se donne y= §, on trouve la valeur correspon- 
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dante de z en menant jusqu’a la courbe une paralléle & OX par le 
point 6 de axe des y et en projetant le point d’intersection sur axe 
des x. Quand x croit de a aa’, le nombre correspondant y croit de b 
ab’; quand y croit de bab’, x croit de aad’. 

Cette correspondance définit aussi bien, ainsi qu’on Va annoncé, 
y comme fonction de w, dans Vintervalle (a, a’) et 2 comme fonction 
de y, dans lintervalle (, 6’); je désignerai par F(y) cette derniére 
fonction. Chaque couple de valeurs correspondantes x, 1 vérifie les 
deux équations y= f(x), x =F(y), qu’on peut regarder comme 
équivalentes, étant entendu que, dans la premiére, x doit appartenir a 
Vintervalle (a, a’), que, dans la seconde, y doit appartenir a l’inter- 
valle (6, 6’). Si, dans f(a), on remplace x par F(y), le résultat est 
toujours y, si, dans F(.y), on remplace y par /(2), le résultat est 
toujours 2. 

Des deux fonctions f(z), F(y), chacune est dite énverse de l'autre. 

On a déja fait observer que la fonction F(y), dans lintervalle 
(b, 6’) ot elle est définie, est croissante; on voit bien sur la figure 
quelle est continue. Ilest d’ailleurs aisé de constater qu’elle satisfait, 
pour une valeur quelconque 6 dey, a la définition de la continuité. 


Je supposerai § compris entre b et b'; la modification qu’il y aurait 
lieu de faire 4 la démonstration si l’on avait $ = 6 ou 6 = OU’ est insi- 
gnifiante. Afin d’établir la continuité de la fonction F'( vy) pour y=8, 
il faut prouver que, quelque petit que soit le nombre ¢, on a 
| F(v) — F(8)|<e, pourva que la différence y — 6 soit moindre en 
valeur absolue qu’un nombre positif e’ convenablement choisi. Si x 
est Ja valeur correspondant a vy, F(y)—F (8) est la méme chose 
que z — ; cette derniére différence sera moindre en valeur absolue 
que ¢, sile point x, de l’axe OX, est entre les deux points a, a, de 
cet axe, siltués a une distance z de ~; soient Bo, 6, les points corres- 
pondants sur OY; si y est représenté par un point de Paxe OY situé 
entre 8» et %,, le point correspondant x de l’axe OX sera sirement 
compris entre les deux points %, %,; 11 suffira donc de prendre pour ¢! 
la plus petite des distances du point 8 aux points Bo, 6,, et d’assu- 


' en valeur absolue : on sera stir 


jettir y — 4 étre moindre que ¢ 
que x — 4%, ou F(y) —F (8), est moindre en valeur absolue que e. 

De la facon dont varient ensemble les variables ety, il résulte 
que, siz ou F(y) tend vers a, y ou f(a) tend vers 8; que, si y ou 
J(z) tend vers 8, x ou F(y) tend vers «. 
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De méme, si la fonction /() est continue et décroissante dans l’in- 
tervalle (a, a’), Véquation y = f(x) définit, sans ambiguité, 2 comme 
une fonction de y pour les valeurs de y comprises entre f(a’) 
et f(a). Cette fonction F(y), inverse de la fonction /( a), est continue 
et décroissante ; ses valeurs appartiennent toutes a l’intervalle (a, a’). 

Au contraire, si la fonction f(x), que je suppose toujours con- 
tinue dans Vintervalle (a, a’), est tantot croissante, tantét décrois- 
sante dans cet intervalle, si le trait de courbe qui la figure va tantét 
en montant, tant6t en descendant, en sorte que les paralléles a 
l'axe OX puissent le rencontrer en plusicurs points qui se projettent 
sur l’arc OX entre les points a et a’ de cet axe, nice trait de courbe, 


ni léquation y=f(r), Jointe a la condition que 2 soit compris 


entre aet a’, ne suffiront a définir sans ambiguité, pour les valeurs 


Fig. 4 


7° 


de y appartenant a Vintervalle borné par la plus petite et la plus 
grande des valeurs que prend f(z), une fonction continue F(y), qui 
puisse étre regardée comme la fonction inverse de f(z), en ce sens 
que f(z), quand on y remplace x par F(y), se réduise ay. 
Considérons, par exemple, la fonction f(z) figurée par le trait de 
courbe ci-dessus (fig. 47); quand x croit de aa a, y croit de b 
a b,; quand x croit de a, aa’, y décroit de 6, a 6’; quand & croit 
de aaa’, y passe deux fois par une valeur telle que 8, représentée, 
sur OY, par un point situé entre 6’ et b,; il y a deux valeurs zg, 
a’ de x comprises, l'une entre @ et a, l’autre entre a, et a, qui 
font acquérir a f(z) la valeur 6; si on veut qu’il ne corresponde 
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qu’une seule valeur de x a chaque valeur de y appartenant a l’inter- 
valle (6, 6’), et que la correspondance soit continue, il est nécessaire 
de choisir toujours comme valeur de x correspondant a y compris 
entre b et U’, la valeur comprise entre @ et a,, on aura ainsi défini, 
pour les valeurs de y appartenant a l’intervalle (0, b,), une fonction 
continue et croissante F(¥) qui satisfera 4 la condition imposée. 
Toutefois, si l'on veut dire encore que les équations 


sont équivalentes, il ne faut plus considérer les valeurs de 2 qui appar- 
tiennent al’intervalle (a, a’), mais seulement celles qui appartiennent 
a Vintervalle (a, a,), auxquelles correspondent les valeurs de y qui 
appartiennent a l’intervalle (b, 6, ). 

Il est dailleurs aisé dimaginer des traits de courbe tels qu’il soit 
impossible de définir, dans tout Vintervalle (6, 6’), une fonction 
continue [*( 4), inverse de la fonction f(.r) définie dans Vintervalle 
(a, a’): tel serait le cas de la figure 48, sur laquelle je crois inutile 


Fig. 48 
¥) 
OL A’ 

b, 

Sileee 
b 

A 

Die) ae ane a, Gy ty OM 


d’entrer dans plus dexplications. Mais, en fractionnant Vintervalle 
(a, a’) en trois intervalles partiels (4, a), (G1, @2), (@2, a’), aux- 
quels on fera correspondre les intervalles (4, Dy), (Ois0), (Ox, Gas 
on pourra définir trois fonctions continues, inverses de f(7). 

Enfin, il importe de se rappeler que le nom de la variable n’importe 
pas; on dira que F(x) est la fonction inverse de la fonction f(x), 


oli 6 
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pour dire que si, dans cette derniére fonction, on remplace x 
par F(z), le résultat obtenu n’est autre chose que z. 

On donnera plus loin divers exemples de fonctions inverses : un 
premier exemple simple est fourni par la définition de la foncuon x” 
pour m rationnel. 

Tout d’abord, lorsque m est un nombre naturel, il est clair que la 
fonction z” est continue et croissante dans l’intervalle (o, A), quel 
que soit le nombre positif A; elle croit d’ailleurs de 0 4 +c quand x 
croitdeoa +o. L’équation y = x”, ot x et y sont seulement assu- 
jettis a étre positifs, définit aussi bien 2 comme fonction de y que y 
comme fonction de x : elle équivaut a Péquation x = Vy; la fone- 
tion \/y est la fonction inverse de la fonction «™ : elle est définie, 
continue et croissante dans tout l’intervalle (0, B) ot B est un 
nombre posiuif; elle est égale a + & pour y= +. 

Comme le produit de deux ou de plusieurs fonctions continues est 


une fonction continue, il est clair que, si p et g sont des nombres 
P 
. Li fre 7 . . p . 
naturels, la fonction (\/z)? = x7, qui est le produit de p fonctions 
: Ses : 
égales a (/x, sera continue dans tout intervalle (o, A) ou A est un 


nombre positif. La fonction 


sera une fonction continue dans toutintervalle (a, a’) dont les bornes 
sont des nombres positifs; elle est infinie pour z =o. La continuité 
de la fonction 2”, pour m rationnel, est ainsi établie, dans tout 
intervalle a bornes positives. On verra plus tard que cette continuité 


subsiste quand m est irrationnel. 


§ 2. — DEFINITION DE DIVERSES FONCTIONS. 

200. Fonctions circulaires inverses. — Le lecteur n’aura aucune 
pee a construire les courbes qui représentent les fonctions sin. x, 
cos zx, tang x, et a retrouver sur ces courbes les définitions des fonc- 
tions inverses, que je préfére déduire de la définition méme de sin.x, 


cosz, tangz. 
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Figurons le cercle trigonométrique de centre O, de rayon 1; soit A 
“hy eke eee ; ; s : a0 
lorigine desares, Ble point dont l’abscisse circulaire est + =, en sorte 
2 


que le sens positif, sur la circonférence, est le sens de A vers B; OA et 
OB sont les directions positives sur les axes des cosinus et des sinus 


(fig: 49). 


Si Pon pose = sing, on sait que, lorsqu’on se donne le nombre x 
appartenant al’intervalle (— 1, 1), il ya une infinité de valeurs & qui vé- 
rifient cette équation, a savoir tous les arcs ayant leur origine en A et 
dont on obtient l’extrémité par la construction suivante : sur l’axe des 
sinus, on marque le point Q tel que l’équivalent algébrique du yec- 
teur OQ soit x et, par le point Q, on méne a l’axe OA une paralléle qui 
rencontre le cercle trigonométrique en deux points M, M’: ils sont les 
extrémités cherchées; si Pon veut définir « en fonction de x, au moyen 
de ’équation z = sinz, il est nécessaire de choisir un arc ayant son ori- 
gine en A et son extrémité en M ouen M’: on lurattribuera d’abord pour 
extrémité le point M dontl’abscisse est positive, et!’on choisira parmi les 
arcs qui ont leur origine en A et leur extrémité en M celui quiest le plus 
petiten valeurabsolue: tout ceci revient a dire qu’on choisira pourzcelle 
des solutions de ’équation (en «) 2 = sing qui appartient a l’intervalle 


(— 3 a) 


on la représente par arc sinz (are sinusz ou, plus explicitement, arc 
dont le sinus est 2). Toutes les solutions de I’équation sont comprises 


wla 
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dans l’une ou l’autre des formules 


aknz—+aresing, (2k +1)r—aresinz, 


ou. & est un nombre entier. 
La correspondance ainsi définie entre a et  reliés par ’équation 


GS 


\ 


x y° Tac: . 7° 

et appartenant, « a l’intervalle (— -, =) et x a lintervalle (—1, 1), 
2 2 

apparait nettement au lecteur, qui doit voir le point M décrire 

le demi-cercle B/A B, en montant de B’ vers B, en méme temps que le 

) ’ B 

point Q décrit en montant le diamétre B/B; que are sine soit une 

fonction conlinue et croissante de x quand x croit de —1a--+1, c’est 
I ) 

ce que ce mouvement rend visible. 

Au reste, on n’a fait qu’appliquer la méthode du n° 198: quand « 


‘ Teas T ; . . : : 
croit de — aa ae ee la fonction continue sine croit de —1a+1,en 
prenant ainsi toutes les valeurs possibles de —1 a +1; donc, inver- 
sement, équation 2 = sina, quand on assujettit 2 a appartemir a l’in- 


TT 


tervalle = 5 =) , définit z comme une fonction continue et crois-— 
2. 


wla 


\ 


sante de x, dans l’intervalle (—1, 1) : c’est cette fonction qu'on 


représente par le symbole arc sing. 


1 


. . . one . 
Ona arc sin (sinz) =, pour x compris entre — = et 5? puis 


T V2 
a ed GliMC ChU0h ———S Se 
6 2 


Sia 
. 


, ARO Sid 1 = 


vja 


La fonction arc sing est impaire, c’est-a-dire qu’elle change de 


signe sans changer de valeur absolue quand on y remplace x par — xv. 
Lorsque z croit de o a, cos% décroit de 1a —1 et prend toutes. 


les valeurs possibles de 1 4 —1; pour définir « comme fonction de x 
dans lintervalle (—1, 1), on choisira la valeur «, comprise entre o 
et z qui satisfait a ’équation (en «) xv = cos; cette racine se repré- 
sente par arc cosx (arc cosinusz ou are dont le cosinus est 7). La 
fonction arc cosz est définie et continue pour toutes les valeurs de x 
appartenant a lintervalle (— 1, 1); elle décroit de x a 0, quand x croit 
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de —1 a1; on aare cos (cosx) = x, pour £ compris entre 0 et 7. 
Je laisse au lecteur le soin d’établir les égalités 


ale COS a arecos (7) \==140, 


arc sinz + arc cosxr = 


Le lecteur doit avoir sous les yeux la construction géométrique de 
arc cosz, comme celle de arcsinz. Il me parait inutile d’y insister. 
Toutes les solutions de Péquation (en ~) w= cos sont comprises 


dans la formule 
2knr arc cosa, 


ot. & est un nombre entier. 


; oe 3 ™ aia 
Lorsque l’extrémité M de l’arc «, compris entre — = et = décrit 


vila 


en montant le demi-cercle B/AB, on voit le point T extrémité du 
vecteur AT, dont Péquivalent algébrique est tang x, décrire l’axe des 
tangentes de — oo a-+-; la correspondance entre les valeurs de x 
et de « liées par la relation z= tanga, apparail nettement quand 


Pipe: 4 ; ™ T : 
on assujetut x a étre compris entre — = et; la valeur de « qui cor- 


respond ainsi a x se représente par le symbole arc tang x (arc tan- 
gente x ou arc dont la tangente est x) : la fonction arc tang x est dé- 


. . A FE Gy TC 
finie et continue pour toutes les valeurs de x; elle croit de — —a + = 


quand 2 croit de —«#a-+ oo. Toutes les solutions de |’équation 
(en «) = tangs sont données par la formule Ax + arc tangz. La 
fonction arc tang x est impaire; on a 


arc tango = 0, are tang = = Ee arc tang I = = are tang/3 = 3 

Le choix que l’on a fait pour définir les fonctions arc sinx, arc cosz, 
arc tangz est, dans une certaine mesure, arbitraire. On pourrait par 
exemple ajouter 7 a arc tangw; on aurait encore une fonction con- 
tinue. On s’est laissé guider par des raisons de simplicité évidentes, 
et Von a youlu en particulier que les fonctions continues arc sing, 
are tangz s’annulassent pour z =o. Cette condition et la condition 
de continuité fixent les définitions, comme il est aisé de le voir. 

Il paraitrait peut-étre naturel au lecteur de définir la fonction 
arc tangz comme devant étre comprise entre o et 7; il reconnaitra 
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sans peine que cette définition est inacceptable : pour w un peu plus 
peut que o, la fonction ainsi définie serait un peu plus petite que 7; 
pour z un peu plus grand que o, elle serait un peu plus grande que 0; 
la discontinuité est évidente; pour x = 0, enfin, il y aurait deux 
valeurs possibles, o ou x, la fonction ne serait méme pas définie. Le 
lecteur pourra construire la courbe qui représenterait la fonction dont 
on vient de parler, et se rendre compte, sur sa forme, de la disconti- 
nuité el de ’ambiguité pour # =o. La discontinuité pour z = 0 de 


: I ae et: : ave : 
la fonction arc tang = assujettie, bien entendu, a étre comprise 
7 ™ sueroon r ; ; fue 
entre — = et —, est aisée a reconnaitre; pour négatif voisin de o, la 

. 3) we Tv ete, nes . 
fonction est voisine de —Z3 pour x positif voisin de o, elle est voi- 


. “9 . 
sine de + 5} pour x= 0, elle n’a pas de sens. Je laisse au lecteur le 


soin d’établir la relation 


I 
are tang@ +- are tang — = = 
xv 


vila 


ou il faut prendre le signe + ou le signe — suivant que z est positif 
ou négatif, 

Les fonctions are sinw, arc cosx, arc tang, quand on se donne 2, 
se calculent aisément au moyen des tables trigonométriques. Pour 
arc sinw, par exemple, on cherche le logarithme de| |, puis l’arc 
corresvondant, dans la table, que l’on trouvera exprimé en grades 
et en fractions décimales de grade; le résultat devra étre multiplié (') 
par, et affecté du signe + ou — suivant que x est positif ou 
négatif. 

On aura a utiliser ultérieurement une correspondance entre x et v 
qui définit aussi bien )» comme fonction de x ou 2 comme fonction 
de y, et que l’on peut caractériser comme il suit : 


Deux valeurs correspondantes de z et de y doivent vérifier équa- 


tion 
tangy =n tanga, 


oti z est un nombre posit donné; lorsque x est un multiple entier 


(') La plupart des tables de logarithmes contiennent des tables de multiples de =, 


qui rendent la multiplication facile. 
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Tk . F § a er ee 
de ay lui est égal. Les extrémités des arcs x et y, dont Porigine est 
en A, tombent toujours dans le méme quadrant; la différence entre 
les arcs y et x est toujours moindre en valeur absolue que =: 
2, 
Il est trés aisé de suivre sur la figure la variation de y avec celle 
de x. Si lextrémité de l’are x est en M, la perspective du point M sur 


Fig. 50. 


laxe des tangentes est en T; l’équivalent algébrique du vecteur AT 
est tang 7; du point T, on déduitle point T’ tel que Pon ait AT’= nAT; 
n étant positif, les points T et T’ sont du méme coté de A. On mene 
le diamétre qui passe par T’; on choisit l’extrémité M’ de ce diamétre 
qui se trouve dans le méme quadrant que le poimt M et l’on choisit, 
pour lare y, celui des arcs ayant M’ pour extrémité qui differe de x 
dune quantité moindre que =. 

Lorsque x est égal a o, les points M, T,T’, M’ sont en A, y= 0; 
quand x croit, les points M et M’ se séparent; il est clair que y croit 
avec z, et croit deoa = quand x croit de oa =; quand M est en B, 
il en est de méme de M’; les points T, T’ sont a Vinfini; quand z est 
un peu plus grand que =, M est un peu au dela de B. Les points T, T’ 
sont tres loin, en bas, sur l’axe des tangentes, le point M’ est voisin 


T cc. ae 
de Bet de M, y est un peu plus grand que Be quand x croit de san, 


R ? Tans : < ‘ 
y croit aussi de 547; pour z=n, les points M, M’ sont confondus 


en A’, les points T, T’ en A; le lecteur continuera de lui-méme cette 
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description; il l’étendra sans peine aux valeurs négatives de x et 
reconnaitra que, lorsque x croit de — «a +o, la fonction y de x 
ainsi définie est continue et croissante, elle croit aussi de — 0 a + ». 
I] pourra aussi construire, en coordonnées rectangulaires, la courbe 
qui la figure. 

Je représenterai cette fonction par Arc tang (7 tangx ); c'est cerlai- 
nement un des arcs dont la tangente est n tang, mais ce n’est pas 


: : 7G Tis s 3 F 
celui (compris entre — —et+ —) que l’on a défini comme étant 
I 2 »; 


arc tang(n tang.r), c'est pourquoi j’ai employé un autre symbole. 
La fonction Arc tang(n tang.) est impaire. 
L’une des deux égalités 


1 
— tang 
= By 


y = Arc tang(n tang), w = Arc tang ( 
entraine l’autre. 

Si x et z' sont deux arcs qui different d’un multiple de =, en sorte 
que leurs tangentes soient égales, les deux quantités Arc tang (n tang 7) 
et Arc tang(n tang’) ne pourront différer que d’un multiple de x, 
puisque leurs tangentes, a savoir tang(n tanga) et tang (7 tang 2’) 
sont égales. On a, quel que soit le nombre entier 4, 


Arc tang[n tang(An+a)]| =r +Arc tang(ntanee): 


en effet la différence Arc tang[n tang(Ax + x)| — Arc lang(n tang x) 
est une fonction continue de .v; cette différence, d’autre part, est un 
multiple dex, qui ne peut varier que brusquement d’un multiple de =; 
elle est donc constante : or, pour x égal a o, elle est égale a kn. 


Les deux expressions Arc tang ln tang ( = ) | et 
2) 


T (i 
arc tang | 7 tang(=—« = are tang ( ca 
Ss ae lang 2 


ne peuvent différer que d’un multiple de x; il en résulte que la fonc- 
tion continue 


wla 


—arc tang ( 


ane) 


Iv 


ae 


z tanex 
Arc tang |» tang( 4 )] + Arc tang (=) 


est un multiple impair de = elle est donc constante et égale a la 
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wT 
valeur 5 qwelle prend pour z = o. On conclut de la, en changeant x 


en — x, Végalité 


T tanger T 
Arc tang| 2 tang (= — “)| =IATG tang ( ae ) = So 
2 n 


201. Fonction exponentielle. Logarithmes. — Rappelons briéve- 
ment la définition de a ot a est un nombre positif, que je supposerai 
plus grand que 1. 

Lorsque x est un nombre naturel, a est le produit de a facteurs 
égaux aa; en étendant un peu le sens du mot fonction ('), on peut 
dire que a® est une fonction de x définie dans l’ensemble des nombres 
naturels. 

Les formules 


ffi I 
Vp ey es 


Gs a 
ax 


ou p et g désignent deux nombres naturcels, et un nombre rationnel 
quelconque, fournissent ensuite la signification de a* quand a est un 
nombre rationnel quelconque; & ce moment, il est permis de dire 
que a” est une fonction définie dans l’ensemble des nombres ra- 
uonnels. 

Enfin quand x est un nombre irrationnel, @” est défini au moyen 
d’une coupure (n” 25, 26). Dés lors a? est une fonction de x définie 
dans tout intervalle; c’est la fonction exponentielle. 

Cette fonction, positive pour toute valeur de x, est continue dans 
tout intervalle; on a en effet montré a la fin du n° 25 que la diffé- 
rence a% — a” est plus petite en valeur absolue que le nombre positif¢, 
pouryu que 4,’ soient plus petits en valeur absolue qu'un nombre 
positif fixe 7 et que la différence « — / soit moindre, en valeur absolue, 
quwun nombre positif e! qu’on a appris 4 calculer, au moyen de ¢, et 
Von a fait observer, a la fin du n° 26, que ce résultat subsistait quand 
méme «, ! étaient irrationnels; on a obseryé aussi que l’inégalité 
a’ >» entrainait a” > a%; cela revient a dire que la fonction a® est 


croissante. 


: iis eee sep ; ‘ | 
sy ee ee z était un nombre positif plus petit que 1, on aurail@” = 7» 
D 


@) intr, n° 148: 
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6 étant plus grand que 1; in est une fonction continue de z, puisque b” 
est une fonction continue, toujours positive; @* serait encore une 
fonction continue; on yoit de suite qu’elle est décroissante. Apres 
cette remarque, je continue de supposer a >1. La fonction a” jouit 
de la propriété fondamentale qu’exprime l’égalité 


ax qx = Qura' . 
On a encore 


(ax yx = ge’, 


Cette égalité, il est vrai, n’a été établie que pour les valeurs ration- 
nelles de x, x’; mais, une fois la notion de la continuité acquise, son 
extension est immédiate. Posons, en effet, a~= u, et regardons pour 
un instant z’ comme un nombre rationnel fixe; le premier membre 
de l’égalité a démontrer est u*’. C’est, comme on a vu (n° 199), une 
fonction continue de w, pouryu que cette variable soit positive; or 
cette variable est essentiellement positive, puisqu’elle représente a*. 
A une petite variation de w correspond une petite variation de wu’ ; 
or, en vertu de la continuité de a*, a une petite variation de x corres- 
pond une petite variation de u, done de u*’; d'un autre cété, a une 
petite variauon de @ correspond une petite variauon du produit 22’, 
de l’exposant de at”, et par conséquent de a’; si done z’ est un 
nombre rationnel fixe, les deux membres de l’égalité a démontrer 
sont des fonctions continues de x. Or ils sont égaux pour toutes les 
valeurs rationnelles de x, ils sont donc toujours égaux, puisque, pour 
une valeur irrationnelle de z, ils different, ’un et Pautre, aussi peu 
quon le veut de nombres que l'on sait étre égaux. On a done u® = at" 
pour n importe quelle valeur rauonnelle de x’. Si maintenant on laisse 
fixe le nombre x et par conséquent aussi le nombre positif w, on voit 
de suite que les deux fonctions (de x’) u*’, et a’ sont des fonctions 
continues de x’; elles sont égales pour toutes les valeurs rationnelles 
de z’, elles sont toujours égales. 

La fonction a”, toujours positive, continue dans tout intervalle, 
croit de 1 a+ quand a croit de o a + o. Sa variation, pour x né- 
gatif, résulte de la formule 


la fonction a” tend vers o quand x tend vers — 2; on peut dire qu’elle 
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croit de o a1 quand x croit de — a0; la fonction y =a est ainsi 


représentée par la courbe de la figure 51; cette courbe est asymptote 


Fig. 51. 


Y 


a l’axe des x du cété des x négatifs, coupe axe des y au point dont 
Vordonnée est 1, et monte continuellement vers la droite. 


202. La courbe ainsi tracée, ou l’équation y = a*, définit aussi 
bien « comme fonction de y, pourvu que y soit positif, que y comme 
fonction de x; la fonction de y ainsi définie, la fonction inverse 
de a®, s’appelle le logarithme de y dans la base a, et se désigne par 
logay. D’apres cela, log, y n’est défini que pour les valeurs positives 
de v; la fonction (de vy) log, )’ est continue et croissante dans tout 
intervalle dont les bornes sont positives; elle est négative quand y est 
plus petit que 1, nulle pour y = 1, positive pour vy > 1; elle croit de 
—oao quand y croitde 0 a1, deo a + «quand y croitde 1 a+ 0. 

Le lecteur n’a qu’a échanger les lettres y et # pour avoir la défi- 
nition et les propriétés de la fonction log,x, définie comme étant 
V’exposant de la puissance a laquelle il faut élever le nombre posiuf a 
pour ayoir x, ou, si l’on veut, par l’équation identique 


a'Sat 8 ir, 
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La courbe définie par l’équation y = logaz ou par l’équation équi- 
valente x = a n’est autre que la courbe qui serait définie par |’équa- 
tion y = a*, sil’on remplagait l’axe des x par l’axe des y et l’axe des y 
par l’axe des x, ou, si l’on veut conserver les axes dans la position 
habituelle, que la courbe symétrique de la courbe définie par Péqua- 
tion y = a*, par rapport a la bissectrice de langle des coordonnées 
positives; la courbe qui représente la fonction logax a été figurée 
a part (fig. 52). Elle coupe l’axe des x au point d’abscisse 1; en 


Lies, BD. 


d’autres termes, quel que soit a, le logarithme de 1 est toujours o. A 
la propriété fondamentale de la fonction exponentielle 


ONS. ON = OEY 
correspond la propriété des logarithmes, qu’indique l’égalité 
loga(xz') = loggx + logg2’, 


ot. 2, z' sont des nombres positifs quelconques : si en effet y et y/ sont 
respectuvement les logarithmes des nombres zx, z' ona 


Ip = GBS, IE I OTS OR TB ORE 


et la derniere égalité indique bien que le logarithme de x2’ est la 
somme y + y’ des logarithmes de z et de z’. De la, ou de Végalité 
ay 


ay! == ake 
a 
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résulte l’égalité 


loga = = logaxr — log, 2". 


Rls 


Enfin on a, quel que soit le nombre positif 6, et quel que soit le 


nombre 2, 
log, b* = x loggb; 


en effet, si Pon désigne par x’ le logarithme du nombre positif b, en 


sorte que l’on ait 


, 


GOs 


on aura 
[pe (ar \2=a@ Paes : 


et cette égalité montre que zz ou z log, b est le logarithme de b*. 


203. A chaque nombre positif a correspond un systéme de loga- 
rithmes dont @ s’appelle la base; c’est le nombre qui, dans ce sys- 
teme, a pour logarithme l’unité. 

Deux cas sont particuliérement a considérer : celui ot a@ est égal 
a 10, celui ot a est égal au nombre e défini au n° 192. Dans le pre- 
mier cas, les logarithmes sont dits vulgaires; dans le second cas, ils 
sont dits naturels, hyperboliques ou néperiens. 

Le logarithme yulgaire d’un nombre positif x est ainsi défini 
comme un nombre y tel que l’on ait 107= z. 

Le lecteur est familier avec lusage de ces logarithmes vulgaires; il 
connait les avantages pratiques du choix de la base 10. 5i & est un 
nombre de la forme 10”, 2 étant un nombre entier, positif ou négatif, 
son logarithme sera n; si x est compris entre 10” et 10”+!, son 
logarithme sera compris entre n et n-+1; la partie entiére de ce 
logarithme sera n, la mantisse ou partie décimale du logarithme étant 
toujours supposée positive. Si x est un nombre plus grand que |, 
compris entre 10” et 107*', c’est que la partie entiére de z a 
n-+1chiffres; la partie entiére (ou caractéristique) du logarithme 
vulgaire d’un nombre z plus grand que 1, est le nombre de chiffres, 
diminué d’une unité, de la partie entiére de x. Si x est un nombre 
positif plus petit que 1, compris entre 10~” et 10~”*!, et si on écrit 
sous la forme décimale, on voit que le premier chiffre significatif 
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sera précédé de m zéros, en comptant le zéro qui précéde la virgule : 
le logarithme vulgaire d’un nombre positif A, plus petit que 1, écrit 
sous forme décimale, a une partie entiére (ou caractéristique ) néga- 
tive; la valeur absolue de cette parue entiére est égale au nombre de 
zéros (y compris celui qui précéde la virgule) qui, dans la représen- 
tation décimale de A, précéedent le premier chiffre significatif. Les 
caraclérisuques, toujours aisées a trouver, ne sont pas inscrites dans 
les Tables; les mantisses seules sont inscrites pour les nombres de 
1 & 1000, 10000, 100000, etc. (') suivant l’étendue des Tables : 
elles comportent les quatre, cinq, six ou sept premiéres décimales 
du logarithme de ces nombres, la derniére décimale étant forcée 
sil y a heu. La mantisse du logarithme d’un nombre A convient a 
tous les nombres de la forme A 10”, n étant un entier positif ou né- 
gauf. 

On obtent des résultats plus approchés avec des Tables plus éten- 
dues et comportant plus de décimales, mais aussi les calculs sont 
beaucoup plus longs. 

Le nombre 1o* dont le logarithme vulgaire est 2 s’appelle quelque- 
fois Vantilogarithme du nombre x; Vusage des tables d’antiloga- 
rithmes, pour revenir aux nombres, est fort commode. Toutefois les 
tables d’antilogarithmes un peu étendues sont peu répandues; le lec- 
teur s’est sans doute servi de Tables 4 quatre décimales. 

Il y en a dans les excellents petits Traités d’Algébre de M. E. 
Borel (*), dans le Recueil de Formules et de Tables numériques 
de J. Houél, dans les Tables a cing décimales du méme auteur, 
dans les Nouvelles Tables de logarithmes a cing et & quatre déci- 
mates du Service Géographique de l’armée (#). Elles fournissent la 


n 
. Sn ; ryt alee : 
partie entiére des nombres de la forme 10°, 7 allant de o a 1000. 
Si les logarithmes vulgaires ont une utilité pratique considérable, 
les logarithmes naturels, a base e, se présentent en quelque sorte 


d’eux-mémes dans la théorie, ainsi qu’on le verra plus tard : le loga- 


. . 6 A 
rithme naturel de x, le nombre y tel que l’on ait e*’ = x, sera repré- 


(') Pour des raisons pratiques diverses, en particulier a cause de l’incertitude des 
résultats de linterpolation au commencement de la Table, celle-ci est souvent pro- 
Jongée jusqua 2000, 12000, 120000, 

(*) Paris, A. Colin. 

(*) Paris, Gauthier-Villars. 
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senté, afin d’éviter toute confusion ('), par le symbole (lgz et non 
logez). 
On passe d’un systéme de logarithmes a un autre en multipliant 
tous les logarithmes par un méme nombre. 
Si, en effet, on désigne par y le logarithme de dans la base a, on 
aura, par définition, 
Oz: 


mi 


\ 


et, en prenant les logarithmes naturels des deux membres, 
i. 20 = Ba. 


si donc on a le logarithme naturel de x, on obtiendra le Jogarithme 


de x dans la base a, en multipliant le logarithme naturel par le 


F af 
nombre M — 


ica’ auquel on donne quelquefois le nom de module. 
fo) 


Ce nombre M est d’ailleurs aussi égal a log,e, comme on le voit en 


faisant «=e dans légalité précédente. Inversement, on passe du 
logarithme d’un nombre, dans la base a, au logarithme naturel en le 


multplant par M" Pour les logarithmes vulgaires (a = 10), ona 


M = 0, 434294481903..., = = 2,302585092994... 


t 
log nat = mM * log vulg, log vulg = M log nat. 
Pour passer d'un systéme a l’autre, il est commode de se servir de 


tables de multiples de M et de i’ 


204. Fonctions hyperboliques. — Nous sommes maintenant en 
possession des fonctions élémentaires les plus simples. Ces fonctions, 
on peut les combiner d’une infinité de facons; parmi les combinai- 
sons les plus simples, il convient de s’arréter un instant sur les 
foactions hyperboliques shx, chx, the (sinus hyperbolique, 


(') Laconfusion n’est guére a craindre, puisque, dans les raisonnements théor. ques, 
c'est toujours de logarithmes naturels qu’il est question. Aussi, dans beaucoup d’ou- 
vrages théoriques, on emploie la notation loga pour désigner les logarithmes natu- 
rels; quelques auteurs emploient la notation L(a). Bien entendu, quand on en 
vient a effectuer les calculs, il faut éviter la confusion, 
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cosinus hyperbolique, tangente hyperbolique) définies par les 
formules 


ex — e-% ex + e-% she ex—e-% 
(1) sha = —_—, cha = ————-, tha = —— = ———__, 
2 2 Chicane cm 


ou, en posant e* = ¢, 


?—1 t??+-1 ?—y1 


(2) shia 


; ines : 5 
Les foncuons e% et e77 = = étant toujours continues et ne s’annu- 


lant jamais, il est clair que les trois fonctions shaw, cha, thx sont 
continues pour toutes les valeurs de x. 

En changeant z en — x dans les formules (1) on voit de suite que 
sha et the sont des fonctions impaires, que cha est une fonction 
paire; en d’autres termes, on a, quel que soit x, 


(3) sh(— x) =— sha, cha(—a2)= cha, th(—av)=— tha; 


t = e* est toujoars posilif; il en est de méme de chaz; sh x et the sont 
du méme signe que é?—1 ou que ¢—1, puisque ¢-+-1 est positif; or 
t—1=e’—1 s’annule pour z+=o, est posilif pour 2 positif, 
négauif pour x négauf; sha et tha sont du méme signe que z. 

Des deux premiéres formules (1), on tire, par addition et sous- 
traction, 


(4) e* = cha + sha, e-= = che — shiz, 
d’ou, en multiplhant membre a membre, 
(59) ch2g —sha =1, 


; ; : P ‘ sha 3 
en résolvant cette équation et Péquation tha = —— par rapport a 
chaz 
chaz, sha, on trouve 


1 


Chega. See 
1— th?z 


I] résulte de cette formule que thw est toujours plus petit que I 
en valeur absolue, ce qui, du reste, résulte aussi de la troisiéme for- 
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mule (2) : cha étant toujours positif, on a 


(6) phases es 
; Viethte 


en adoptant la signification arithmétique du radical; on a ensuite, a 
cause de sha =chz tha, 


(6) she Lae 


- Vi— the 
Des formules (4) on tire en remplacant x par a + b 
e#+6= ch(a+6)+sh(a+)), e-#-6 = ch(a+ 6)—sh(a-+ bd): 
on a d’ailleurs 
ea+b — e%.e%, e-4—6 — e-4,e—b 
et, par suite, toujours a cause des formules (4), 
e4+6= (cha+ sha)(chb+ shb), 
e—4-6 — (cha — sha)(chb —shb); 
dou, en égalant les deux expressions trouvées pour e”*? et les deux 
expressions trouvées pour e~@~8, 
ch(a+6)+sh(a+6)=(cha+sha)(cha-+ shb), 
ch(a+ 6)—sh(a+6b)=(cha—sha)(ch6—shd); 
et finalement, en ajoulant ou en retranchant et divisant par 2, 


a ( ch(a+ 6)=chachb-+ shashd, 
de l ch(a +6) = shach b= shbcha- 


on a d’ailleurs 


sh(a+6b) shachb+shbcha tha + thd 


Peete b= ch(a +b) chachb—+—shashb ~ 1+ thathd 


Je me dispense d’écrire les formules quise déduisent de celles-la 
en changeant b en — b. 

Le lecteur ne peut pas ne pas étre frappé de l’analogie quil y a 
entre toutes ces formules et celles de la trigonométrie relatives aux fone- 
tions cosa, sinz, tangx : je laisse de cdté les conséquences qu'on 
pourrait en déduire, les expressions de chaa, shaa, thaa en fonc- 


T. — IL. a 
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tion de cha, sha, tha, le calcul au moyen de ces mémes quantités de 
a a a , : 

ch—,sh-,th—, etc., pour m/’arréter un instant sur la fagon dont 
2. 2 2 


vavient shz, cha, tha, fonctions dont on connait déja le signe; 
a cause des formules (3), il suffit évidemment de considérer les valeurs 
posilives de a. Quand =z croit de 0 4 +0, e* croitde 1 a4 +0, 
I A ; ,; 
Se See ot de —1 a0; shz, somme de deux fonctions 


croissantes, croit de o a+; quand & croit de —ca o: sha croit 
de —«# a 0, la fonction sha est toujours croissante. 

Quand x croit de 0 4 + 0, shz et sh?z croissent de 0 a + 2, 
cha = Vie sh?z croit de 1 4 +0; quand x croit de — 4 0, chx 
décroit de + a1; che est toujours plus grand que 1, sauf pour 
LO. 

On a enfin 

2—1 2 


thig = ; 
t?-+1 1+ 0? 


quand x croit de oa + a, ¢=e* croitde 14+, ¢?+1 croit de 2 
a -- 0, the croit de o a1, valeur limite qu’il n’atteint pas; quand x 


croit de — oo 40, thz croit de —14o. 


Fig. 53. 


Y 


Les renseignements qui précédent suffisent 4 se rendre compte de 
la forme des courbes qui figurent les trois fonctions sha, chaz, tha, 
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courbes dont les équations sont y=she, y=cha, y=tha. La 
seconde de ces courbes porte le nom de chaénette ('); elle est symé- 


g- 94. Vig. 55. 


Y| 


trique par rapport a axe OY. La premiére et la troisiéme sont symé- 
triques par rapport a lorigine. La derniére est comprise entre les 
deux paralléeles a Paxe des x situées a une distance égale a 1 de cet 
axe; elle est asymptote a ces deux paralléles. 

Ces courbes, ou plutdét, celles qu’on obtient en échangeant les axes, 
ou en faisant tourner les figures autour de la bissectrice de l’angle des 
coordonnées positives, et qui auraient pour équations 


GO == SINE, i= chy, ie = Une. 


définissent les fonctions inverses des fonctions sh.z, chz, thax, fonc- 
lions inverses que quelques auteurs désignent par les notations arg sha, 
arg cha, argthz; on reconnait de suite que I’équation (en y) 2 = shy 
définit y en fonction de z sans ambiguité, quel que soit x; que l’équa- 
tion (en y) x=chy a deux solutions symétriques si 2 est plus 
grand que 1, elles se réduisent a o pour # = 13 de ces deux solutions 
on choisira la positive; enfin |’équation « = thy définit y en foncuion 
de x sans ambiguité, pour compris entre —1 et 1. Dans les inter- 
valles ot: ces fonctions sont définies, elles varient toutes dans le méme 
sens que x. Elles sont d’ailleurs les logarithmes de fonctions simples 


(‘) La tangente au point d’abscisse nulle a une pente égale ax pour la premiére et 
la troisiéme courbe; elle est horizontale pour la seconde; ces résultats, qui n’inter- 
viennent pas immédiatement, deviendront évidents dans le Chapitre suivant. 
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de x, a savoir 


| arg sha = le (a+ VYr-w?), 
arg cha =le(# + Va2—1), 


fits= 2 


Meare 


(9) 
] arg the = Is{/ 


ot les radicaux ont la signification arithmétique. C’est ce que le lec- 
teur reconnaitra sans peine en se reportant aux équations (2), d’ou il 
est aisé de trrer ¢= e* en fonction, soit de shz, soit de chz, soit 
de thz; a chaque fois, le choix de la racine qu’on doit adopter est 
aisé; x s’exprime ainsi comme le logarithme naturel d’une fonction 
de sha, de chaz, ou de tha. Les formules auxquelles on parvient ainsi 
équivalent, sauf le nom des variables, a celles qu’on vient d’écrire. L’in- 
troduction des écritures arg sh.z, etc. n’a rien d’indis pensable. 

Si Pon pose siny = ths, cette équation, considérée comme une 


QU 


a | 


équation en y, admet toujours une solution comprise entre — 


- 


Bee puisque the est compris entre —1 et +13 cest, pour 


employer les notations antérieures, arcsin(th2); on aura alors 


cosy =\/1— th*a = 5—; le radical doit étre pris avec le sens 


arithméuque, puisque cosy est essentiellement positif; on a alors 


siny ay: : 
lang Vv = “ s= sine, |Les treais equations 
Ss cos)’ 
: I 
(10) Si) sth COS = eee lang y = shx, 
F Cn @& 


quand on assujetut y a étre compris entre — - et + -, sont équiva- 
lentes; elles définissent une méme fonction y de x, que le lecteur 
pourra s’exercer a représenter par une courbe. Quelques auteurs dé- 
signent cette fonction par la notation Amh (amplitude hyperbolique 
de z). Quoi qu'il en soit, les formules (10) permettent de réunir en 
une seule des tables donnanta la fois les valeurs (naturelles) de sin y, 


cos y, tangy et celles de shz, chz, thz('). 


(‘) Voir. J. Hotter, Recuetl de formules et de Tables numériques. 
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205. Fonctions de fonction. 


Parmi les moyens de combiner les 
fonctions connues, lun des plus importants consiste 4 composer des 
fonctions de fonction. 

Supposons que f(.7) soitune fonction de x définie dans l’intervalle 
(a, 6) et que les valeurs qu’elle prend, quand x varie de aa b, restent 
comprises entre les deux nombres A, B; soit maintenant o(y) une 
foncuon de y qui est définie pour les valeurs de ¥ appartenant a Vin- 
tervalle (A, B) ou a un intervalle qui comprenne celui-la. Sil’on re- 
garde y comme égal a f(r); 9(y) ou o[ f(x%)] sera une fonction (de 
fonction) de 2; elle sera évidemment définie pour les valeurs de x 
appartenant a l’intervalle (a, 6), puisque, a chaque valeur de x, cor- 
respond une valeur de y, puis une valeur de o(y). On peut d’ailleurs 
continuer : si les valeurs de o(y) restent comprises dans un inter- 
valle ot la fonction (de z) 4(s) est définie, on peut regarder 4(z) 
comme une fonction de fonction de 7, comme une fonction de fonce- 
tion de fonction de x, etc. 

Hy ala une notion générale, trés importante, dont le lecteur s’est 
déja servi maintes et maintes fois. La fonction sin? x n’est autre chose 
que la fonction y?_ ot y estremplacé par sin, la fonction 1 + sin? & 
est la fonction /z, ot Yon a remplacé z par 1+ 72, et y par sing. 
e'$” peut étre regardé comme la fonction (de y) e” ot ’on a remplacé 
y par logx; e'8 n’est dailleurs autre chose que x (supposé positif). 

En me bornant 4 une fonction de fonction, je veux faire quelques 
remarques simples ; si la fonction f(z) est continue dans lintervalle 
(a, 6) et si la fonction 9(y) est continue dans l’intervalle (A, B) au- 
quel on suppose que toutes les valeurs de f(x) appartiennent, il est 
o[ f(x), regardé comme une fonction de x, est une 


clair que o(yv) = at 
fonction continue dans J’intervalle (a, b); car une petite variation 
de xv n’entraine qu’une petite variation de y= f(x), laquelle n’en- 
traine qu’une petite variation de o(y). Ona! déja employé ce raisonne- 


ment au n° 201. 

Si les deux fonctions /(.) et 9(y), regardées comme des fonctions 
de x et dev, sont toutes deux croissantes, l’une dans lintervalle (a, 0), 
autre dans l’intervalle (A, B), la fonction 9(yv) =9[ /(x)], regardée 
comme une fonction de x, sera manifestement croissante dans l’in- 
tervalle (a, b). Le lecteur reconnaitra qu’elle sera encore croissante, 
si les deux fonctions f(x) et 9(y) sont décroissantes, l'une 
dans l’intervalle (a, 6), autre dans l’intervalle (A, B). Elle sera dé- 
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croissante si les deux fonctions f(z), 9(9’) varient en sens contraire 
quand x et y augmentent respectivement dans les intervalles (a, 0) 
et (A, B). 

D’aprés cela, sil’on connait le mode de variation des fonctions f(z), 
o(y) quand x et v augmentent, on connait, par cela méme, le sens de 
la variation de la fonction de fonction 9[ f(a)]. On sait par exemple 
comment varient les fonctions 


awe+bar+e, Ay?+By+C ; 
on peut en déduire la fagon dont varie le polynome 
A(azv?+bxa2+c)?+ B(az’+ ba+c)+C. 


fn supposant @ positif, on sait que y =azr?+ bxa+c diminue de 
PI } ’ jue) 
. b6— hac 


+c a ————,, puis augmente de cette quantité a +o quand x 
a 
4 b ; ly : : ? 
allomentemd Cle coma m=, puis OO —= == A Seeos ill inssie A wor 
) 2a 2a 3 
x : : . 6? — fae 
comment Ay?+ By + C varie quand y varie de +2 a See 


qui est aisé. Je ne m’y arréterai pas. 


On sait comment ~ varie avec 2, comment e” varie avec v3; on sait 
ue 1 

donc comment varie e”; les deux fonctions oe eY sont, la premiére 
1 

toujours décroissante, la seconde toujours croissante; la fonction e” 
est décroissante dans tout intervalle ot elle est continue; elle n’est 
dailleurs discontinue que pour la valeur x = o, qu’il faudra examiner 

1 


de prés. Pour x= —o, - est nul, e” est égal a 1 : plus exactement, 


I 

x 

i 

quand z tend vers —o, e” tend vers la limite 1, qu'il n’atteint pas; 
1 

quand & croit, en restant négauf, e” décroit et prend ainsi des va- 

leurs plus petites que 1; quand x tend vers o par valeurs négatives, 

1 

~ tend vers —oo, e* tend vers la limite 0; dés que x dépasse la va- 

tL 1 

leur o, ~ est posiuif et trés grand, e” est trés grand; on dit que e” 


passe brusquement de 0 a +; puis il décroit constamment en s’ap- 
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prochant de la limite 1, quand x tend vers +x; la courbe qui repré- 
sente la fonction a donc la forme ci-dessous 


Fig. 56. 


Y 


La branche de gauche est tangente a l’axe des z, a l’origine des 
coordonnées, ainsi que le lecteur |’établira sans peine a l'aide de 
théories qui seront développées ultérieurement. I] observera que, a 
proprement parler, la courbe n’atteint pas cette origine des coor- 
données; elle s’en rapproche indéfiniment; mais il est naturel de 
regarder ce point comme lui appartenant et, en tous cas, la distinction 
n’est pas possible a faire sur la figure. 

On peut multiplier les exemples a l’infini, et construire, au moyen 
des fonctions connues, des fonctions plus compliquées dont la varia- 
uon sera aisée a suivre; mais si, dans quelques cas, on apercoit, sur la 
fonction donnée, le moyen de profiter des remarques que l’on vient 
de faire, elles ne constituent pas une méthode générale qui permette 
de reconnaitre le sens de la variation d’une fonction : elles ne s’ap- 


° a . ( 
liquent pas, par exemple, a la fonction x + —, somme de deux fonc- 
pig pas, p ple, 
xv 


tions dont l’une croit et l’autre décroit. Une méthode générale sera 
développée dans le Chapitre suivant. 


206. La fonction 2” ot m est un nombre quelconque est définie pour 
toutes les valeurs positives de z. Son logarithme est mlgz, on peut 
done l’écrire e”'8”; la fonction mlga est continue dans tout inter- 
valle dont les bornes sont des nombres positifs, croissante si m est po- 
silif, décroissante si m est négatif : ilen sera de méme de la fonction x”, 
qui, lorsque x croit de 0a -+ @, croit elle-méme de 04 +, ou décroit 
de +2 a0, suivant que m est positif ou négatif. On la représentera 


aisément par une courbe. 
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- Je laisse au lecteur le soin d’établir la propriété qu’exprime l’éga- 
Nite (era 
I] importe de compléter le résultat établi au n° 192: on y a montré 
- it We : res 
que lexpression (1 + =) avait pour limite le nombre e quand n 
croissait indéfiniment par valeurs naturelles; je vais montrer que la 
5 i We . - 5 
fonction (1 + ) , lorsque x augmente indéfiniment en valeur absolue, 
: 
sans que ses valeurs soient assujetties a étre entieres, tend vers la li- 
mite @, que 2 croisse par valeurs positives, ou qu'il soit négatif. 
Examinons le premier cas et observons d’abord que, si a, 8, @', 6’ 


sont des nombres positifs, les inégalités 


CL SS Ge Sit, B’> 6 
entrainent 


On a, en effet, 
(ar (- 
2/8 S a? a!” > 8, 
la premiére inégalité résultant de ce que la fonction a est croissante, 


quand a est plus grand que 1, la seconde inégalité de ce que la fonc- 
lion 2” est croissante quand m est positif. 


\ ) . I a ane a 
Revenons a | expression (: == =) et désignons par lr Ja partie (0 


tiere du nombre posiuif x, on a 


nsSx2<n-+t, 


el, par suite, 


1 \2+1 7% G3 I n 
(+5) > (1+ 5) > (4 4)’, 
rv xv ft 1 


Lorsque v augmente indéfiniment par valeurs positives, n augmente 
é "3 : I \2 f 
indéfiniment par valeurs naturelles ; (1 + zt) est compris entre les 
\ x 


deux quantités 


et 
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variables avec mn, et qui ont toutes deux pour limite le nombre e, 
puisque le facteur 1 + - pour la premiére, le dénominateur 1 + —— 
pour la seconde ont pour limite 1 quand nr augmente indéfiniment : 
(: =) tend done vers la limite e, quand x tend vers -++ 0. 


Supposons maintenant que x =— x’ soit négatif : la fonction 


(y= (3) 


est définie pour les valeurs de x’ plus grandes que 1, qui rendent po- 


sitive expression 1——: ona d’ailleurs 


I 
xv 


Loa 


lorsque x tend vers —oo, x’ et x’ —1 tendent vers +, le numéra- 
teur de la fraction précédente tend vers e, le dénominateur vers 1; la 
proposition est démontrée. 


Y A I . 5 
Il revient au méme, en changeant 7 en = de dire que la fonction 


1 
(1+ a je 


a pour limite e quand z tend vers o par valeurs positives ou négatives, 
ou encore que cette fonction, quand on lui attribue la valeur é 
pour 7 = 0, est continue pour v = o. Son logarithme est 
le(1+az) 
zx 7 
et doit avoir, quand x tend vers 0, une limite égale alge, c’est-a-dire 


lg(t+ 2) 
yo 


a 1. Ainsi la fonction a pour limite Punité quand x tend 


vers 0; si, pour z= 0, on lui attribue la valeur 1, elle est continue 
pour cette yaleur; elle est alors continue dans tout intervalle dont la 


borne inférieure est plus grande que —1; il en est de méme de la 


xl 


fonction (1 + 2)”, quand on lui attribue la valeur e pour 7 = 0. 


qin 


says F a Tate sen 
Considérons encore expression —— otqaest un nombre positif 
by . 
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donné; lorsque x tend vers o, le numérateur tend vers @-—1= 0; 
posons at =1-+4+z, en désignant par z un nombre qui tend vers o 


lg(1+ 2) 
quand z tend vers 0; on aura 2 = oe 
EL 
tot 
Cir & 
= lza: 
x Cd eee 
lg(i1+ 2) : 
lorsque z tend vers o ee) = tenaent, vers 1;-0m volt 
: S ig(1+ 2) , 


donc que le premier membre de |’ égalité précédente a pour limite lga 
quand « tend vers o (par valeurs positives ou négatives ). 
Si, en particulier, on fait tendre x vers o par des valeurs de la 


I . ; 
forme —> oll n est un nombre naturel, on voit que 


res 
AC ae =n(Va—1) 


tend vers la limite lga quand n augmente indéfiniment. 


EXERCICES. 


194. Résoudre les équations 


107 + 2,10-% = 3, 


10% — 10—* [ 
eee 
10% 0m 2 
Cae I 

epane=# 3? 


on calculera les racines avec trois chiffres significatifs. 


195. Résoudre les équations simultanées 


(67% -Sie =" eK easy) 5,9, 


(e=-— e “) (e¥— €-7) = 0,4 


on calculera x et y avec trois chiflres significatifs. 
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196. Quelles sont les valeurs des expressions 


: V5 ~1 ‘ Viotays \ 
are sin Sea | are sin ———— 
4 : Dy 


/ 
th 


ie \ / ; Fe 
We Se Vio» V5 
are COs 7 ’ ave COS So ’ 
4 


stead 
arc tang Pee |) 
2 


197. Que devient la fonction arc sinz, quand on y remplace x par sin22, 
a étant un arc compris entre — x et +7? Dans quel cas se réduit-elle 4 2a? 


: . c++-Zz 
198. Que devient la fonction arc tang ———— quand on y remplace @ par 
l— AE ™ 


tanga, x par tang=? 


“4 (Cham mae 
199. La fonction arc tang ap are tanga — are tang” est constante 
1— 2X 


é ; : I 
dans tout intervalle auquel n’appartient pas le nombre —3 quelle est sa valeur 
a 


é I l ¢ 
quand x est compris entre — » et —, entre — et + #? 
a a 


‘ Dae 
200. Quelles sont les valeurs de la fonction arc tang -——— — 2 arc tanga 


quand z est compris entre —o et —1, entre —1 et +1, entre +1 et + 0? 


201. Quelles sont les valeurs des fonctions arc cos(2%?—1) —2 arc cosZ, 


arc sin2a 1 — x? — 2arc sing quand x varie de —1 a +1? 


‘ ! : 
22. Quelle est, avec une erreur moindre que —z> la valeur de la fonction 
10 


Arc tang(3 tang) pour 2 = 1000? 


203. Exprimer cha et sha rationnellement au moyen de th se 


204%. Connaissant l’une des trois quantités sha, cha, tha, calculer sh mS 


x Zz. 
ch—, th—-- 
5 


205. Résoudre l’équation 


Avch a= Bishan Gir 
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Application numérique : A=2, B=1, G=—2. On calculera les racines 


avec trois chiffres significatifs. 


206. Ktablir les formules 


sha+sh(a+6)+sh(a+26)+...+shl[a+(n—-1)b| 
bh sh(a+“=*0) 
2 2 


ae 
2 


? 


cha+ch(a+6b)+ch(a+o2b)+...+chl[a+(n—1)b} 
y = 
sh? ch (a+ hae: b) 
s 2 2. 
a b 
207. Résoudre Péquation 
sha+sh(a+a)+sh(a@+or)+...+sh[a+(n—1)x7] =0. 


208. Résoudre léquation 


z 
cha+ch(a+2)+ ch(a+o2”7)+ ch(a+3z)=4chach—.- 
2 


209. Montrer que l’expression 


Nx n—-1 
sh alo gpa x ) 
: 2 


x 
a= 
2 


ou n désigne un nombre naturel, est toujours croissante. 


210. Etudier la variation des expressions 


sin? a + sing +1, 2 COS?a@ + cos” —1, 


quand zw croit de —z a +7; de 


1 2) [ I 
see + — - —~ 
tangz —I lange +1 V3 tanga +1 V3 tanga —1 
, ae T : : : ‘ ae 
quand x croit de — See combien de fois cette expression s’annule-t-e le? 


211. Variations de l’expression 


A(axv+b)?+ Bla'a + b')2 
A'(az+ b6)?+ Bala +6)? 
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Pour quelles valeurs de x cette expression passe-t-elle par un maximum ou 
un minimum; quelles sont les valeurs de ce maximum ou de ce minimum? 


212. La fonction a”, ot a désigne une constante positive, est la seule fone- 
tion continue qui jouisse de la propriété qu’exprime l’égalité 


g(r)oly)=p(e+y). 
On montrera d’abord, en supposant dans cette égalité y = 0, y =— 2, en 


i 6 5 
y remplacgant 2 et y par —, qu’elle entraine les suivantes : 
2 


2, 


G(O)=1=O(2)P(—2), O(a) = E (2)]’- 


La derniére prouve que la fonction 9(2) est toujours positive. On établira 
ensuite les égalités 


(01) (2). .9( 2p) = O(G, + a7-F... + ay), 


(a4)? = (22; ). o(n) =[e()}*; 


on montrera que la derniére égalité, établie pour les valeurs naturelles de n, 
subsiste quand 7 est une fraction positive a termes enters, un nombre rationnel 
quelconque. La continuité supposée de la fonction ¢(x), la continuité démon- 
trée de la fonction [¢(1)]*, montrent ensuite que l’on a pour une valeur 
irrationnelle de x 


2) = el 
213. Montrer que !a fonction logz est la seule fonction continue qui jouisse 


de la propriété 
(ay = G(r) oy): 


214. Montrer que la fonction az, ot @ est une constante, est la seule fonc- 
tion continue qui jouisse de la propriété 


g(a + y)=o(7) + 9(y). 


CHAPITRE XIII. 


DERIVEES. 


§ 4. — DEFINITION ET CALCUL DES DERIVEES. 


207. Soit f(z) une fonction de la variable x, définie et continue 
dans un intervalle auquel je supposerai que les valeurs considérées 
de la variable x restent intérieures. 

Si Pon considére deux valeurs a, a, de la variable, on désigne sous 
le nom @accrotssement de la variable, quand on passe de la valeur a 
ala valeur a,, la différence h = a,—a, et, sous le nom d’accrots- 
sement correspondant de la fonction, la différence f(a,) — f(a); 
ces accroissements peuyent d’ailleurs étre positifs ou négatifs. Rien 
nest plus naturel que de comparer le second au premier; le rapport 


J(a1)— f(a) = J(a+h)— f(a) 


a;—a h 


peut étre regardé comme laccroissement moyen, le taux de laccrois- 
sement de la fonction f(x), quand x croit de la plus petite des 
valeurs a, a, ala plus grande. 

Si ce rapport est positif, la fonction a été, en gros, croissante dans 
Vintervalle borné par ces valeurs; elle a pu osciller, mais les augmen- 
tauons l’ont emporté sur les diminutions; elle aura d’autant plus 
augmenté, en tout, que le rapport est plus grand. C’est le contraire 
si le rapport est négatif. 

Si la fonction f(x), ou Péquation y = f(z), est représentée par 
une courbe, le précédent rapport est la pente de la droite AA, qui 
joint le point A, de coordonnées a et b= f(a), au point Ay, de 
coordonnées a, et b,= f(a,); Péquation de cette droite est 


Jf (a1)— f(a) 


a,—a 


ae 


(t— a); 


DERIVEES. [it 
le second membre est une fonction de x qui s’accroit réguli¢rement 
f(a,)— f(a) 


de la quanuteé + 
a;— a 


oO a,, comcide avec (2). 


quand a augmente de 1, et qui, pour z= a, 


Le rapport 


f(a) — fia) 


a,—a 


représente aussi la vitesse moyenne du point de l’axe OY dont 
Pordonnée est y = f(a) quand x représente le temps (n° 196). 

Lorsque a reste fixe et que a, se rapproche de a, que h tend vers 0, 
il peut arriver que ce rapport tende vers une limite; cette limite, si 
elle existe, s’appelle la dérivée de la fonction f(x) pour x =a, et se 
représente par le symbole /’(a). Supposer l’existence de cette limite, 
c'est supposer que la droite AA,, lorsque le point A, de la courbe 
qui figure la fonction y = f(z) se rapproche indéfiniment du point A, 
admet une position limite, que la courbe admet une tangente en A; 
la dérivée /'(a) est la pente de cette tangente. C’est supposer encore 
que le mouvement du mobile de l’axe OY dont Vordonnée est, a 
chaque instant 2, y= f(x), comporte une vitesse a l’époque a et 
que cette vilesse est f’(a). 

En parlant dune courbe, d’un mouvement, nous présupposons 
existence (en général) de la tangente a cette courbe en chacun de 
ces points, de la vitesse 4 chaque instant du mouvement. A Ja yérité, 
Vexistence de la dérivée n’est pas impliquée logiquement par celle 
de la continuité, mais nous ne nous occuperons ici que de fonctions 
qui sont susceptbles d’une représentation graphique ou cinématique,, 
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qui admettent, en général, une dérivée pour chaque valeur @ de la 
variable. 

Je dis en général, parce qu il y a des exceptions, fournies par des 
valeurs isolées de la variable, qui ne choquent nullement la notion 
intuilive que nous avons d’une courbe ou d’un mouvement. 

Dans la définition générale que l’on a donnée de la dérivée de la 
fonction f(z) pour =a, on n’a nullement supposé que a, fit plus 
grand que a, que h soit positif. S’il y a une dérivée pour x =a, le 
rapport 

flia+h)— f(a) 
h 


doit tendre vers la limite /’(a@) quand f tend vers o, soit par valeurs 
positives, soit par valeurs négatives. Les droites AA,, AA‘ doivent 


Fig. 58. Fig. 59. 


tendre vers la méme tangente en A, quand le point A,, ou le point A‘, 
se rapprochent de A. Mais on concoit quil en soit autrement et 
qu’une courbe présente en A un point anguleux, que Von obtienne 
deux tangentes différentes suivant que l’on fait tendre vers A, soit le 
,; de méme on concoit un mouvement recti- 
ligne ot le mobile arrive en un point avec une certaine vitesse et 


point A, soit le point A 


repart immédiatement avec une autre vitesse; il pourra arriver, 
d’une facon exceptionnelle, que le rapport 


I(a+h)— f(a) 
h 


tende vers une limite quand / tendra vers o par valeurs positives, 
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vers une autre limite quand h tendra yers o par valeurs négatives; 
a proprement parler, il n’y a pas de dérivée pour x = a; on dit quel- 
quefois quil y en a deux, une @ droite et une & gauche; de méme, 
la courbe a point anguleux peut étre regardée comme formée par la 
réunion de deux ares de courbes qui aboutissent au point A et qui 
ont chacun une tangente différente. Enfin, s’il arrivait que @ fit une 
borne de Vintervalle ot la fonction f(z) est définie, si l’on prenait, 
par exemple, @=o pour la fonction x3, ou a=1 pour la fonction 
V(1— x), les valeurs négatives ou positives de A se trouveraient 
exclues tout naturellement ; en parlant de la dérivée de x? pour =o, 
on entend la dérivée a droite ; on entend la dérivée 4 gauche, quand 
il est question de la dérivée, pour z =1, de \V/(1— x). 

La notion de la dérivée est assez importante pour qu’on fasse 
entrer dans sa définition la définition méme du mot /iémite; on dira 
alors : 

La foncuon f(z) admet, pour 2 =a, une dérivée f/(a@) si la diffé- 
rence entre le rapport 


f(a+h)— f(a) 
h 


et f’(a) est moindre en valeur absolue que tel nombre positif ¢ que 
Yon youdra, pourvu que / soit moindre en valeur absolue qu’un 
nombre positif <’ convenablement choisi; a chaque valeur de ¢ doit 
correspondre une valeur de ¢’, 

S’il en est ainsi, on aura évidemment 


\f(a+h)—fla)l<|AIUf'(a@)|-+2), 


sous la condition |h| < ¢’, la fonction f(x) sera donc certainement 
continue pour z—a. Si l’on veut, en effet, que la différence 
f(a+h)— f(a) soit moindre en valeur absolue qu’un nombre 
positif a, il suffira de prendre, apres qu’on a choisi ¢ et ¢’, A moindre 


en valeur absolue que e/ et que 


ws 


Lors done qu’on aura trouvé la dérivée dune fonction, on sera 


assuré de sa continuité. 


[o 2) 


T. — Il. 
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Si la fonction f(z) admet une dérivée dans Vintervalle (a, {), 
c’est-a-dire si elle admet une dérivée pour chaque valeur de x appar- 
tenant a cet intervalle, cette dérivée pourra étre regardée comme une 
fonction de x, que lon désignera par f'(x). Le lecteur reconnaitra 
que, pour les fonctions qui sont vraiment suscepubles d’une repré- 
sentation graphique, la fonction /’(a) doit étre continue, en général. 
Il est impossible de se figurer un trait de courbe qui admette une 
tangente en chaque point, et oi cette tangente varie brusquement de 
chaque point au point infiniment voisin. On peut dire que la conti- 
nuité (en général) de /’(z), de la pente de la tangente, est présup- 
posée quand on parle d’une courbe qui représente la fonction f(z). 
Toutefois, certaines discontinuités au moins, pour des valeurs parti- 


Fig. 60. Fig. 61. 


culieres de la variable, n’ont rien de choquant: telle est, par exemple, 
Pexistence d’une tangente paralléle 4 axe des y pour une certaine 
valeur de x; pour cette valeur on dira que la dérivée devient infinie. 
L’importance de la considération des dérivées pour reconnaitre le 
sens de la variation d’une fonction apparait immédiatement. 
Si la fonction f(x) est croissante pour z = a, le rapport 


f(a+h)—f(a) 
h 


est certainement positif pour les valeurs de h suffisamment voisines 
de o; sa limite, quand / tend vers 0, est positive ou nulle. Si done la 
fonction f(#) est croissante pour 2 = a, sa dérivée f!(x) est positive 
ou nulle; si elle est décroissante, sa dérivée est négative ou nulle. 
On est amené, pour la généralité du langage, 4 regarder une con- 
stante comme une fonction de x, une fonction qui garderait la méme 


i 


DERIVEES. 115 


valeur quel que fit x. Si la fonction f(x) désigne une constante, on 
aura, quels que soient x et h, f(x +h) — f(x) =0 et, par suite, 


(2+ h)— f(x) 
h Poe 


la limite du premier membre, quand h tend vers o, est évidemment 0; 
la dérivée d'une constante est toujours nulle. 

Si une fonction est croissante dans un intervalle, sa dérivée est 
toujours positive ou nulle dans cet intervalle. 

Si une fonction est décroissante dans un intervalle, sa dérivée est 
toujours négative ou nulle dans cet intervalle. 

Si une fonction est constante dans un intervalle, sa dérivée est 
constamment nulle dans cet intervalle. 

On est tenté d’énoncer les réciproques suivantes : 

Si, dans Vintervalle (a, 8), la dérivée d’une fonction f(x) est con- 
stamment positive, la fonction f(x) est croissante dans cet intervalle. 
Si la dérivée est constamment négative, la fonction est décroissante 
dans tout l’intervalle. Sila dérivée est constamment nulle la fonction 
est constante. 

Ces réciproques seraient évidentes sil était vrai qu’une fonction 
continue dans un intervalle est nécessairement croissante, décrois- 
sante, Ou constante, mais on a déja dit qu'il n’en était pas ainsi. On 
peut aussi, pour les deux premiéres, faire le raisonnement suivant: si 
la dérivée f’(a) de la fonction f(x), pour 7 =a, est positive, il faut 
que le rapport 

eine 1D 
h 


dont f(a) est la limite, finisse par étre positif, pour des valeurs de h 
suffisamment voisines de 9: donc, la fonction /(x) est croissante 
pour z=a;si elle est croissante pour chaque valeur de z appartenant 
a lintervalle (a, 8), elle est croissante dans tout Vintervalle. C’est la 
une proposition qu’on a déja admise sans l’avoir démontrée : elle est 
d’ailleurs yraie. Ce mode de démonstration ne permet pas de prouver 
qu'une fonction dont la dériyée est nulle dans un intervalle est con- 
stante dans cet intervalle. 

Je reviendrai ultérieurement sur ces réciproques; je yeux toutefois 
faire remarquer combien elles paraissent évidentes sur la représen- 
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tation graphique ou cinématique, et chercher en méme temps a 
déméler en quoi consiste cette évidence apparente. 

Si, pour les valeurs de # appartenant 4 !’intervalle (a, 8), la pente 
de la tangente 4 la courbe définie par ’équation y= f(x) est constam- 
ment positive, on voit en quelque sorte la courbe monter 4 droite, 
parce qu’on confond, sur un petit arc, la courbe et la tangente, et que 
Pordonnée de la tangente augmente avec I’abscisse; c’est pour !a 
méme raison que, si la pente de la tangente est constamment néga- 
tive, on yoit le trait de courbe descendre a droite. Enfin, on n’ima- 
gine pas une courbe dont la tangente soit constamment paralléle a 
Paxe des x, sans que cette courbe se réduise a une paralléle a cet axe. 
C’est la nos trois réciproques. 

Placons-nous maintenant au point de vue cinématique : pendant 
Pintervalle de temps (2, 8), le point de axe OY dont lordonnée 
est y= f(a) a une vitesse toujours positive; il monte donc toujours. 
Si sa vitesse est négative, il descend pendant tout le temps (a, 8). Si 
sa vitesse est toujours nulle, il reste toujours au repos. Tout cela 
semble évident, parce qu’on prend le mot vitesse dans le méme sens 
que dans le mouvement uniforme; on confond, a chaque instant, le 
mouvement vrai avec un mouvement uniforme de méme vitesse. 

Les observations qui précédent n’en font pas moins pressentir la 
vérité de nos réciproques, qui sera établie rigoureusement un peu 
plus tard. L’importance de ces réciproques est claire, puisque, si on 
les admet, la question de savoir comment varie une fonction dans un 
intervalle est ramenée a la question de savoir quel est le signe de sa 
dérivée; elle justifie les explications qui précédent et le détail des 
régles qui vont suivre pour le calcul des dérivées. 


208. Dérivée d’une somme, d’un produit, d’un quotient. — J’em- 
ploierai ici les notations suivantes : u(x), (2), w(x) désignant des 
fonctions de la variable x, Je regarderai la lettre comme représen- 
tant une valeur spéciale (fixe) de cette variable; je désignerai par uw, 
v, les valeurs correspondantes des fonctions, par uw’, o', w! celles de 
leurs dérivées, que l’on suppose exister, par Ax un accroissement de 
la variable, par w+ Au, v-+ de, w+ Aw les valeurs u(x+ Az), 
v(x + Ax), (x2 + Ax) qui correspondent a la valeur 2 + Az de la 
variable ; en sorte que Aw, Av, Aw, soient les accroissements 


u(@+Arv)—u(zr), vo(x@+Ax)—v(@), w(x+Av)—w(z), 


DERIVEES. 117 
des fonctions u(2), v(x), (x) quand on passe de la valeur « de la 


variable a la valeur « + Az, et que les rapports 


Au Ae Ave 
Ag’ Aa’ Aww 


aient pour limites respectives les nombres wu, v/, ’ quand Ax tend 
vers 0. 

Soient A, B, C des constantes, je vais montrer que la fonction 
Au + Be + Cwa pour dérivée Au! + Bo! + Cw’. 

En effet, quand la variable passe de la valeur x ala valeur « + Az, 
Vaccroissement de la fonction considérée est 


A(u + Au)+ B(o + Av) + C(w + Aw) — Au — Bo — Cw 
= AAu+ BAv+ Caw; 


le rapport de cet accroissement a celui de la variable peut s’écrire 
pp I 


Au Av Aw 
| \estt Saag 2 pele at g Reis 
Ax Az ae Ag 


Ce rapport, quand Az tend vers o, tend lui-méme vers la limite 


Aw’ + Bo'+ Cw’; 


ch supposant A—=4,. 9 = 1, C= 1 ou A==1, B==-—1, Ge= oon 
B=o, Co, ona évidemment les théoremes suivants : 


La dérivée de la somme d’un nombre quelconque de fonctions 
est la somme des dérivées de ces fonctions. 

La dérivée de la différence de deux fonctions est égale a la 
différence des dérivées de ces fonctions. 

La dérivée @un produit d’une fonction par une constante est 
le produit, par cette méme constante, de la dérivée de cette fonc- 


tion. 
Considérons le produit ue; je vais montrer que sa dérivée est 
uv’ + vu’, 
Vaccroissement de ce produit est 


(u+ Au) (¢ + Av) — up = u Av + vp Au + Au Ap; 
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le rapport de laccroissement de la fonction a l’accroissement de la 


variable peut s’écrire 


Quand Aw varie, les seules quantités qui varient dans cette expres- 


: Av Au : / ! 
sion sont fo ee Au; elles tendent respectivement VELSEOS RU me On: 


Pexpression cherchée a donc une limite égale a 
KH (A @) 0h = Ke! SO 


Si Pun des facteurs, » par exemple, était une constante, sa dérivée 
serait nulle; on retrouve une regle déja obtenue. 

La dérivée d’un produit de deux facteurs est la somme de deux 
termes dont chacun se déduit du produit en remplacant Pun des fac- 


teurs par sa dérivée. Cette réegle s’étend sans peine. 


Ladérivée @un produrt den facteurs estune somme de n termes 
dont chacun sobtient en remplacant dans le produit considéré 
un facteur par sa dérivée. 


S’il s’agit, par exemple, d’un produit de trois facteurs wer, ce pro- 
duit peut étre regardé comme le produit du facteur ue par w; la 
dérivée du premier facteur est v9 + ue’; on doit la multiplier par 


et ajouter le produit de we par ’, on trouve ainsi 


u'ow + up’ w + uv, 


Du cas de trois facteurs on passe a celui de quatre facteurs, ete. 

En considérant un produit de m facteurs égaux entre eux, on voit 
que la dérivée de u”™ est mu”! u', 

On appelle dérivée logarithmique d’une fonction le rapport de 
la dérivée de cette fonction a la fonction. 

La dérivée logarithmique Vun produit de plusieurs facteurs 
est la somme des dérivées logarithmiques des dérivées de ses facteurs ; 
la dérivée logarithmique de la puissance m‘’™¢ (une fonction est égale 
a m fois la dérivée logarithmique de cette fonction. 


Nae u ; , ou'—v'u 
La dérivée du rapport — est égale a —{—- 
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3 : é : ; P dbs 3 
En effet, le rapport de Vaccroissement de Ja fonction “ a V’accrois- 
Vv 


sement Az de Ja variable est 


u—~— Au u Au Ay 
eS 4 ——Uu— 
¢ — Av OS vy Au — mu Av Agr Ar 

Ag  O(9-+Av)Ar o(y-+Ay) 


Quand Ag tend vers o, le numérateur du dernier rapport a pour 


limite ev’ — ue’, et le dénominateur a pour limite ¢?; l’expression 


' ’ 
“z-—VvUu 


ovo ey Pe” 9 J P : 
considérée a pour limite ; est ce qu’on avait annoncé. On 


suppose v différent de o. 


Puen [ " 
La dérivée de - est — —. 
Vv v- 
ee A 
La dérivée de G—ay= ot A est une constante et mun nombre 
mA(gs—ayjr—-3 mA 
naturel est : LTS Oy th titan BS 
(7 — a)?” (z— ayn 


La dérivée logarithmique d’un rapport est la différence des déri- 


vées logarithmiques de ses termes. 


209. Je passe maintenant a la dérivée des fonctions ¢tudiées anté- 
rieurement. 

Je désignerai habituellement par z une valeur particuliére (fixe) 
de la variable, par 4 un accroissement donné a cette variable; l’ac- 


croissement correspondant de la fonction sera f(z +h) — f(z), et 


: eae ee (x7 -+h)— f(z 
Yon aura 4 évaluer Ja limite du rapport Le 7 J(#) quand h 
tend vers o. 

Dérivée d’un polynome. — La dérivée f'(z) d'un polynome f(z ) 


a été définie 4 un autre point de yue dans le Chapitre II; ¢’était alors 
le coefficient de h dans le développement de f(z +h) ordonné sui- 
vant les puissances croissantes de h. L’identité de cette définition 
avec Ja définition actuelle se trouve avoir été établie dans ce méme 
Chapitre I, Jorsqu’on a expliqué comment on déterminait la pente 
de la tangente en un point de la courbe qui figure les variations du 
polynome. Au reste, les régles relatives 4 la dérivée d'une somme et 
d’une puissance suffisent 4 reconnaitre que la dérivée du polynome 


ST (@) = Age*-+ Aya '-+...4+ An12 + An 
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S' (xv) = nAgv + (n—1) A, oP? -+...4+ An-4; 


c'est la méme expression qu’au Chapitre II. 

Puisqu’on sait trouver la dérivée d’un polynome et d’un rapport, on 
sait trouver la dérivée dune fraction rationnelle. Le lecteur recon- 
naitra sans peine que, si la fraction est décomposée en fractions 
simples, la dérivée s’obuent de suite comme une somme de fracuons 


simples. 
Dérivée de a®. — On doit chercher la limite, pour h = 0, de 
Qrth — qx Qe ( Qiu 1) Gi T 
= Sa) GRE == ——— 9 

h h i? 

- al ak é a - 
or on a vu, au n° 206, que le rapport 7 ayalt lga pour limite 
quand A tendait vers o. La dérivée de a* est done a* lea. 

Ws ah—t al’—a 
Le lecteur observera que la limite de — est, par 
1 h h al 


définition, la dérivée a* pour x0; c’est de cette valeur particuliere 
qu’on déduit expression générale. 


Lia derivee dese” este lve er, 


Dérivée de lg rv. — Endésignant par x un nombre positif, on doit 
chercher la limite, pour h = 0, de 


/ 
Ig(a +h) —lga lg («+ _ 


h h } 


en posant A = xz, le second membre devient 


1 Ilg(1+ 2). 
a Bi ; 

h et s tendent en méme temps vers 0; on a prouvé au n° 206 que, 
Ig(1 + 2) 


te) 


lorsque z tend vers o, a pour limite 1. La dérivée de lex 
I 
est —- 


xv 
S’il s’agissait d’un logarithme pris dans la base a, on aurait (n” 203) 
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Phos rag I 5 , 
Wot Von conclut que la dérivée de logax est ; en paruculier 
vilga’ y 
nah : : M 
la dérivée de log, )x (logarithme vulgaire) est —- 


Dérivées de sin et de cos.x. — Elles se déduisent toutes deux de 
la dérivée pour =o de sinw; cette dérivée est, par définition, la 
limite, pour A = 0, de 


sink — sino sinh 


/) =o mae 


, 


que l’on sait étre égale a 1. 


Ona 
a He ( h ee 
: 3 Sin) COs (a= — sin — ’ 
sin(a +h) — sing 2, = 2 ( h 
— = cos( a+ — 
h h h \ =) 
2, 


et, d’autre part, 


5 ee h 5 Wh 
2sin—sin{ #+ — sin — 
cos(a + h)—cosz 2 2 Vie h 
SO =— sin (a@—+ —}- 
h h h 2 
2 


Wt 
sin — 
2) 


Lorsque / tend vers o, le rapport tend vers 1, les expressions 


h 
ep) 
< h h’ 5 Sey cies 
sin( 7 + Sle cos( “2+ =) tendent, en raison de la continuité, 
2} 
/ \ 
vers sing et cosx. On voit donc que la dérivée de sinzx est 


+ 7 | ° Tv 
cosz = sin( athe oo. que celle de cosx est — sinz = cos (2 ott =) : 


Dérivées de tang.r et de cotx. — Les dérivées des fonctions 
sing cosr 
tang xz = oy COLZ = = 
COSz@ SIn Zw 


résullent des précédentes et de la régle relative 4 un rapport; elles 
sont respectivement 


cos?a + sin?a — sin?z — cos*x 


PAT; ? Caters te 
COS* &@ sin* & 
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Sey I 
La dérivée de langx est —— = 1-+ tang? x. 
= COS* @% 
; et 1 
La dérivée de cotz est — ig =P cotta. 
Ss AL 
210. Dérivées des fonctions inverses. — Considérons deux fonc- 


tions F(z), f(y) inverses l'une de l’autre (‘) (n° 199). Je suppose 
que la fonction F(z) soit définie sans ambiguité, comme on l’a ex- 
pliqué dans le n° 199, au moyen de Véquation z= f(y), ot f(y) 
est une fonction connue de y, en sorte que, si lon considére les 
valeurs de x qui appartiennent a l’intervalle (a, a’) et les valeurs de y 
qui appartiennent a l’intervalle (0, 6’), les deux équations 


C= hy), Ge = (ee) 


soient équivalentes, les deux fonctions f(y) et F(z) étant continues 
et variant dans Je méme sens dans les intervalles respectifs (6, b'), 
(a, a’). Je suppose en outre que, pour les valeurs de y appartenant 
a lintervalle (4, 6’), la fonction f(y) de la variable y admette une 
dérivée f'(v) qui ne soit pas nulle dans l’intervalle (6, 6); je vais 
montrer que la fonction F(a) de la variable 2 admet une dérivée et 


abel: } 4 ] : ; Ne 
que cette dérivée est égale 4 =—~. Pour avoir cette dérivée en fonc- 
Li) 
tion de 2, on doit y remplacer y par F(z). 
Si l’on considére deux systémes x et y, d’une part, z+ het y-+k, 
de autre, de valeurs correspondantes des variables, on doit avoir 


vn=f(y), (2); 
w+h=f(y+h), ytrk=F(rx+h), 


et, par suite, 
h=f(y+k)—fly), k=F(@+h)—F(z2); 


regardons z, vy comme fixes, h et k comme variables; lorsque l’une 
de ces derniéres quantités tend vers o, il en est de méme de l’autre, 
en raison de la continuité; la dérivée cherchée est la limite de 


(1) Le réle des lettres x et y, ici et dans le n° 199, est interverti. 
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Pexpression 


ee eK k 


h hk FY ERAS y)’ 


lorsque h et, par conséquent, & tendent vers o; cette limite est l’in- 


a) Say) 
k 


verse de la limite du rapport » c’est-a-dire 


I 
eee ; re ; ee 

Un regard jeté sur la figure éclairera suffisamment la facon dont les 
choses se passent quand il arrive que la fonction J'(y)s’annule pour 
AQ 


8 attribuée a vy. 


une valeur particuliere { 


Fig. 62. 


Je suppose que, y croissant de b a U’, la fonction f(y) croisse de a 
a a’; inversement, x croissant de a a a’, la fonction F(x) croitra 
de ba JU’. 

La fonction f(y) étant croissante dans Vintervalle (6, 6’) sa dé- 
rivée ne peut étre que positive ou nulle (n° 207); je suppose que 
cette dérivée s’annule pour y=, valeur a laquelle correspond la 
valeur a de x. Dire que la dérivée f(y) s’annule pour z= 8, c’est 
dire que la tangente a la courbe définie par ’équation 2 = f(y) est 
paralléle a l’axe des y; on le voit de suite en intervertissant le réle 
des lettres x et y, de l’abscisse et de lordonnée, dans le mode habi- 
tuel de représentation des fonctions. La tangente a la courbe définie 
par l’équation y= F(z), qui est la méme que la précédente, étant 
paralléle 4 l’axe OY, il convient de dire que la pente de cette tan- 
vente est infinie et que la dérivée de la fonction F(x) est infinie 


pour xv ==. 
Le lecteur voit comment la courbe traverse nécessairement sa tan- 


gente en M. 
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Le théoréme précédent relie les régles qui donnent les dérivées 

de a” et de lgx. La derniére fonction peut étre regardée comme 

définie par l’équation x = e”; la dérivée de lgx est — = —- 
e) 


En voici d’autres applications. 


211. Dérivées des fonctions arc sinz, arccosz, arc tangz. — La 
signification de ces fonctions a été précisée au n° 200; elles sont défi- 
nies respecuvement au moyen des équations 


@2=sny, T= COS, uo = tangy; 


on voit en se reportant a la régle précédente que leurs dérivées res- 
pectives sont 
I [ [ 
cosy” siny’ I+ tang? y 


Dye BSc ; eee 2 BR ae es rem 
Pour la premiére, sin yétant égala x, cos y doit étre égala + /1— 2; 


: : a ° TT ™ 
Mals y = arc sinz devant étre compris entre — = et + ee cosy est 


positif : la dérivée de arc sinz est ———, en prenant le radical avec 
1— 2? 
la signification arithmétique. 


Pour la deuxiéme, cos y étant égal a x, sin y est égal a = \/1 — 22; 


mais, puisque y doit étre compris entre o et x, son sinus doit étre 


ane pares I 
positif; la dérivée de arc cosx est — eae 
I— x? 


Pour la troisieme, tangy doit étre égal a x; la dérivée de arc tang x 


est 


i+ 2 
Le fait que la somme des dérivées des fonctions arc sinx et arc cosx 
est nulle pouvait étre prévu; il résulte de Videntité 


fa 


arc sing + arc cosz2 = —, 


i) 


valable pour toutes les valeurs de x qui appartiennent a l’inter- 


valle (—1, 1). 


Dérivées des fonctions hyperboliques inverses. — On a vu au 
n° 204 comment les fonctions 


Ig(a+yVi+ra2), Ig(a@+y7x?—1), lg 
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pouvaient étre définies au moyen des équations respectives 
oy. Caachi, == nye 
leurs dérivées respectives seront donc 


I I I ; 
chy shy 1—th? 7? 


pour la premiére, on a 2 =shy el, par suite, chy =\/1+ 2?, le 
radical étant pris avec sa signification arithmétique, puisque chy est 
une fonction essentiellement positive; la dérivée de | g(a Jit 2? ) 
est 

Pour la deuxiéme, on a, x = chy et, par suite, shy =+ \/x?—1. 
Dans la détermination choisie pour la fonction inverse de ch.y, on 


suppose y positif; il doit en étre de méme de sh y, on doit done 


prendre sh y = Ve la dérivée de le(a + /2?—1 1) est 


aS 


I+” 
La dérivée de Igy /=2 st ———. 
| Per ore? 


On donnera tout a Bets un autre moyen d’obtenir ces trois 
dérivées. 


212. Dérivée d’une fonction de fonction. — Soit u= f(x) une 
fonction de x, admettant une dérivée u’= f/(x). Soit o(w) une fonc- 
tion de la variable uw, qui, regardée comme telle, admet une dé- 
rivée o’(w) (1). Je vais montrer que si, dans o(w), on regarde u 
comme étant égal a f(x), la dérivée de la fonction dex ainsi obtenue, 
a savoir o[ f(x) ], est égale au produit o/(w) wu’, ot il est entendu qu’on 
doit remplacer u et wu’ par leurs expressions en fonction de x. 

Désignons en effet par 2), Uo, o( uy) d'une part, par 2) +h, u+hk, 
o(Uy +k) deux systémes de valeurs correspondantes de la variable % 
et des fonctions u= f(x), 9(u) = 9[ f(z) J, en sorte que lon ait 


k=f(a+h)—fl(%), 9lf(toth)] = (uot k); 


on regardera Z» et Up comme fixes, h et k comme variables; a cause 


(1) On dit, dans le méme sens, que 9'(w) est la dérivée de p(w) par rapport au, 
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de la continuité, quand / tend vers o, il en est de méme de &. La 
dérivée cherchée de la fonction g[ /(x)], pour z = xo, est la limite 


du rapport 


elf (zo h)] — 9[fi%o)] _ 9(uo+k)— 9(uo) & 
h k h 

_ o(Uptk)—olu) flao+ h) — f(a) 
k h 


quand h et & tendent vers 0; le dernier membre de la précédente 
égalité met en évidence [existence et la valeur de cette limite, qui 
est bien 9! (uy) f/ (20). 

Je laisse de cdté la peute difficulté tenant ace que, lorsque / tend 
vers 0, k, qui dépend de h, pourrait s’annuler une infinité de fois ('); 
elle ne se présenterait que pour des fonctions singulieres prenant une 
infinité de fois la méme valeur; d’ailleurs le théoréme reste vrai dans ce 
cas encore. Mais je m’arréterai un instant sur la remarque suivante qui 
nous sera utile quelquefois : 

Il peut se faire, en conservant les notations précédentes, qu’on 
sache que la fonction de w 9[ f(~)| admet une dérivée et que lon 
sache calculer cette dérivée, mais que, relativement aux fonctions 
o(u)et f(a), onsache seulement que lune d’elles, o(w) par exemple, 
admet une dérivée (par rapport aw) sans que l’on sache calculer la 
dérivée de l’autre fonction f(z), sans que lon sache méme si cette 
dérivée existe. Or la démonstration précédente prouve clairement que 
cette dérivée existe et qu’elle s obuient en divisant par 9/(w) la dérivée 
de o[ f(x)]; de méme si lon sait calculer la dérivée f(x) de f(x); 
mais, si on ne sait pas calculer la dérivée de 9(w) par rapporta uw, on 
voit que cette dérivée s’obtient en divisant par /’(z) la dérivée de 
el /(«)]- 

Si dans la fonction 4() de la variable v, admettant la dérivée 4/(¢) 
par rapport a la variable », on regardait cette variable comme étant 
égale a 9(w), puis w comme égal a f(x), 4(e) serait une fonction de 
fonction de w, et une fonction de fonction de fonction de x; en vertu 
du theoreme précédent, la dérivée de 4() regardée comme une 
fonction de fonction de w, ou la dérivée par rapport au de U[o(u)], 


(2) Leper Gah, 92 Paes. 


lo 
NJ 
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serait 
b'(e) o'(u) = ¥'[9(u)] o'(u); 


en vertu du méme théoréme, la dérivée, par rapport a a, de la fonc- 
tion ¥[¢(w)] ot Von regarde la variable w comme égale a f(a), serait 
le produit de la dérivée par rapport a uw de la fonction ¢[ 2(w)], par 
la dérivée f'(a) de f(x) par rapport a x. Finalement la dérivée de la 
fonction 4(v) regardée comme une fonction de wx est égale a 
U'(e) ol (u) f(a). Il est clair que l’on peut continuer ainsi indéfini- 
ment. 

L’importante proposition qu'on vient d’établir permet de relier des 
regles que l'on a établies séparément. 


See ine : Tt : 5 See 
Ainsi la dérivée de cosz = sin ( = x) peut se déduire de la dérivée 
2; 


25 TT 5 * 
de sinz etde celle de = — x: sil’on pose pour un instant u = 


sla 


= J. 


3 T 5 ; : eee 

sin ( <= x); ou sinu, devient une fonction de x dont la dérivée (par 

rapport a z) est u’cosu, en désignant par wu’ la dérivée de wu par 

rapport a 2, qui est ici égale 4 —1, la dérivée de cose est done 
Te ; . s : ae 

— cos (2 x) ——  sinzx. De la méme facon on voit que la dérivée 


ie . A B \ 
decots = tang . = x) doit étre égale a 
2. 


\ 


Fe 
= [+ tang? (= —«)| =—(iI+ cotv?r). 
2 


N 


On a établi, au n” 42, en se fondant sur une autre définition de la 


dérivée, que la dérivée du polynome 


f(@+ a) = Ap(@+a)h+ Ai(a@ +a) 1+...+ Ani(v¥ +a) + An, 
obtenu en remplacant x par z+ a dans le polynome 
I (@) = Agw®- Ayw?—-t+...+ An @+ An, 
s’obtenait en remplacant z par x + a dans la dérivée 
f (ay = WAG (nt — 1) Ape et Ant 


du polynome f(z). Il suffit de poser u=a#-+ a pour voir que le 
polynome f(x +a)—/(u) peut étre regardé comme une fonction 
de fonction, dont la dérivée est f/(w) >< wu’; ici la dérivée wu! de x +a 
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est égale 41; la dérivée de f(z -+ a) est donc //(a-+ a), en dési- 
enant par ce symbole ce que devient le polynome f'(a) quand on y 
remplace x par 2+ a. 

La dérivée de 


flax +B) =Ao(avt+ B)P+ Ay(aa + B)P-1+...4 Ani (av + 6) + An, 


ot lon suppose que @ et 8 sont des constantes, serait 


af'(ae + 8B) = naAy(ae+ B)P-1+(n —1)aAy(za + B)P-2 +... + 4An—4, 


en désignant par f/(az + 8) ce que devient la dérivée f/(x) du poly- 
nome f(z) quand on y remplace w par az +8. Ici f(a” + 8) nest 
pas la dérivée de f(ax% + 8) par rapport a x. 

La régle relative aux fonctions inverses peut aussi étre rattachée 
ala régle relative aux fonctions de fonction : 

Si Pon considére en effet la fonction F(z) de la variable x qui 
définit Péquation « = f(y), on peut, en regardant dans cette équa- 
tion y comme égal a F(z), observer que f{ F(a )| doit étre identique- 
ment égal a x, en sorte que la dérivée de cette fonction de fonction 
doit étre identique a la dérivée de x, c’est-a-dire 4 13; on dott done 


avoir 
r=f'(y) F'(2), 


en désignant par f’(y) la dérivée de /(y) par rapport a y. C’est le 
méme résultat qu’au n° 210. 

En vertu d’une remarque que l’oma faite plus haut, ce raisonnement 
ne présuppose pas lexistence de F’(z). 

Considérons encore la fonction y= Arc tang(n tangz) définie au 
n° 200; on a vu que cette fonction était toujours continue; considé- 
rons-la toutefois, dans un intervalle (a, 6) auquel n’appartienne aucun 


multiple impair de =< dans cetintervalle, la fonction arc tang (n tang Zz), 


toujours comprise entre — ~ et oa est continue et ne peut différer de 


la fonction Arc tang(n tang) que par un multiple de =; les deux 
fonctions ont, dans cet intervalle, la méme dérivée; or la dérivée de 
la fonction arc tang(n tangz) est 


I Vt it 


I+ (rntanga@ ) cos? x cos? x + n? sin2a@ 
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Telle est done aussi la dérivée de la fonction Arc tang(n tang). Le 
résultat subsiste lors méme que x est égal a(2k +1) =) Ak étant un 
entier quelconque; pour cette valeur de a, en effet, y est aussi égal 


a (2k +1) 57 en sorte que la dérivée de y est la limite, pour h =o, 


de 


Arc tang | ntang [ 2k +1) 


h 


Or le numérateur de cette expression est égal (n° 200) a 


taneh 
Arce tang ( 2 ): 


7 


La limite que l’on veut évaluer n'est autre chose que la dérivée, 
tanexr 


5 x 5 li R tb Sa 
) c’est-a-dire eee c’est la précisé- 


pour z = 0, de Arc tang ( 


ment la valeur, pour x = 0, de 


n 
cos?a + n? sin?a 


Dérivées logarithmiques. Dérivées de uw”, — Si l’on regarde u 
comme représentant une fonction de x, qui reste positive dans un 


certain intervalle et qui admette une dérivée wu’, la fonction (de x) 
. u' 
lgu sera définie dans cet intervalle et aura pour dérivée 7 7 ee que 
Von a désigné plus haut comme la dérivée logarithmique d’une fone- 
8 5 i 
tion n’est autre chose que la dérivée du logarithme de cette fonction, 
quand ce logarithme a un sens. 

Si, dans Vintervalle des valeurs de x que l’on consideére, la fonction w 
était négative, Vexpression lgw n’aurait plus de sens; posons 
¢—=—u; la fonction lgg est définie dans l’intervalle considéré; sa 

Be Oe s om = i u' a 
dérivée, par rapport a @, est > = = 7 Des deux expressions 


lew, 1g(— uw), Pune seulement peut avoir un sens; la dérivée, par 
' é u’ : a a5 .. 
rapport a x, de celle qui a un sens est 7,3 On peut dire, si l’on veut, 
que cette derniére expression est la dérivée de lg Pees 
Les valeurs de x qui annuleraient uw doivent naturellement €tre 
exclues. 
TL. — IT. 9 
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Si lon pose, par exemple, u= x”, # étantassujetti a rester positif 
et m étant quelconque, la dérivée de Igw”, ou de mlgx, que l’on 
u' Pan 
—;la dérivée u' de x” est done 


7, 


: : ; m P ; < 
sait d’ailleurs étre = devra étre égale a 


uv 


2 UAC a : F : 
égale a—2"—=maze™'. Ona expliqué plus haut que ce ralsonnement 


x 
ne présuppose pas l’existence de la dérivée de la fonction x”. 


En vertu du théoréme des fonctions de fonctions, la dérivée de uw” 
est mu”! u', quelle que soit la fonction w, pourvu que cette fonction 
soit positive et admette une dérivée w'. 

En résumé, la régle qui donne la dérivée de wu” lorsque m est un 
nombre naturel (n° 208) s’applique dans tous les cas. 

Il convient d’observer quelle s’applique en particulier a une fonc- 
tion de la forme = =u ™ot m est un nombre entier; la dérivée de 


— miu! 


5 M . 
cette fonction est — mu”! u’ ou ——; on pourrait, dans ce cas, 


wine ? 
appliquer la régle relative a la dérivée dun rapport; celle qu’on vient 
de donner conduit de suite au résultat simplifié. 
De méme, quand on a affaire a un rapport de la forme a ou u, 
sont des fonctions de z, dont les dérivées sont w’, o’, il est préférable 
de l’écrire sous la forme uw? »~% pour trouver sa dérivée 


peu—quy' 


pi 
Saal u 4 


puro-du' — gquPe-Ih'' = 


La régle qui donne la dérivée de w™ donne aussi la dérivée d’un 


1 if 


eel ¢ u 
= SOU respeclivement = 5) 


i 
Vu a Vu 


= 4 
radical; les dérivées de Vu = uv? 
— Te 
2uVu 


Par exemple la dérivée de Va L226 T= Crest 


ax +b 
Pour calculer la dérivée de lg(z + \/2?—1), déja obtenue au 
numéro précédent, on posera u = x + \/x?+-1; la dérivée cherchée 
est 
(oe 
u! Vrr+1 a, [ 


’ 


“u wry ar+t ata 


on reconnaitra de méme que les dérivées de lg (a + \/z?—1) et de 


I 


I+ @ . I 
lg sont respecuvement ———— ; =: 
1— 2 Vx? =i t—— 7" 
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oe 5 Ie - ee 
Considérons encore la fonction le tang 5 qui est définie quand x 
varie entre 0 et 7 (les limites étant exclues), puisque alors tang — est 
> 


Hea by i . hee > uw! . 
positive. En posant w= tang—, on voit que sa dérivée est me D’ailleurs 
2s l 


ae f : 5g x : 
tang = est une fonction de fonction de x; si Pon pose » = => on voit 
2 2 


! 


ete F » I : 
que la dérivée de tang », par rapport a z, est = * en ré- 
Oe y cos2y a’ 
2 cos? — 
Ds 
f EES fe a x 
sumé la dérivée de lg tang=— est 
DS 
1 Ae, I I 
in B® sung? 
2 cos* — tang — 2, Sip. — COS — 
5 
A (eye r Y \ bi x ‘ an |) 
la méme dérivée convient a la fonction lg | tang =|, ot, si l’on veut 


avoir affaire a une fonction continue, x doit varier dans un intervalle 
auquel n’appartient aucun multiple de =. 


A Rae se a 
De méme la dérivée de lg tang € + 
Z I 


7) est —: Le lecteur 
raménera aisément un cas a l’autre. 

Dans les applications de la régle des fonctions de fonctions, je me 
suis assujetti, pour une plus grande clarté, a représenter par des 
lettres distinctes les fonctions qui s’imbriquent les unes dans les 
autres ; le lecteur pourra commencer par faire ainsi, afin de bien recon- 


naitre les fonctions de fonctions; il devra se défaire ensuite de cette 


habitude et dire, par exemple : la dérivée de lg tang = est égale ala 


dérivée ie, de lg tang ~ par rapport a tang; multiphée par 
L 5 9 O95 


ang? — 
tang = 
etn I ‘ a, eee: eee, 
la dérivée {/ ——— \ de tang= par rapport a -, multipliée par la 
ov 2) 2 
COS — 
Phy 
dérivée : de ae la dérivée cherchée est donc 
11 I M a I 
x yo sing 
tang — cos?— 
2. 2) 


L’application de cette régle doit lui devenir tres familiere ; jen 
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dirai autant de toutes les régles et de tous les exemples des n°s 208, 
209, 210, 211 et 212, qui doivent étre sus par coeur, d’autant que ces 
régles et ces exemples sont d’un usage continuel. J’insiste d’autant 
plus sur cette obligation que je crois inutile et méme mauvais de 
confier beaucoup de formules a la mémoire. C’est d’ailleurs en les 
appliquant fréquemment que ces régles et ces formules se fixeront le 
mieux dans l’esprit. Les regles pour le calcul des dérivées seront 
complétées aux n° 217 et 219. 


213. Dérivées d’ordre quelconque. Notations. — Si une fonction 
y= f(x) admet une dérivée y’= f'(x), cette dérivée, étant une fonc- 
tion de xz, peut admettre elle-méme une dérivée que l’on désignera 
par y” ou f”(a) et que lon appelle la dérivée seconde de f(x); cette 
dérivée seconde peut avoir une dérivée y”= f(x), qui sera dite 
dérivée trotsiéme de f(x), et qui sera la dérivée seconde de f"(x); 
la dérivée y= f'’ (x) de la fonction f(x) est la dérivée quatriéme 
de /(a), la dérivée troisiéme de /’(2), etc. On peut continuer ainsi 
indéfiniment. 

La dérivée n*™° se représente par y'”’ ou f'”) (x). La dérivée f' (zx) 
prend elle-méme le nom de dérivée premzére. 

Les notations que je viens d’employer ne sont pas les seules usi- 
tées; quelques auteurs emploient, pour désigner les dérivées succes- 
sives de la fonction f(x), les notations 


D(a) IDE) WEEE), sons 


ot il est inutile de dire que les symboles 2, 3,... ne sont pas des 
exposants : ils indiquent la répétition d’une méme opération. 

La notation de Leibniz consiste a représenter la dérivée premiére 
dune foncuon y ou f(z) par la notation 


dy df(x) df 
dx’ dx ° dz 


Elle conserve la trace de la définition de la dérivée, la lettre d est 
Vinitiale du mot dif/érence. Sil’on regarde pour un instant dz comme 
un petit accroissement donné az, comme la petite diff/érence entre 
deux valeurs voisines x et + dz de la variable, puis dy comme la 
petite différence entre les valeurs correspondantes v et y + dy de la 
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: dy oe eG 
fonction, le rapport qq Sera vorsin de la dérivée. Nous regarderons 


ici (au moins jusqu’a ce qu’on ait introduit la notation différentielle ) 

dy df(x) df ; 

es ecritures =-; —.—., —- non comme signifiant un rapport, mais 
daz dx ax 

comme de purs symboles représentant le résultat de l’ opération qui 

consiste a prendre la dérivée de y ou de f(z) par rapport a 2x. 


Cette notation a encore Vayantage de spécifier la variable; si, par 


‘= ¢(u) est une fonction de la variable u, et si u= (2) 

est une fonction de .x, y pourra étre regardé comme une fonction de 

fonction de x; il yaura lieu de distinguer entre la dérivée 9! (uw) de y 
old 

= L(+) 


prise par rapport a x; cette distinction se fera naturellement en écri- 


or qr rs a ami é eon! ( AG, 
prise par rapport a wu, et la dérivée o!/(u) U(x) 


dy dy fee 
Vani = dans le premier cas, et ee Y dans le second; le théoréme des 


fonctions de fonction pourra alors s’exprimer par la formule 


dy _ dy du 
dx du dx 


Dans la notation de Leibniz, les dérivées seconde, troisiéme, ..., 
nm de la fonction y de x se représentent par 


Cay, dry 
dx? dx’ > dan 
Les chiffres 2, 3, ..., 2 ne sont pas des exposants, ils rappellent 
simplement l’ordre des dérivées ('). 


Voici quelques exemples de cas ot la dériyée n*™* s’obtient facile- 
ment. 

On a yu au Chapitre II la forme des dérivées premiere, seconde, ..., 
ne d'un polynome du n™"* degré : cette derniére est une constante, 
les suivantes sont idenuquement nulles. 

Si a et 6 sont des constantes, et 2 un nombre quelconque, les déri- 
vées premiere, seconde, ..., p*™° de (ax + 6)” sont 


naar by, n(w—1)a2(az + 6)r-2,~ ..., 


n(n—1)...(m—p+i)aP(ar—b)r-P. 


(1) Au lieu de dire dérivée premiére, seconde, etc., on dit aussi dérivée du pre- 
mier ordre, dérivée du second ordre, etc. 
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Lorsque 7 estun nombre naturel, l’un des facteurs numériques devient 
nul des que p dépasse n. En particulier, la dérivée p*™ de la fonc- 


tion 


est 
at oe 


Le Dire 
ee Nip wee ee a 
a) (1+ @)P1 


La dérivée pi*™ de 


I I I I 
a oe =e 
(—@ o2\I—x2% {+2 


I.2...p (I+ @)Pt1+ (—1)P(1— x)Pr! 
2 (i = a2 Wires ‘ 


est 


La dérivée n*™ de a® est a*(lga)”; toutes les dérivées de e” sont 
égales a e*. 
Les dérivées premiéres de sinx et de cosz peuvent s’écrire 


5 Tv AG 
sin (z a =), cos (x ale aE on en conclut, de proche en proche, que 
Rene heraay pap VIN : 7 vr Crate ee 
les dérivées n sont sin(# + n-— ) »cos(a#—+ne); les dérivées suc- 
5 
cessives de une quelconque de ces fonctions se reproduisant pério- 


diquement de quatre en quatre. 
IT 


La dérivée n*™ de lg(1+ <) est la dérivée (2 —1)"™° de ae 
a 
elle est 


ite (=i) 
(I+ x)" 


(Sy 


Soient u, » deux fonctions de x dont on désignera respectivement 
les dérivées successives par 


. fi WY 
Bea tL 22) Sener i) MT Olina etna Or 
la dérivée n*™° du produit ue est 
ui» OF u(2—1) of CE TOP Te (Ge up), 


en désignant par C7, Cf, ..., Cy les coefficients de la n*™® puissance 
dun binome (n° 43). Cette formule, qui est souvent utile pour cal- 
culer des dérivées n*™**, se démontre sans peine par induction. 
La dérivée de l’expression 
p 


up) — He p(nm—1) ur" p(n—2) — . a (—1)” usr) 
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est 


uyp(2+l) ery ye eLez2) sis wu" p(n—1) ee (— Lye yr) y! 


SS OE Oe (— 1)? ul) 9 + (—1) rule; 


ona écrit sur la premiere ligne, pour chaque terme, la partie de la 
dérivée obtenue en prenant la dérivée du second facteur; sur la 
seconde ligne, l’autre partie. En faisant les réductions, on voit que 
cette dérivée est égale 


uy 2-1) == (— 1)? ulr+t) On 


214. Dérivées partielles. — Considérons une fonction de plusieurs 
variables indépendantes, par exemple une fonction f(z, vy, 3) de 
trois variables x, y, z; Je la supposerai définie et continue pour 
toutes les valeurs de 2, y, 3 qui satisfont aux conditions 


(1) Regs) | Bayehy (C2250, 


ou A, B, C, A’, B’, C’ sontdes nombres donnés; si l’on attribue a y, 3 
des valeurs fixes satisfaisant aux conditions précédentes, f(a, y, 2) 
sera une fonction de x continue dans lV’intervalle (A, A’); si elle 
admet une dérivée, cette dérivée sera dite la dérivée partielle de la 
fonction f(z, vy, %) par rapport a x; elle se représentera par 


cpa ere eee: 


eke g : 7) my 0 : ‘ 
Les dérivées partielles f,. ou — Wis - prises par rapport ay 
fe ys 


et a 3, se définiront de la méme facon. 

Si la fonction f(.z, y, z) admet des dérivées partielles pour chaque 
systeme de valeurs des variables qui vérifient les conditions (1), il est 
clair que ces dérivées partielles seront des fonctions de x, y,  défi- 
nies pour tous ces systemes de valeurs des variables. 

Une dérivée partielle par rapport 4 une variable se prend en sui- 
vant les regles expliquées précédemment; en calculant cette dérivée, 
on traite les autres variables comme des constantes. 


(1) Il convient, afin d’éviter les confusions, d’employer un caracteére différent (0) 
de (d) qui a servi jusqu’ici, pour rappeler qu’il s’agit d’une dérivée partielle. 
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On a, par exemple, en prenant f(z, vy) = 2’, 


7) of , 
= = of =a) Goi BGP ® 


on doit supposer x posiuf. 
SiVona 


x 
(i 2\v=e ain = 9 
S(@, Tf 
on aura 
Of renee eee ues ee ne 
on oy ye s 


Il est & peine utile de dire que les dérivées partielles d’un_ poly- 
nome en Z, 3, 3, ..., que l’on a délinies au Chapitre II sont les 
mémes expressions que celles qu’on vient de définir. 

En parlant d’une fonction f(z, y, z) définie et continue aux envi- 
rons d’un systéme de valeurs 9, Vo, 39 admettant, pour ce systeme 
de valeurs et aux environs, des dérivées partielles continues, }’enten- 
drai qu il y aun nombre positif ¢ (non nul) tel que, en posant 


A =2%—é, B="%—8&, (Cl=="25— Te. 


A'=ao+ 6, B= y+, C'= zy +¢, 

la fonction /(2, v, z) soil définie et continue pour toutes les valeurs 
de x, vy, z qui satisfont aux conditions (1), et admette, au sens qu’on 
vient de dire, pour ces mémes valeurs des variables, des dérivées par- 
tielles qui soient des fonctions continues de a, y, 3. 


. : ° - & . 
Tel est le cas, par exemple, de la fonction Zin. pour tout systeme 


de valeurs 29, Yo, 3 tel que jv» ne soit pas nul. 

Les dérivées partielles /,, f, f, d'une fonction de trois variables 
J(“,y¥;, 2), dont on vient de parler, sont les dérivées du premier 
ordre; je suppose que chacune d’elles admette des dérivées premieres 
par rapport az, vy, 3, celles-ci seront, pour f(x, vy, z), des dérivées 

of 


: LO SAND (eRe > dérivées (nr 12 a le rap-—- 
secondes; par exemple, les dérivées (premiéres) de f', ou 3, par rap 


porta x, y, z, se désigneront par 


Jae J xy ‘£5 
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ou 
af Of af. 
Ox 0x’ ox oy’ Ox 03” 
de méme 


" nN Ud 
yey yy? ys 


of 02 f 0? f 


Oy Ox : Oy oy : Oy 0% 


ou 


désignent les dérivées (premicres) de ty ou v par rapport a z, y, 2, 
et ainsi de suite. Ces notations se simplifient lorsque Pon peut inter- 
vertir ordre des dérivations; c’est ce que l’on peut faire dans le cas 
des polynomes, comme on l’a montré au Chapitre IL; c’est ce que l’on 
peut faire, plus généralement, lorsque les dérivées que l’on considére 
sont des fonctions continues de variables indépendantes; je le dé- 
montrerai un peu plus loin; je ne m’arréte, pour le moment, qu’a la 
notation. On a expliqué, a propos des polynomes, la signification du 
symbole 


ot. a, 8, y représentent des nombres entiers, positifs ou nuls, dont 
la somme est égale a p. La méme dérivée p*™® que représente le 
précédent symbole se représente aussi par 
ov f 
dx% dy Os 

Je répete que cette facon d’écrire ne sera légitimée que lorsqu’on aura 
prouvé la possibilité d’intervertir ordre dans lequel on prend les 
dérivées. 

On a souvent besoin d’écrire un symbole qui représente la valeur 
dune dérivée partielle pour un systeme de valeurs attribuées aux 
variables; on écrira, par exemple, 

Pal Lo, V0), Se yh gt! Lo, Vo Zo) 


UT] 


pour désigner ce que deviennent les dérivées seconde et p'™* ys, 
fees quand on y remplace x par 2», Vo, 30; On écrit aussi quelque- 
fois 

" aD eomgies 


2 eae 
EY) 4 
¥ x 0% *o 


avec le méme sens. 
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215. St une fonction f(x) admet une dérivée f'(x) dans un 
intervalle (a, b) et si elle est nulle pour x=aet x = b,sa dérivée 
J'(z2) sannule pour une valeur de x comprise entre a, b et 


différente de a et de b. 


Cette proposition, connue sous le nom de théoréme de Rolle, 
revient a dire que, sur l’arc de courbe qui représente la fonction 
y= f(x) lorsque x croit de a a b, il y a un point d’abscisse 
a (a<4<b) ot la tangente est horizontale. 

Sous cette forme la proposition semble intuitive. Le lecteur peut, 
sil le veut, se contenter de cette vue, et admettre cette proposivion 
au méme ttre que les propositions concernant les fonctions conti- 
nues qu’on lui a demandé d’admettre au n° 196. 

Il y a toutefois intérét a savoir que la démonstration du précédent 
théoreme se raméne a lune des propositions qu’on vient de rap- 
peler. 

Dans lintervalle (a, 6), la fonction f(z) qui, par hypothése, admet 
une dérivée, est continue : il nous sera plus tard commode d’avoir 
observé que la proposition considérée, et la démonstration qui suit, 
nimpliquent pas l’existence de la dérivée pour les bornes a, 6 de 
Pintervalle; mais cette démonstration s’appuie sur la continuité de la 
foncuon f (z) dans tout Vintervalle, bornes comprises; cette conti- 
nuité est done essentiellement supposée. 

Si la fonction f(.), continue dans lintervalle (a, b), n’est pas 
nulle dans tout cet intervalle, elle est soit positive, soit négative, pour 
quelque valeur de x, appartenant a cet intervalle. 

Placons-nous dans le premier cas, et désignons par « la valeur 
de x, appartenant a Vintervalle (a, 6), pour laquelle la fonction 
continue f(2:) alteint son maximum (n° 196), c’est-a-dire le nombre « 
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tel que lon ait f(%) 2 f(x) pour toutes les valeurs de x qui appar- 
uennent a l’intervalle (a, b). 

Le nombre /(«) est certainement positif, puisqu’il y a des valeurs 
de f(z) qui sont positives et que f(«) est supérieur ou égal a ces va- 
leurs. Hl suit de la que « n’est égal niaa, nia b. Je dis que l’on a 
fs (a) = 0. 


En effet, les deux rapports 


flaehy—fia) ° fla—h)— fla) 
h : —h ; 


out f est une variable positive, assujettie a étre assez petite pour que 
les nombres % + h, % — h appartiennent toujours a l’intervalle (a, 6) 
tendent vers la méme limite /’(«), quand / tend vers 0; les numéra- 
teurs de ces deux valeurs sont négatifs ou nuls, en vertu de Vhypo- 
thése faite sur f(a); des deux rapports, le premier est négatif ou 
nul; sa limite ne peut étre positive; le second est positif ou nul; sa 
limite ne peut étre négative. Cette limite, qui existe puisqu’il y a une 
dérivée, et qui n’est ni positive, mi négative, est certainement nulle. 
La proposition est démontrée. Puisque « n’est nia, ni b, l’existence 
de la dérivée pour =a, ou pour r = 4, nest pas supposée. 


Formule des accroissements finis. — De cette proposition va ré- 
sulter la suivante : 

Si la fonction f(x) admet une dérivée f/(z) dans Vintervalle (a, 5), 
le rapport 


f(6)—F(@) 


6—a 


est égal a la dérivée /’(z) pour une valeur de 2 comprise entre a et 0, 
différente de a et de b. 

Remarquons que cette proposition a a peu pres le méme caractéere 
intuitif que le théoreme de Rolle : en effet, si Von figure la courbe 
qui représente la fonction y = f(a) dans l’intervalle (a, 6), le pré- 
cédent rapport représente la pente de la droite AB qui joint les 
deux points A, B correspondants aux valeurs a, 6 de x; lénoncé 
précédent veut dire qu’il y a surla courbe un point M dont Pab- 
scisse % est comprise entre a et 6, ot la tangente est paralléle 4 AB. 

Au reste, ce théoréme se raméne au théoreéme de Rolle en consi- 
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dérant (n° 207) la fonction du premier degré 


Cb) = ie 
Flay oh se Loe a) 
Fig. 64 


qui, pour z=aet pour x=), prend les mémes valeurs /(@) et 
J (4) que la fonction f(x); la différence 

(6) = f(a, : 
J = a) (~—a)— f(x) 


a 


J(a) 


entre cette fonction du premier degré et f(z) s'annulera done pour 
c= a et pour 7 = 0b; sa dérivée 


Be) 


s'annulera pour une valeur de z, comprise entre a@ et 6, autre que @ 
éu,0: 

De méme que le théoréme de Rolle, ce théoreme, pourvu que la 
fonction f(z) soit continue dans Vintervalle (a, 6), bornes com- 
prises, n'implique pas Vexistence de la dérivée aux bornes a, 6 de 
Vintervalle. 

Le résultat qu’on vient d’établir s’écrit souvent sous la forme qu’on 
va expliquer. 

Si zetx+h sont deux valeurs quelconques de x, appartenant a 
un intervalle ot la fonction f(z) a une dérivée, une valeur quel- 
conque de la variable comprise entre x et « +h pourra étre repré— 
sentée par z+ 4h, en désignant par 4 un nombre positif (non nul) 
et moindre que 1. En appliquant le précédent théoreme aux 


DERIVEEs. Ig 


nombres x et x + A (au lieu de a et b), on pourra done écrire 


tla+h)— f(x) 
h 


=f'(«@+0h) 


ou 
Kie@+hy=f(r)+hf'(e2+ 6h), 


c’est la formule a laquelle on donne souvent le nom de formule des 
accroissements finis. 

Elle permet, en particulier, d’évaluer l’erreur que l’on commet, 
lorsque, pour calculer la valeur d’une fonction f(z), on substitue a 
la variable une valeur approchée : soient a la valeur approchée, a +h 
la valeur exacte, l’erreur est h f(a + 9h); elle est done moindre, en 
valeur absolue, que Aw, en désignant par « une limite supérieure de 
Perreur commise sur la variable et par A un nombre égal ou supérieur 
ala plus grande des valeurs absolues de la fonction f/(z), quand x 
varie dea—a4aa-+4. Ilsera, d’ordinaire, aisé d’évaluer A par un 
calcul grossier. On ne doit pas oublier toutefois que, si la valeur 
de f(a) n’est pas calculée exactement, l’erreur commise dans le calcul 
de f(a) peut s’ajouter a celle qu’on vient d’évaluer. 

Supposons, par exemple, qu’on veuille calculer un nombre dont on 
se donne le logarithme yulgaire et que erreur commise sur ce lo- 


x 
garithme soit moindre que #; on a ici f(z) = e™, en désignant par x 
la valeur exacte du logarithme; l’erreur commise sera donc moindre 


A 


pares ; F 
v1 eka ; : £ : 
que We", en désignant par € un nombre compris entre a— 4 eta +2; 
si ’on suppose ces nombres moindres que 4, on voit que Verreur sera 


moindre que 
4 


Ona 1 
— eM = 
M 


< < 23264, 


5 3 ‘ . * 
moindre que ee par conséquent, si Von suppose « << 1075. Le lecteur 


peut multiplier les exemples de cette nature. 

Voici maintenant une application, d’un caractere tout théorique, 
de la formule des accroissements finis. 

Supposons que, lorsque x varie de a 4 b, la fonction dérivée f" (x ) 
reste inférieure en valeur absolue 4 un nombre positif fixe L : c’est 
ce qui arrivera sirement (n° 196) si elle est continue dans Vinter- 


valle (a, 6). 
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On aura alors, en désignant par 2), 2; deux nombres quelconques 


appartenant a cet intervalle, 
|f( 21) —f(@o) | < La — 2 |; 


on voit done que, si l’on se donne un nombre positif ¢, il est possible 


== 


de lui faire correspondre un nombre ¢’ = — tel que Von ait certai— 


L 
nement 


| f( #1) —fl%o) |<, 


sous la condition que l’on ait | z;— x)|< ¢ et que les nombres %o, 
x, appartiennent a Vintervalle (a, b). C'est une proposition que ’on 
a énoncée au n’ 196 sous une forme plus générale, sans supposer 
Vexistence de la dérivée. 

On verra bientét importance du théoréme des accroissements 
finis pour fonder les propositions relatives a la variation des fone- 
tions. Je vais lappliquer a la démonstration de quelques régles qu’il 
me reste a donner pour le calcul des dérivées et, tout d’abord, a dé- 
montrer que, pour les fonctions de plusieurs variables, on peut inter- 
vertir ordre dans lequel on prend les dérivées. 

fl suffira (n°? 46) d’établir la légitimité de cette interversion dans 
le cas dune fonction de deux variables; l’extension est ensuite 


aisée. 


216. Soit f(.c, v) la fonction considérée : je suppose que, pour les 
systemes de valeurs de x, y que l’on considére et aux environs, elle 
admette des dérivées partielles du premier ordre continues 

Oat) =f U( 2, ¥)=TSy- 
wie 


=. oy 
et v= f,, sont continues pour le systeme de valeurs 7,, yp» attri- 


Mon objet est de démontrer que, siles dérivées partielles © 


buées aux variables et aux environs, ces dérivées sont égales. 
L’accroissement de la foncuon f(x, vy), regardée comme une fonc- 
tion de x seul, quand on passe de la valeur zy ala valeur 2) +h est 
f(toth,y)—f(%oy¥); c'est une fonction de y, que je dési- 
gneral par g(yv) et dont la dérivée g/()) (par rapport a 9’) est 
b(xo th, y)— Y(xo, y), puisque U(xyo +h, y) et d(x, v) sont les 
dérivées respectives, par rapport a vy, des fonctions f(z») + h, y) et 


J (Lo, ¥)- 
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Laccroissement g(vo + k) — g (yy) de la fonction g (9) quand 
on passe de la valeur yy a la valeur 7) +4 est 


S(%o+ h, yo +k) — f(%, Yor k)— f(tot+h, yo) + f(x, Yo)s 


et, sous cette forme, il est clair que l’on serait arrivé au méme résultat 
en partant de l’accroissement f(2, yp +k) — f(x, %)) de la fone- 
tion f(x, vy) regardée comme une fonction de y seul, quand on passe 
de la valeur yy a la valeury,+ #, puis en regardant cette expression 
ST (2 Yo tk) —f (x, ¥o) comme une fonction de la seule variable x 
et en calculant son accroissement quand on passe de la valeur x, ala 
valeur 7) + h. Crest cette remarque évidente qui va nous conduire a 
la proposition annoncée. 

L’accroissement 9(v> +k) — g (Vo) est, en effet, en vertu du théo- 
réme des accroissements finis, égal a 


kg'(vyo+ PK) = k[Y(a0 +h, yor BK) —¥( a0, Yo + BA), 


en désignant par 8 un nombre positif plus petit que 1, mais, dans le 
second membre, le facteur que multplie & peut étre regardé comme 
Paccroissement de la fonction (de x) U(x, 7) + 8) quand on passe 
de la valeur z, a la valeur x, +h; en vertu du méme théoréme, cet 
accroissement est égal au produit par fh de la dérivée (par rapport 
a x) de cette fonction, pour une valeur z)+ 2h de la variable com- 
prise entre 2) et 2) +h; le dernier membre de l’égalité précédente 
est donc hk) (xy t+ 4h, yo t+ Bh). 
On a ainsi 


S(Zo+h, Yo th) —f (Lo, Yo HK) —f(% + hy Yo) +f (40,70) 
=hkYy (a + 4h, yo+ Bk); 


mais, si l’on avait fait les choses dans [autre sens, si lon était parti 
de accroissement f(x, 7) +k) —f(x, v7.) regardé comme une fonc- 
tion de x, pour calculer l’accroissement de cette fonction quand on 
passe de z 4 x )+A, on serait évidemment arrivé a l’expression 
hk Vi (to +ah. yo + B'k) en désignant par 2’, 8’ des nombres qui, 
comme @ et &, sont compris entre o et 1; les deux résultats doivent 


étre égaux et l’on doit avoir 


Ui. (@o + ah, yo t+ BK) = 9) (eo t+ah, yor Bh). 
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Les deux fonctions 4), 9), élant, par hypothese, des fonctions con- 
tinues, les deux membres, lorsqu’on fait tendre het / vers 0, ont pour 
limites respectives ¥i,(29, Yo) et 9,.(%o, Yo) : ces deux quantités sont 


done égales; c’est ce qu'il fallait démontrer. 


217. Fonctions composées. — Soit /(w, ) une fonction des deux 
variables indépendantes uw, ¢; je suppose que, pour chaque systeme 
de valeurs de ces variables que je considérerai et aux environs, la 
fonction soit continue et admette des dérivées partielles continues. 

Regardons maintenant w, ¢ comme des fonctions de la variable in- 
dépendante x, continues dans Vintervalle (a, 6) et admettant, dans 
cet intervalle, des dérivées w’, eo’. Hest bien entendu que les valeurs 
que prennent uw, ¢ quand x apparuent a lintervalle (a, 6) sont de 
celles pour lesquelles les conditions imposées a la fonction f(u, ) 
sont vérifiées. La fonction f(u, ¢) devient alors une fonction de x 
définie dans Vintervalle (a, 6), fonction dont on dit qu’elle est com- 
posée avec les fonctions uw, ¢; je vais montrer que cette fonction 
(de x) admet une dérivée (par rapport a x) et que cette dérivée est 


of of 
I ' ees ! 4 ! 
ae Yo on 6 wh 20% 
ue Se Ou dv 


Ne regardons pas encore uw, ¢ comme des fonctions de z, et consi- 
dérons deux systémes de valeurs Uy et 9, Uy + Atty et y+ Avo 
attribuées aux variables uw, ¢ dans la fonction f(u, 0); la différence 

SF (Uo + AUy, Po Avo) — f (Uo, 0) 
entre les valeurs de la fonction f qui correspondent a ces deux sys- 
témes de valeurs des variables peut s’écrire 
[ f (Uo + Avo, Po+ Abo) — f (Uo + Atty, %o)| + [ f(Uo+ Avy, %)—f(Uo, o)]- 

Le premier crochet peut étre regardé comme l’accroissement de la 
fonction de la seule variable ¢, f (uw) +- Auy, 9) quand on passe de la 
valeur ? a la valeur ¢)-+ Avy de cette variable; il est done égal au 
produit par Avy de la valeur que prend la dérivée par rapport a ¢ de 
la fonction f(uy+ Auy, ») quand on y remplace ¢ par une valeur 


Py +4 Avy intermédiaire a %, (> + Avo; en sorte qu’on peut écrire 


Sf (Ug + Alto, Go + A¥o) —f'( Uo + Ato, yo) = Avo fy (Uy + Aug, Vo+ DAvy). 
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On a de la méme facon 
J (Uo + Avo, v0) — f( to, Po) = Ato fy (Uo + 9’ Aug, %), 


4’ désignant un nombre compris entre 0 et 1. On a finalement 


. 


(1) SJ (Uo + Ato, Po + Avo) — fu, %) 
= Avy fy, (Up + Ato, y+ FAv) + Auy fy, (Uy + 8’ Auto, 00); 


cette égalité a lieu quels que soient wo, 9, Auo, Avy. 

Supposons maintenant que l’on considére deux valeurs voisines 2°» 
et 2 + Az, de la variable x et désignons maintenant par ty et 0%, 
Uy t Aug et e+ Avy les valeurs correspondantes des fonctions u, ¢ 
de cette variable; Paccroissement de la fonction (de x) f(u, ») quand 
on passe de la valeur x) a la valeur 2) + Az, sera le premier membre 
de l’égalité (1), et la recherche de la dérivée de la fonction de x revient 
a la recherche de la limite de 


Avo I Ay ‘ 
Ss FE (Climate Nita, Oye WIN) 35 SS FH ee WN, © 
Az, * ¢ ( 0 695.0 0) AZ Tan 0 0) 0)s 
iv Avy 
quand Az, Auy, Avy tendent vers 0; or, dans ces conditions, ae 


0 


Ao 


tendent vers les valeurs ¢),, 


5 wu, des dérivées ¢', u! des fonctions », u 
0 
pour z= Zp; Jes fonctions (des deux variables u, v) f), et f), étant 


continues, les expressions 
Si (bot Ato, V9 +9 Av), fy, (Uo + 9 Au, 9) 


tendent vers les valeurs f/, (uo, 0), fi,(to, %) des dérivées par- 
tielles f’, f), pour u = u,,¢=,; il n’y a maintenant aucun incon- 
vénient a supprimer l’indice o et a dire : 

La dérivée par rapport a x de la fonction /(u, ©) composée avec 
les deux fonctions (de z) wet v est fyu'+ f, 0". 

La proposition qu’on vient d’énoncer peut s’écrire 


df _ofdu | of de 
dx oudx | ov dx 


Elle s’étend aux fonctions composées avec autant de fonctions wu, 
v, w,... que l’on veut. Bornons-nous au cas d’une fonction de trois 
variables /(u,v, ~), ou l’on regardera uw, , » comme des fonctions 


T. — I. 10 
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de x; sous des conditions analogues a celles que l’on a spécifiées au 
début de ce numéro, on aura pour la dérivée de la fonction de x 


ainsl composée 


Of? Of du df de rn Of dw 
Ob Ob des 00 Gea. Onde 


SN Tne as 


ainsi qu'il résulte de la suite d’égalités que voici: 
f(u+ Au, »+ Av, w+ Aw) — f(u, °, @) 
=[f(u+ Au, + Av, w+ Aw] — f(u+ Au. o + Av, #)] 
+[f(u+ Au, » + Av, w] — f(u+ Au, 9, &)] 
+[f(u+ Au, », »)— flu, 9, )] 
= Aw fi,(u+ Au, 9 + Av, w + 9 Aw) 
+ Av fi (u+ Au, 9 + 8 Av, w) 


+ Au fi, (u+ 0” Au, v, w). 


\ 0 \ Fei , 5 . 5 . u 
Les régles relatives a la dérivée d’un produit we ou d’un quotient — 
v 
fournissent des applications immeédiates des régles précédentes. 
On a en effet, par exemple, 
O( uy) O( uv) 


at <= SM 
Ou OV 


la dérivée de ue par rapport az, lorsque u, v sont des fonctions de x, 
est done eu’ + uve’, en désignant par uw! 
La dérivée (‘) de uw’ est 


, °, les dérivées de wu, v. 


vue u'+ ue’ lou = ue—!(eu'+ ue’ lge). 


(1) Pour calculer la dérivée d’une fonction comportant ainsi des exposarts. il est 
commode de prendre le logarithme de la fonction; par exemple, en conservant la 
méme signification a uv, 9 on posera y= wu’; d’ot lg y=vlgu, puis en prenant les 
dérivées 
: 5 u'y 
— =" leu —, 

y : u 
' 
uly 
= w(o' lgu+ F) 
u 


\ 


Si l’on avait 
y — eee 


on en déduirait 
lea (era) 


a Iga 
ve 


) GGG NEG 
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Si en particulier on suppose w= x, » =x, on voit que la dérivée 
dex” est 


wX(1-+- lea). 


Silon considére les éléments d’un déterminant comme des variables, 
ilest clair que la dérivée partielle du déterminant par rapport a chacun 
de ses éléments sera le mineur relatif a cet élément. De cette 
remarque, de la regle précédente, et de la régle relative au dévelop- 
pement d’un déterminant par rapport aux éléments d’une ligne ou 
dune colonne, résulte immédiatement la proposition suivante : 

La dérivée dun déterminant du ni*™* ordre, dont les éléments 
dépendent dune variable, est la somme de n déterminants dont cha- 
cun s obtient en remplacant, dans le déterminant proposé, les éléments 
d'une des nr colonnes par leurs dérivées respectives, ou les éléments 
dune des nr lignes par leurs dérivées respectives. 

En particulier, si, pour une valeur de la variable, tous les mineurs 
sont nuls, la dérivée du déterminant est nulle pour cette valeur de la 
variable. 

La regle pour prendre la dérivée d’une fonction composée s’ap- 
plique aux dérivées seconde, troisiéme, ete. 

Supposons, en conservant les notations antérieures, qu’il s’agisse 
de la fonction composée f(u, ¢, @). Sa dérivée premiere est 

Su + fo 0 + fy ®. 

Chaque terme est un produit et sa dérivée s’obtent par la regle 
relative aux produits : en prenant les dérivées des seconds facteurs, 
on obtiendra les termes 


Siw + fie + fy 0" 


qui devront figurer dans la dérivée seconde; devront y figurer aussi 
les produits de uw’, o', w! par les dérivées respecuves des fonctions 
(dex) f,, fi, fi, ces fonctions sont des fonctions composées; la dé- 
rivée de la premiére est 

OT Od eee a 


) 
T r 


Ou Ov Ow 


b) 


ou 


MH 


tf Us ' “ {fk 
uz + fu v + fuw Ww; 
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la dérivée de la seconde et de la troisiéme sont respecuvement 


fi 7] i " r 
Wiae Wh ae Soos ? + fiw ", 
pil ’ a7] Uo " A 
Suw u + fow v + fir Wy, 


et l’on a finalement, pour l’expression de la dérivée seconde, 


i : : 
vb = fs wu! + fi, yp! +f ie op" 


MW 


" Ti 
+= fart? 43> f202 == fas 


SD if C8 SEO Ginny 2 GE a= Oy fin Lo ho 
Cette formule peut s‘écrire, si l'on préfére, 


Lf Of tab Ofna y af d?& 
dx* ~~ du dx Ov da? ‘5 Ow da 


a ee | CR ORT He oko OF [| dw 
Ou? \ ee) “Op? aa) Ow? az 
2 f do dw ef du dw 
5 ; = = 

dvow dx dx dudw dx dx 
_ 0 f “du dy 
* dude dx dx’ 


On peut continuer ainsi. 


218. Formule des accroissements finis pour les fonctions de plu- 
sieurs variables. — Soit, par exemple, f(x, y, <) une fonction de trois 
variables. Je yais donner une expression de la différence 


JS (fo, Yok, 4+ 1) —f (#0, Ho 40)s 


qui peut étre regardée comme l’accroissement de la fonction f(z, vy, z) 
quand on passe du systeme Zy, )9, 3) au systeme 2p +h, y,+h, y+ l. 

Je suppose que pour chaque systeme de valeurs que l’on obtient 
en faisant varier ¢ de 0 a1 dans les expressions 


aytht, yor kt, 24 lt, 


et aux environs de chacun de ces systémes, la fonction f(z, 7, 3) soit 
continue et admette des dérivées partielles continues. Regardons dans 
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la fonction f(x,y, z) les variables x, y, s comme respectivement 
égales aux fonctions (de t) z+ hl, yy» + kt, z+ lt, dont les déri- 
vées (par rapport a ¢) sont les constantes h, &, /; la fonction f(z, 7,2) 
deviendra alors une fonction (composée de ¢) dont la dérivée (par 
rapport a ¢) sera hf), + kf, + Uf,: or la différence dont on cherche 
une expression peut étre regardée comme l’accroissement de la fonc- 
tion (de £) 
SJ (Ho+ ht, yor kt, 3) + It), 


quand on passe de la valeur o a la valeur 1 de la variable; elle sera 
done égale a l’accroissement 1 de la variable multiplié par une valeur 
de Ja dérivée pour une valeur 4 de ¢ comprise entre 0 et 1; en d'autres 
termes on aura 


J (®o+ hk, yok, 2+ 1) —f (20, Yo, 40) 
=hf, (a+ 9h, yo+ Ok, 2+ 80) 
+ kf). (to+ Oh, yo + Oh, 20+ 92) 
+ Uf (xp + 9h, yo Ok, 30+ OL). 


C’est la formule cherchée. 

Cette formule, comme celle du n° 215, est précieuse pour l’éva- 
luation des erreurs. Supposons qu’on veuille calculer la fonction 
f(£, ¥, %, --.) pour un certain systeme de valeurs de z, y, 2, 


auxquelles on substitue des valeurs approchées a, 6b, ce, ..., les 


erreurs étanl moindres respectivement, en valeur absolue, que 2, §, 
y, --.. On verra, comme au n°’ 215, que Perreur qui en résulte pour 
J (£,7, 3, ---) est moindre, en valeur absolue, que Aa+BB+Cy-+..., 
en désignant par A, B, C, ... des nombres positifs, respectivement 


égaux ou supérieurs aux plus grandes valeurs absolues de /,, /), figs +++) 


quand x, y, 2, ... varient respectivement dans les intervalles 
(a—4,a+4), (6—£8, 64+ 8), (e—v,e+y7),.-.. D’ordinaire, on 
pourra évaluer les coefficients A, B, C, ... au moyen d’un calcul 


grossier. Toutefois, ’évaluation de l’erreur par la formule précédente 
suppose qu’on fasse exactement le calcul de f(a, b, ¢, ..-), ce qui, le 
plus souvent, est impossible ou trés fastidieux : on devra done ajouter 
aAg+Bo+ Cy ++... une limite supérieure de l’erreur commise dans 
’évaluation méme de f(a, 6, c,...). Cette limite supérieure s’obtient 
encore ens’appuyant sur la formule des accroissements finis ; on peut, 
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du reste, ne pas tenir compte de l’erreur commise sur |’éyaluation de 


(a, 6, ¢, ...) lorsqu’on fait les caleuls avec une précision telle que 


Verreur qui en résulte soit trés inférieure 8 Az + BB Cy are 

On peut, d’ailleurs, étre amené a partager le calcul en plusieurs 
étapes, a évaluer les erreurs commises a chaque étape et leur réper- 
cussion sur les étapes ultérieures; on aura, au fond, a appliquer plu- 
sieurs fois la méme méthode. 

Quoi qu'il en soit, en regardant la formule Aa + B8+4+Cy-+... 
comme exacte, on observera d’abord qu’elle contient, comme cas par- 
ticuliers, les regles données dans la note du n° 138 pour Pévaluation 
de erreur commise sur une somme, un produit, un quotient. 

Cette formule, en supposant connus les coefficients A, B, C, ..., 
permet de résoudre les deux problémes fondamentaux de la théorie 
des erreurs, celui que l’on a posé dabord, et le probléme inverse : 
lorsqu’on veut calculer la valeur @une fonction f(z, v, z,...) avec 
une erreur moindre qu’un nombre positif donné ¢, avec quelle appro- 


ximation faut-il connaitre ces nombres a, 6, c,... que l’on substituera 
aux valeurs exactes de 2, y, 5, ...? Ona alors a résoudre, par rapport 
aa, 8,y,---, Vinégalité Aa + BB+ Cy+...<¢. Le probleme com- 


porte une indétermination éyidente, dont on profitera pour le mieux. 
Si les coefficients A, B, C,... sont peu différents, on pourra prendre 
tous les nombres 4, 6, y, ... inférieurs au quotient de ¢ par la somme 
A+B+C-+...; dans le cas contraire, on pourra prendre, par 
exemple, a< te C= — as at +++ en supposant quil y ait 
n nombres x, y, z, ..-. Il arrive d’ailleurs fréquemment, dans les 
applications, que certains des nombres 4, 6, y, ... sont connus : on 
retranchera de ¢ la somme de ces nombres respectivement multipliés 
par leurs coefficients; la différence doit étre positive pour que le 
probléme soit possible : il se raméne évidemment a la résolution 
@une inégalité de la méme forme que celle qu’on vient de consi- 
dérer. 

Supposons maintenant qu’on yeuille réduire en nombres une for- 
mule : dans cette formule peuvent figurer certains nombres qui 
résultent de mesures forcément inexactes, ou de calculs antérieurs, 
dont les résultats ne sont qu’approchés, il peut y figurer aussi des 
nombres (comme 7 ou @) qu’on peut avoir avec telle approximation 
qu on yeut, mais auxquels il faudra bien, pour faire les calculs, substi- 
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tuer des nombres approchés. On remplacera par des lettres, dans la 
formule, tous les nombres auxquels on devra substituer des valeurs 
approchées; la formule prend alors Papparence d’une fonction 


J (©, ¥, 5, +++) et Von est ramené aux problémes précédents. 


: =. UE Seat 
Soit, par exemple, a calculer (/a(1g6)*— esin™d, ou lon suppose 


a= \/2, DBP, C=] OOo%, == 0,373; relativement aux trois’ derniers 


noinbres, on suppose que chacun d’eux est connu avec une erreur moindre 
qu'une unité de l’ordre du dernier chiffre. 

En regardant, pour un instant, les lettres a, 6, c, d comme des variables, 
on aura, pour appliquer la méthode précédente, a calculer des nombres posi- 
tifs A, B, C, D respectivement supérieurs aux valeurs absolues des dérivées 
partielles 


a 5 ERS wv Tw 
(igo)? 27 log b —sin 5d a Cp oee a 
Rae? aR” aR aR : 


ot R a été mis a la place du radical; un calcul trés grossier, ou l’on pourra 
s'aider de tables a un petit nombre de décimales, permet de reconnaitre que, 
dans les limites ot l'on suppose que a, 6, c, d restent compris, R reste supé- 
Qs 
rieur a 3, et qu’on peut prendre A = Mee = ee = as D= ae les 
10 100 10 100 
nombres 8, 7, 6 sont ici donnés et sont égaux respectivement a 1o—!, 1073, 
10-8 : dans expression Ax + B® + Cy de lerreur, la partie BB + Cy + Dod 
est connue; elle est inférieure a to-3+- 2.10~-*; il serait déraisonnable de pré- 
tendre obtenir le résultat avec une approximation d’un ordre supérieur au 


“artes a : vee 2 . 
milliéme; il serait déraisonnable de caleuler a =\/2 avec un trés grand 


Tw 


nombre de chiffres décimaux : si on le calculait avec une erreur moindre que 


[ : E eo hight 3 ' : 
-—10~*, et si tous les calculs ultérieurs étaient faits exactement. on pourrait 


compter que l’erreur finale serait moindre que 2.10~%. Cette supposition, qu’on 
fait exactement les ecalculs ultérieurs, est d’ailleurs absurde, puisqu’on ne 
peut avoir les valeurs exactes des logarithmes, de la racine, ...; mais, si lon 
fait les calculs avec une table a cing décimales, on peut compter que les erreurs 
provenant de ces calculs n’affecteront pas la troisiéme décimale du résultat (*). 

Pour effectuer le calcul, on cherchera le nombre dont le logarithme serait 


2 el I s ; 
égal a - log2 — A logn + 2 log(log72,5) —2logM, et l'on en retranchera le 


(1) C’est la un point dont le lecteur pourra se conyaincre par un raisonnement 
analogue a celui du n° 215, pour le passage des logarithmes aux nombres. 
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nombre dont le logarithme serait égal a la somme des logarithmes de 0,087 et 
du sinus de 37 grades, 3 dixiémes; on extraira, toujours au moyen des loga— 
rithmes, la racine carrée de la différence. On trouve ainsi 3,8201; on pourra 
compter que le nombre 3,82 est approché avec une erreur moindre qu’un cen- 
tiéme. Des tables a quatre décimales auraient suffi pour parvenir au nombre 
Big De 


219. Fonctions implicites. — Considérons |’équation 
(1) ee hy 72 
on en tire y= \/r?—2?; si dans l’équation (1) on remplace y par 


Pune ou l'autre de ces expressions, son premier membre se réduit 
identiquement a o. 

L’équation (1) définit deux fonctions de x, a savoir \/r? — x? et 
—\/r?— x?, dont chacune est continue dans l’intervalle (—r, +7). 
Ceci apparait aussi clairement sur la figure. L’équation (1) représente 


Fig. 65. 


le cercle de centre O et de rayon r, c’est-a-dire que le lieu des points 
dont les coordonnées vérifient |’équation (1) est le cercle qu’on vient de 
dire, la fonction \/r? — x? est représentée par le demi-cercle supé- 
rieur, la fonction — \/r? — x? par le demi-cercle inférieur; les arcs 
de courbe qui représentent ces deux fonctions et dont chacun n’est 
rencontré qu’en un point par les paralléles 4 Paxe des y se raccordent 
aux points A, A’, ot les tangentes sont paralléles a cet axe. 
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Regardons, dans l’équation (1), y comme égal 4 Pune des deux 


expressions /r?— x, —\/r? — x, dont on sait d’ailleurs qu’elles 
admettent une dérivée pour les valeurs de x intérieures a Vintervalle 
(—r,r), et désignons par y’ la dérivée de y (par rapport az). La 
dérivée du premier membre est 22 + 2yy/; ce premier membre étant 
identiquement nul, il en est de méme de sa dérivée; on a done 


y=: 
ype 


ot il est entendu qu’on doit regarder y comme égal a l’une des fonc- 
tions \/r?— x?, — V/r?— x?; et, en effet, on retrouve ainsi un résultat 
déja obtenu. 

Sous certaines conditions relatives a la continuité de Ja fonction 
J (2, y) et de ses dérivées partielles, le lieu des points dont les coor- 
données vérifient l’équation f(z, 7) =o est une courbe, qui peut 
d’ailleurs étre composée d’une ou plusieurs branches. Ces branches 
peuvent étre décomposées en arcs de courbe tels que chacun d’eux ne 
soit rencontré qu’en un point par une paralléle a l’axe des x; ces arcs 
de courbe sont limités, le plus souvent, a des points ot la tangente a 
la courbe est parallele 4 axe des y, comme dans l’exemple précédent. 
Ils peuvent aussi étre limités a des points multiples de la courbe, ot 
elle se croise elle-méme; par exemple dans la figure 66, la courbe en 8 


Fig. 66. 


peut étre partagée en quatre arcs dont chacun n’est rencontré qu’en 
un point par les paralléles a Vaxe des y. On peut (ailleurs la décom- 


poser en deux arcs seulement. 
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La courbe de la figure 67, qui présente en A un point de rebrous- 
sement, se décompose en quatre parties. 

En outre, il peut y avoir des branches de courbe qui s’éloignent 
indéfiniment, soit que les deux coordonnées grandissent indéfini- 


Fig. 67. 


ment, soit qu’une seule grandisse indéfiniment. Telles sont les princi- 
pales circonstances qui peuvent se présenter pour les courbes algé- 
briques, c’est-a-dire pour les courbes définies par une équation 
J(2,v) =o dont le premier membre est un polynome. D’autres 
circonstances peuyent se présenter pour d’autres courbes, dont il 
peut arriver, par exemple, qu’une branche s’arréte brusquement. 

Est-il utile de dire au lecteur que tout ceci n’est qu’une description 
destinge a Jui faire connaitre, sans démonstration, comment les 
choses se passent dans les cas les plus simples ? 

Quoi qu'il en soit, admettons qu’on ait isolé, dans la courbe définie 
par l’équation f(z, y) = 0, un trait continu limité a deux points dont 
les abscisses sont a, 6 et qui ne soit rencontré qu’en un point par les 
paralleles a laxe des y; cela revient a dire qu’ona défini dans lintervalle 


(a, 6) une certaine fonction continue y = 9(), telle que l’expression 
S(x,y”), quand on y remplace y par ¢(2), soit nulle pour toutes 
les valeurs de x considérées. Si l’on sait résoudre par rapport ay 
léquation /(2, vy) =o, si, par exemple, cette équation est une équa- 
tion du second degré en y, 9(z) est une des racines de cette équation. 
Si lon ne sait pas effectuer cette résolution, on peut imaginer qu’on 
sache, pour toutes les valeurs de x qui apparuennent a Vinteryalle 
(a, 6), choisir, parmi les diverses racines que peut avoir l’équation 


. 
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(en y) f(x, y)= 9, celle qui est égale a (a). On a alors défini, dans 

Vintervalle (a, 6), 7 comme une fonction implicite de x ('). 

Supposons de plus que le trait de courbe considéré admette une tan- 
gente en chacun de ses points, ou que la fonction o(x) admette une 
dérivée pour chaque valeur de 2 appartenant a Vintervalle (a, 6), il 
sera aisé de calculer cette dérivée. 

Lorsque dans expression f(x, vy) on regarde vy comme désignant 
o(x), cette expression est nulle, quelle que soit la valeur de x apparte- 
nant a Vintervalle (a, 6). Cette expression devient ainsi une fonction 
composée de x, quiest nulle dans tout cet intervalle : il en est de méme 
de sa dérivée par rapport aa; or cette dérivée, d’aprés la régle du 
n° 217, s’obtient en multipliant la dérivée partielle de f(x, v) par 
rapport ax par la dérivée de wx, qui est 1, et en ajoutant le produit 
de la dérivée partielle de f(z, v) par rapport ay par la dérivée o! (x) 
ou a de vy; on a donc f,+ y'f,=0, et, par suite, en supposant f, 
différent de o, 


ot il est bien entendu que, dans le second membre, y doit étre toujours 
supposé égal a o(z). 

Si f, était nul pour quelque valeur de z, la tangente au point 
correspondant de la courbe serait paralléle a axe des x : sans que 
j/imsiste sur ce point, le lecteur reconnaitra, par raison de symétrie, 
que, si f, est nul sans que /,, le soit, la tangente doit étre paraliéle a 
Vaxe des y, et qu'il convient de dire que la dérivée y’, qui a propre- 
ment parler n’existe pas, devient infinie. Mais, pour un point de la 
courbe ot l’on aurait a la fois f= 0, f,,= 0, la méthode précédente 
ne donne absolument rien. Un tel point (au moins pour les courbes 


algébriques) est dit multiple (*). 


(1) Lorsque y est exprimé au moyen de z de manitre que Von sache quels calculs 
il faut effectuer sur z pour avoir y, lorsque, par exemple, yv est une de ces fonctions 
élémentaires de xv étudiées iians le Chapitre précédent, ou une combinaison de ces 
fonctions, y est une fonction explicite de z. Pour peu que le lecteur y réfléchisse, 
il reconnaitra que la distinction entre les mots implicite et explicite regarde la 
forme et non le fond. : 

(*) L’étude de ces points, ot il arrive que deux ou plusieurs branches de la courbe 
peuvent se croiser, est en dehors du cadre de ce livre. 
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Supposons par exemple qu’on ait 
f(y) =l\g (2+ y?— tang =; 


je ne m/arréte pas a construire la courbe définie par l’équation 
J (@, vy) =0, ni a isoler sur cette courbe un ¢ract qui satisfasse aux 
conditions imposées; je me borne, pour calculer la dérivée de y par 
rapport a x, a appliquer les régles précédentes : on aura 


LVN VY BH ¥H > 


x+y? e+ y? ee 
dot 
ee CY. 
a eis 


La régle qu’on vient d’expliquer aurait besoin d’étre complétée en 
démontrant VPezistence de ces traits de courbe continus que l’on a 
admise, et Pexistence d’une tangente en chacun de leurs points (' ). 
On démontre que, si le systeme de valeurs x, y» attribuées aux 
variables x, y vérifie l’équation /(x, vy) = 0, si, pour ce systeme et 
aux environs, la fonction f(x, vy) admet des dérivées continues, et si 
la dérivée partielle /) n’est pas nulle pour ce systeme, il y a effective- 
ment un trait de courbe et un seul qui passe par le point dont les 
coordonnées sont Zo, Vo et que, en ce point, il y a une tangente dont la 
pente est la valeur de — a pour = 2%, y = yo. Em. partant d'un 

if 
autre point, sur ce trait de courbe, on arrive a le prolonger, et ainsi 
de proche en proche, tant que les conditions imposées a f(x, y) eta 
ses dérivées sont vérifiées. 

La régle pour calculer la dérivée de la fonction implicite de x 
définie par l’équation f(z, y) =o s’applique en particulier au calcul 
de la dérivée d’une fonction inverse d'une fonction donnée (n° 210). 
Ce cas particulier a été isolé, d’une part en raison de son importance, 
d’autre part parce que l’existence de la fonction inverse et de sa 
dérivée a pu étre mise facilement en évidence. 

La méme régle s’applique au calcul des dérivées successives. Si, 
par exemple, on veut, en reprenant les notations précédentes, calculer 


©) eivtrod.. n°) 224). 
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la dérivée ¢"(2) ou y" de la fonction 2(x), on partira de ’équation 
Jat ¥' fy = 0, 


etl’on regardera, dans cette équation, y comme égal a e(xz), 7’comme 
égal a 9'(2); elle est alors vérifiée pour toutes les valeurs de x qui 
appartiennent a lintervalle (a, 6), la dérivée du premier membre est 
nulle ; on la prendra encore parla régle du n° 217; elle est 


a] 


PIA ay ity) | ya vay 
en sorte que l'on a, pour déterminer y”, l’équation du premier degré 
DY Pv Ia Oo) Say ey 7. = 


Il est bien entendu, que, dans le premier membre de cette équa- 
te 
fy 

, 


Si, pour la valeur de x considérée, f.. était nul, en sorte que y/ fat 


tion, on doit supposer y égal a o(x), y’ égal a — 


infini, ’équation précédente n’aurait plus de sens, bien qu’elle semble 
se réduire a une équation du second degré en y'; je me borne a dire 


que cette équauion 
Ife 2H fey + Srs= % 


dans le cas ot Yon a /,= 0, f= 0 et ou ses racines sont réelles et 
distinctes, donne les pentes des deux tangentes aux traits de courbe 
qui passent par le point (multiple) considéré, a moins que les trois 
dérivées partielles du second ordre //:, fi, f/: ne soient nulles 
pour les coordonnées de ce point. Cette asseruion devient évidente 
si ’on admet l’existence de ces deux traits de courbe et |’existence de 
leurs tangentes. 
On peut éyidemment continuer de la méme fagon. 


220. Changement de variables. — Supposons qu’on se donne une 
fonction de z, y= f(x), et qu’on veuille substituer a x une autre 
variable ¢, liée & x par une relation telle que 2 = ¢(¢); on n’aura 
qu’a remplacer, dans /(x), x par 9(¢); c'est la le cas le plus simple 
du changement de variable : la régle relative aux fonctions de fonc- 
tions permet de calculer les dérivées successives de f(x) considéré 
comme une fonction (de fonction) de ¢, connaissant les dérivées par 
rapport ax de f(x) et les dérivées par rapport a ¢ de o(¢). 
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Supposons maintenant que x et y soient des fonctions données de ¢ 
GOL) Pa); 


y peut élre regardé comme une fonction de x définie de la maniére 


suivante : ’équation 2 = 9(¢) définit ¢ comme fonction de x; regar- 
dant ¢ comme cette fonction de x dans 4(¢), vy est la fonction de x 
définie par les deux équations précédentes; on peut se proposer de 
calculer les dérivées de)’ par rapport a z. 

Désignons par 9/(¢), U/(¢) les dérivées par rapport a ¢ des fone- 
tions 9(¢). 4(¢), par ¢@, la dérivée de é regardé comme la fonction 
de x que définit ’équation 2 = 9(¢), par y, la dérivée de la fonction 
de x que lon obtient en remplacant, dans 4 (2), ¢ par la fonction de x 
o(t); ona (n® 210, 212) 


que définit Péquation 2 = 


/ I t / U'(t) 
fe ae ve YeH=V(t)h= o(t) 


Supposons maintenant qu’on veuille avoir la dérivée seconde de y 
regardé toujours comme la méme fonction de z. 
v'(t) 
o'(t) 
comme la fonction de x définie par ’équation x = ¢9(¢) et l’on pren- 


On partira de l’égalité a ot lon doit regarder toujours ¢ 


dra la dérivée par rapport a x en appliquant la régle des fonctions de 
fonction; on aura ainsi 


o'(t) vu" (t)— o" (tft) vU'(t 
fies )v ie oN (£) U'( ) 4, 


g2(t) 
— (tert) — ore) vz) 
- o'3(t) 4 
on obtendra de méme les dérivées troisieme, quatriéme, ..., toutes 


ces dérivées sont exprimées en fonction de ¢, et il est sous-entendu 


que ¢ désigne la fonction de x définie par l’équation z = 9(¢). 
‘ 
Si, par exemple, on suppose 


2=t—sint, — i COsit, 
on aura 
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Les problémes de cette nature peuvent étre multipliés et compliqués 
a plaisir; les régles relatives aux fonctions de fonction et aux fonc- 
tions implicites suffisent a les résoudre. 

Des questions analogues se posent pour les fonctions de plusieurs 
variables et leurs dérivées partielles. 

Imaginons, par exemple, qu’on ait une fonction de trois variables 
o(x, y, 5) et quon y remplace x, v, s par des fonctions de u, ¢, 


x = if u,v), == IP. igs all Wk Oye 


la fonction o(z, v, z) deviendra une fonction de w, v dont les déri- 
yées partielles par rapport a uw, ¢ seront, en vertu de la régle des 
fonctions composées (n° 217), 


(Xo) 
ie ae yi Ab eral li , 
aie Gx tut Cin ae Oey, 
Oo 
Tene alee i ed la 
Se: fo Sy Bot zh, 


x,y, 3 doivent étre regardés 


) 
BU tek sO) 


ot il est entendu que, dans ¢), 


y) 
comme respectivement égaux a f(u, °), 


§ 2. — THEOREMES FONDAMENTAUX SUR LA VARIATION DES FONC- 
TIONS. FONCTIONS PRIMITIVES. DERIVEES ET FONCTIONS PRIMITIVES 
DE FONCTIONS D'UNE VARIABLE REELLE A COEFFICIENTS IMAGI- 
NAIRES. ETUDE DE LA VARIATION DES FONCTIONS PREMITIVES. 


221. Je reviens maintenant, pour en établir les réciproques, aux 
propositions fondamentales du n° 207 : 

Soit f(x) une fonction admettant, dans lintervalle (a, 6), une 
dérivée f'(x); on a yu que, si la fonction f(.c) est croissante dans 
Vintervalle (a, b), sa dérivée est, dans cet intervalle, positive ou 
nulle; que, si la fonction est décroissante dans Vintervalle (a, 6), sa 
dérivée est négative ou nulle; que, si la fonction est constante dans 


Vintervalle (a, 6), sa dérivée y est constamment nulle. 


Réciproquement, s¢, dans Uintervalle (a, b), la dérivée f'(x) 
nest jamais négative, et si elle nest pas nulle pour toutes les 
valeurs de x appartenant a un intervalle partiel (a', b') compris 
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dans Vintervalle (a, b), la fonction f(x) est croissante dans ce 
dernier intervalle. 


Il faut, pour le prouver, montrer que, si x), ©, sont deux valeurs 
de x telles qu’on ait 


(1) ZS ay < 4,256, 


on a f(z») <f(2,) : le théoreme des accroissements finis fournit 
VPégalité 
.e, 


iw 


SRE = 26) Si — So) f(s 


ou €désigne un nombre compris entre 7» et z,; le second membre 
est posiuf ou nul: on a done f/(2,)= f(2>), sous les seules condi- 
tions imposées. De deux choses l’une, ou bien dans l’intervalle (ao, #1) 
la fonction f(z) est constante et, dans tout lintervalle (2, %;), la 
dérivée f(x) est nulle; c’est une hypothése que lon a exclue; ou 
bien, pour quelque valeur 2’ comprise entre 7, et 2,, la fonction f(x) 
prend une valeur f(x’) différente de f(29); on doit alors, a cause des 
inépahttés ¢ << tyr! =< 7, <b, avoir f(x) Sf a) f(a) 5, masala 
supposition f(z») = f(x’) étant exclue, il faut bien que f(2,) soit 
plus peut que f(x’) et, a fortiori, que f(2,). La proposition est 
démontrée. 

J’ai exclu, dans la démonstration qui précéde, le cas ot la dérivée 
n’existerait pas pour quelque valeur de x appartenant a l’intervalle 
(a, b). Si, toutefois, on est assuré de la continuité de la fonction dans 
tout lintervalle, le fait qu'il y ait quelques valeurs de z (en nombre 
fini) pour lesquelles la dérivée n’existe pas, n'importe nullement pour 
ce qui est de la variation de la fonction, pourvu que la dérivée reste 
positive ou nulle dans lintervalle, sauf pour ces valeurs isolées ot elle 
n’existe pas. 

Tout dabord, en effet, sil y a une dérivée pour toutes les valeurs 
de x appartenant a lintervalle (a, 6), sauf pour les bornes a, 0, la 
démonstration subsiste enti¢rement puisque le théoréme de Rolle et 
la formule des accroissements finis (n° 215) ne supposent pas 
existence de la dérivée, pour les bornes a, 6, lorsque la fonction est 
continue. Si, maintenant, il y a, a ’intérieur de lintervalle, une va- 
leur « de x (et une seule) pour laquelle la dérivée n’existe pas, la 
démonstration précédente prouve que la fonction est croissante dans 
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Vintervalle (a,«), dans Vintervalle (a, 6); elle est done croissante dans 


tout l’intervalle (a, 6). Le reste est évident. 
On démontre de méme la proposition suivante : 


St, dans Vintervalle (a, b), la dérivée f'(x) n’est jamais posi- 
tive et si elle n’est pas nulle pour toutes les valeurs de x appar- 
tenant a un intervalle partiel (a', b') compris dans (a, 6b), la 
fonction f(x) est décroissante dans ce dernier intervalle. 

Enfin, s¢, dans Vintervalle (a, b), la dérivée f'(x) est constam- 
ment nulle, la fonction f(x) est constante dans cet intervalle. 


L’égalité (2) subsiste, en effet, quels que soient les nombres x9, 
x“, appartenant a Vintervalle (a, b); or, le second membre est nul; on 
a done f(2,)= f(2); deux valeurs quelconques de la fonction f(z) 
sont égales; la fonction f(x) est constante dans tout Pintervalle. 

Si Pon considére, par exemple, la fonction arc tang x + arc tang —, 
qui est définie et continue dans tout intervalle auquel n’appartient 
pas 0, sa dérivée sera 


I ar 

2 = 0:5 
WSS 2s I 
Seueesy: 


cette fonction est donc constante dans |’intervalle considéré. Quand x 
s’approche de o par valeurs positives, la fonction considérée tend évi- 


la 


demment vers —; telle est la valeur de la fonction considérée dans 


w 


tout intervalle a bornes positives; on voit de méme, en faisant tendre x 


vers © par valeurs négatives, que la fonction proposée est égale a — - 


dans tout intervalle 4 bornes négatives. Elle n’a pas de sens, et n’a pas 
de dérivée, pour z = o. Il faudrait done se garder de lui appliquer le 
précédent théoreme dans un intervalle auquel appartiendrait o. 

La méthode pour étudier la variation d’une fonction f(#) qui 
admet, en général, une dérivée, est fondée essentiellement sur les 
théorémes précédents. J’y reviendrai au Chapitre XV. 


299. Fonctions primitives. — On appelle fonction primitive 
d’une fonction f(x) une fonction F(a) dont la dérivée est Joy 
gimnrl 


par exemple, est une fonction primitive de x”, arc tangz est 


T. — I. It 
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. . . Va J . . Sao 
une fonction primitive de a b est une fonction primitive 
ig? Hae ; 


de la constante a regardée comme une fonction de z. 

Lorsqu’on a une fonction primitive de f(r) ilest aisé de les obtenir 
toutes : 

Supposons que la fonction f(z) soit continue dans l’intervalle (a, 5) 
et que la fonction F(x) admette, dans cet intervalle, /(2) comme 
dérivée; elle sera forcément continue dans cet intervalle. Soit ®(z) 
une autre fonction qui, dans le méme intervalle, admette la méme 
dérivée f(z). La dérivée de la différenee ®(2) — F(z) sera nulle pour 
toutes les valeurs de # appartenant a cet intervalle; ce sera donc une 


constante C; on aura 
®(27)= F(2)+ CG; 


réciproquement, il est clair que toute fonction obtenue en ajoutant 
une constante a F(z) a pour dérivée f(z), ou, si lon veut, est une 
fonction primitive de /(2). 

On appelle équation diff/érentielle (du premier ordre) une rela- 
tion entre la variable 2, une fonction inconnue y de cette variable 
et sa dérivée (premiére) y’. Une solution de cette équation différen- 
tielle, c'est une fonction 9(z) telle que, si lon remplace dans cette 
équation y par o(2) et y’ paro’(.xr), Péquation soit vérifiée quel que 
soit z('). Le probleme qui consiste a trouver les fonctions primi- 
tives d'une fonction donnée /(7) est le méme probleme que celui 
qui consiste a trouver toutes les solutions de Péguation différen- 
tielle y'= f(a). (La fonction inconnue y ne figure dans cette 
équation que par sa dérivée.) On obtient toutes les solutions de cette 
équation différentielle en ajoutant a une de ces solutions F(x) [a 
une fonction primitive de f(z)] une constante arbitraire C. Si Von 
veut avoir une solution qui prenne une valeur donnée yy pour une 
valeur donnée 2, de la variable, il suffira de déterminer C par la con- 
dition F(z)) + C= yy; la fonction cherchée est F(x) —F (29) +70. 

Remarquons que la recherche d'une fonction primitive de la fonc- 
tion donnée f(z) revient 4 déterminer une courbe y = F(z), telle 


(') Au moins dans un certain interyalle (@, 6); on dit alors que 9(@) est une 
solution dans cet interyalle. 
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que sa pente, en chaque point, soit une fonction donnée f(x) de 
Vabscisse. 

Le fait que toutes les courbes qui répondent a la question se dé- 
duisent de l'une d’elles par une translation paralléle 4 axe des y, n’a 
rien qui doive étonner le lecteur : deux courbes dont lune se 


Fig. 68. 


déduit ainsi de l’autre ont évidemment des tangentes paralléles (de 
méme pente) en des points de méme abscisse; la courbe dont léqua- 
tion est y = F(x) — F(a.) + y, est celle des courbes considérées qui 
passe par le point de coordonnées x), Vo. Il va sans dire que ceci 
suppose que z) appartienne a un intervalle ot la fonction F(x) est 
continue. 

Par exemple, toutes les courbes dont la pente est proportionnelle a 
Pabscisse x sont les paraboles dont |’équation est de la forme 


a ie 
Y= = 


a est le coefficient de proportionnalité. 

Supposons que la variable 7 représente le temps; trouver une 
fonction primitive de f(z), c’est trouver un mouvement rectiligne 
dans lequel la vitesse soit f(x) a chaque instant w. Par exemple, un 
mobile dont la vitesse est constante et égale a v) se meut, sur l’axe 
des y, d'un mouvement uniforme défini par l’équation vy = v9 2 + 6; 
la constante 6 représente l’ordonnée du mobile a lorigine du temps. 
D’une facon générale, si F(z) est une fonction primitive de f(z), 
tout mouvement sur l’axe des y dans lequel la vitesse est f(a) a Pin- 
stant x sera défini par une équation de la forme y=F(x)+ C; on 
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pourra déterminer la constante C de maniére a avoir la loi 
=F (xv)— F(ro)+ fo 


du mouvement du mobile qui, a ’époque x,y, passe au point d’or- 
donnée 19. 

Les fonctions primitives sont suscepubles d’une autre interpréta- 
tion géométrique qui, outre son importance, a cet intérét de rendre 
leur existence manifeste. Il convient, en effet, de remarquer que les 
raisonnements précédents supposent l’existence d’une fonction F(z) 
dont la dérivée est f(z). 


Aire d’une courbe. — Je supposerai dans ce qui suit que les valeurs 
de « que lon considére appartiennent a un intervalle (a, 6) ot la 
fonction donnée f(x) est continue. 

Pour simplifier, je supposerai aussi qu'elle soit positive dans le 
méme intervalle; sorent Ay, M deux points du trait de courbe qui 


Fig. 69. 
Y Ps e 
M M, 
Ao 
| | 
0 AS M’ Pp’ i 


représentle la fonction f(x), ayant pour abscisses % et & > Xo; Je 
regarderai le premier point comme fixe, le second comme variable. 
Ceci posé, laire curviligne Aj) Ag MM' comprise entre les deux 
ordonnées Aj Ao, M’M, l’axe des x et la courbe, est un nombre déter- 
miné quand on se donne zy et x ('). Cette aire est une fonction de az, 
que je représenterai par o(z) et que je désignerai comme étant l’aire 


(1) On suppose, bien entendu, que Vunité de surface est le carré construit sur 


Punité de longueur. 
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de la courbe comptée a partir de la droite Aj Ao; d’apres les suppo- 
sitions que l’on a faites, cette fonction (2), définie pour # > x, est 
positive et s’annule pour x = 2». Si l’on donne a x un accroissement 
positif = M'P’, laccroissement correspondant de o(x) sera l’aire cur- 
viligne M/MPP’; la continuité de la fonction 9(x) est évidente sur la 
figure : on va en évaluer la dérivée. L’aire curviligne M’'MPP’ est 
comprise entre les deux rectangles M’/M M, P’ et M’P, PP’ dont la base 
est M’P’—h et dont les hauteurs respectives sont M/M = f(x), 
Pepi eh) dans la figure, le premier rectangle est le plus 
peut, parce qu’on a supposé la fonction f(x) croissante quand la 
variable croit de OM’ a OP’; ce serait Vinverse si elle était décrois- 
sante. Dans les deux cas, les quantités 


hf(v), e(@+h)—9a), hf(e@+h) 


se suivent par ordre de grandeur, croissante ou décroissante; il en 
est de méme des quantités 


O(a + h) — (a) 


J (2), ; Yaak. 


il suit de 1a et de la continuité de la fonction f(x) que le rapport 
o(7 + h)— 9(z) 
h 
compris entre deux nombres dont lun est f(z) et dont l'autre tend 


a pour limite f(x) quand h tend vers 0, puisqu’il est 


vers f(x) quand h tend vers 0; cela revient a dire que la fonc- 
tion o(#) admet une dérivée et que cette dérivée est f(x). Le rai- 
sonnement a été fail en supposant / positif; on le refera sans peine 
en supposant / négatif. 

Ainsi, l’aire A} Ay MM’ est une fonction primitive de f(@)..91 F(a) 
désigne une fonction primitive quelconque de f(a), on devra avoir, 
en désignant par C une constante convenable, o(.7) = F(x) + G; on 
détermine cette constante en écrivant que la fonction 9(#) s’annule 


pour z= 2, et l’on en déduit 
o(a#) = F(x) — F(x). 


Pour obtenir Vaire comprise entre Vaxe des «, une courbe dé- 
finie par Véquation y = f(x) et deux paralleles a Vaxe des y qui 
correspondent aux abscisses xo et 2, entre lesquelles on suppose 
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que la fonction f(x) soit continue,on cherche une fonction primi- 
tive F(x) de f(a); Vaire cherchée est la di fférence F (x,)—F (9). 


On a toutefois supposé, dans ce qui précede, que la fonction f(z) 
était positive entre x, et 2,, et que l’on avait 2, > xo : dans ces condi- 
tions, aire qu’on a évaluée est essentiellement positive. Conservons 
Vabord la premiére supposition /(2)> 0, pour nous débarrasser de 
la seconde. 

Si Pon avait z,< 2), en vertu du méme raisonnement, l’aire con- 
sidérée serait F(z)) — F(x,). ll est naturel d’adopter toujours pour 
cette évaluation expression F(x,)—F(a2,), en convenant de re- 
garder l’aire, évaluée a partir de la droite A) Ay, comme négative quand 
le point M’ est a gauche de Aj. Dans ces conditions, la formule 
F(z,)— F(x») convient dans tous les cas. Supposons maintenant que, 
dans l’intervalle considéré, la fonction f(z) soit négative; il suffit de 
changer la direction positive de l’axe des y, pour étre ramené au cas 
précédent et reconnaitre que l’expression | F(#,) — F(.r)|, ot F(x) 
désigne encore une fonction primitive de f(x), représentera toujours 
la valeur absolue de l’aire comprise entre l’axe des x, le trait de 


courbe, les deux paralléles 4 l’axe des.) qui correspondent aux abs- 
cisses Z) et z,; la formule F(x,) — F(x,) représente la méme aire 
regardée comme négative si x, est plus grand que x), comme positive 
si z, est plus petit que Zo. 

Enfin, si dans lintervalle (v9, 2,) la fonction f(x) change de signe, 


Fig. 70. 
NG 
Ao 
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A, 


si la courbe traverse l’axe des x, la formule F(a,) — F(2,), ou F(z) 
désigne toujours une fonction primitive de f(z), représente une 
somme algébrique d’aires, dont les unes sont situées au-dessus de 
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axe des x, dont les autres sont situées au-dessous : si on a 2, > 2p, 
les premiéres sont regardées comme ‘positives, les secondes comme 
négatives; c’est l’inverse si x, est plus petit que 2». 

En adoptant ces conventions, la formule F(a) — F(a,) convien- 
dra toujours pour évaluer l’aire de la courbe comptée a partir de la 
droite A), Ay (x = xp). Sil’on veut, au contraire, évaluer les aires en les 
regardant comme essentiellement positives, il sera nécessaire de tenir 
compte des changements de signe de f(.x) et d’évaluer séparément 
des aires qui correspondent a des intervalles ot f(a) garde un signe 
constant. 

Soit, par exemple, a évaluer l’aire du triangle rectangle OAB; 


oy : : b ee: 
Péquation de la droite OA sera y = =, en désignant par a, 6 les 


Fig. 71. 


coordonnées du point A, c’est-a-dire les deux cétés OB, BA de langle 


: : : Ie OF ee. : z 
droit du triangle rectangle. La fonction - ~ x? est une fonction pri- 


hes b ae b GE : 
mitive de Pe la différence . C= = des valeurs qu’elle prend pour 


2=aet x =0 représentera l’aire cherchée. Il est aisé de déduire 
de la la réele relative a l'aire d’un triangle quelconque, qui peut tou-. 
oD oD ) 
jours étre décomposé en deux triangles rectangles. 
el 
I+ 7?’ 
la forme de cette courbe est représentée ci-dessous; évaluons aire 


Considérons maintenant la courbe définie par équation y = 


comprise entre l’axe des x, la courbe, l’axe des-y et'la droite MM. 
: ; % , pe 8) [ 
La fonction are tang est une fonction primitive de Tee elle 


s’annule pour 2 = 0; la différence are tang — 0 = arc tang & repré- 
sente l’aire cherchée. Si Von suppose, par exemple, que Vabscisse 
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Ae ; A TO ce 
de M soit —,; lVaire cherchée sera arc tang — = =: Si l'on suppose 
8) 


I 
a8 

ue x augmente indéfiniment par valeurs positives, arc tangzx tend 
q 8 ) 8 


RE n F 5 A 
vers; il en est de méme de Vaire; c’est ce qu’on exprime souvent en 


x 
= 

go 

a | 
iw) 


(0) M’ x 


disant que l’aire comprise entre l’axe des v, la courbe et son asymp- 


tote est finie et égale a 


vla 


: , AY ib . I 
Considérons encore la courbe définie par ’équation y = ee la fone- 


5 I : P ‘ : es ant 
hon. est discontinue pour 7=0; conformément a ce qui a ete dit 


plus haut, on ne la considérera que dans des intervalles auxquels 0 


Fig. 73. 


n’appartient pas; j’évaluerai l’aire de la courbe a partir de la droite 
Aj, Av en supposant l’abscisse de A, égale a 1: logx est une fonction 
primitive de ~ Vaire Aj, A, MM’ sera, en désignant par x Vabscisse 
du point M supposée positive, lg~x—lgi=lgaz; elle devra étre 
regardée comme posilive pour z > 1, comme négative pour 2 <1. 

On observera que les aires, comptées a partir de Aj, Ao(a =1), qui 
correspondent a deux points M, N dont les abscisses sont inverses, 
sont égales en valeur absolue. ; 
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Ici l'aire comprise entre la courbe et l'asymptote n’est pas finie, 
puisque log z croit indéfiniment avec 2. 

Je suis parti des propriétés connues des fonctions arc tangz, Igx; 
mais il faut remarquer que la recherche des fonctions primitives 


ae < se serait certainement imposée si l’on n’avait pas étudié 
antérieurement les fonctions arc tang. z, lex. Ces derniéres fonctions 
auraient pu étre définies comme les aires de courbes particuliérement 
simples. De cette définition méme on aurait pu déduire leurs pro- 
priétés. Je ne développerai pas cette déduction; je n’en indique la 
possibilité que pour faire soupconner au lecteur cette nécessité de 
eréer des fonctions nouvelles, afin de représenter les fonctions primi- 
tves quine peuvent s obtenir au moyen des fonctions antérieurement 
connues. 

J’aurai a revenir plus tard sur la recherche des fonctions primitives, 
dans des cas simples ot elles peuvent s’exprimer au moyen des fonc- 
tions algébriques, exponentielles, circulaires, logarithmiques, etc. 
Je me borne pour le moment a dire que cette recherche est essen- 
tellement fondée sur les résultats obtenus dans le présent Chapitre, 
et en particulier sur les expressions des dérivées que l’on a calculées, 
expressions qu’il faut avoir toujours présentes a l’esprit, afin de 
reconnaitre de suite, sur une de ces expressions, quelle est sa fonc- 
tion primitive. 

La remarque suivante, relative aux fonctions de fonction, sera d’un 
usage courant : soit uw une fonction de x et f(w) une fonction de u, 
que l’on peut ainsi regarder comme une fonction de fonction de z. 
Soit F(w) ane fonction primitive de f(w) quand on regarde uv comme 
la variable; en d’autres termes la dérivée de F(w), par rapport a wu, 
est f(u). F(w), en y regardant u comme une fonction de , sera une 
fonction primitive de f(w) u’, en désignant par uw! la dérivée de wu par 

; ; 


t 


u u 
a. ee SY 
sa A ergy) 
mitives lew, arc tangu, arc sinu, les expressions 


rapport a %; ainsi ae admettent comme fonctions pri- 


I 


22 a a 
9 


1 a?’ Gee tan G ‘ 
l= a 
a 


admettent comme fonctions primitives le( -- @7), arc tang ae 
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La fonction 


—sgna 
I a oi 
V@— x? Pr x? 
I —_ — 
Va 
admet comme fonction prunitive arc sin — ou — arc sin a suivant 
a 


que a est positif ou négatif, etc. Signalons encore cette proposition 
évidente : 

Si F(x) et ®(z) sont des fonctions primitives des fonctions f(z), 
o(x) et si A, B sont des constantes, la fonction AF(z) + B® (2) est 


: . Oo es if x 
une fonction primitive de Af(z)-+ Bo(z). Par exemple 7 are tang > 


est une fonction primitive de ee 
xv? +- a? 

223. Fonctions 4 coefficients imaginaires. — Jusqu’ici, quand on 
a parlé de dérivées ou de fonctions primitives, on a toujours supposé 
que la variable et les fonctions dont on parlait étaient réelles. 

La notion de dérivée et, par suite, de fonction primitive, s’étend, 
sous certaines conditions, a des variables et a des fonctions imagi- 
naires; mais cette extension est entiérement en dehors du cadre du 
présent livre. A la vérité, pour ce qui concerne les dérivées, cette 
extension a été donnée au Chapitre VII quand il s’agit d’un poly- 
nome. Mais, pour les polynomes, on a adopté une définition de la 
dérivée autre que celle qui a été Vobjet du présent Chapitre : Pune 
des raisons que l’on avait pour cela était d’éviter toute confusion dans 
Pesprit du lecteur. Cette notion de la dérivée d’un polynome, ot la 
variable est imaginaire, est indispensable pour certaines théories rela- 
tives aux équations algébriques et aux courbes algébriques. Dans le 
présent Ouvrage, elle n’interviendra que pour ce qui concerne les 
équations algébriques, et c’est avec intention qu'elle a été présentée 
indépendamment de la notion de limite. Partout ailleurs, la variable 
sera supposée essentiellement réelle ; tout en se tenant a cette con- 
ception de la variable, il est commode de parler de la dérivée ou de 
la fonction primitive d’une fonction f(x) dune variable réelle, mais 
qui contient des coefficients imaginaires. Une telle fonction sera 
définie dans un intervalle (a, 6), a bornes réelles, si on sait la mettre 
sous la forme o( 2) ae tb(x), (x) et U(2) étant des fonctions réelles 
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de la variable a, définies dans cet intervalle; elle sera continue dans 
le méme intervalle si ¢(x) et U(x) sont continues; par définition, sa 
dérivée (par rapport a x) sera o’(#) + ¢'(z), en désignant par 9! (2) 
et U(x) les dérivées de 9(.r) et de ieee 

En adoptant cette définition, on reconnait sans aucune peine que les 
régles pour prendre la dérivée d’une somme, d’un produit, d’un rap- 
port de deux fonctions s’appliquent sans modification a ces fonctions. 
Il en est de méme pour la régle relative aux puissances enliéres, posi- 
tives ou négatives, qui se déduisent des regles précédemment rap- 
pelées. 

Par exemple, les dérivées des fonctions 


: : I es 
1+ 2 —(1+12)2?, ——, cosx+isne 
G+1 


sont respectivement 


ti—2(1+1)2 es i sen ae epee aae, 
— T —— * = U 
: (a tty? (1+ 247)? © (1+ 27)? ” 


— sing + icosx =t(cosxr+isinz). 


La fonction primitive d’une fonction de la forme o(7) + tU(z) 
sera par définition une fonction admettant pour dérivée 9(a)+ 74(ax): 
si ®(x) et W(x) sont des fonctions primitives de ¢(«) et de Y(x), 
®(z) + (W(x) sera une fonction primitive de o(xv) + ¢b(zx); la 
fonction primitive la plus générale de cette derniere fonction sera 
®(x) + iW (x) + A+ cB, en désignant par A, B des constantes arbi- 
traires, puisque ®(z) + A, W(x)+ B sont les fonctions primitives 


les plus générales de 9(x) et deb(a#); par exemple, cosx + v sin est 


= . Sed a Satis I U8 1h 
ine fonction primitive de ¢(cosz Lsin Zz = ee est une 
eae aioe naa ( sp )s U+t w+) 


: ne ee 1— @ 22 one f x 
fonction primitive de ——— + ———7; il en résulte que =—_; 
(apt a= i) (GPRS TP Li 


I — 2 WL 


oat . aha 
——— sont des fonctions primitives de —-——,> ———;>: 
= I (PSS 1)2 (224-1)? 


x 
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EXERCICES. 


215. Calculer les dérivées des fonctions 


x@ arcsinzg + Vi — x, 


I 
- , 2 
awarctang x 5 lg(i+ #*), 


Vi=—x?-+ leg 


t= Vie 
x > 


1 I 
zw arctanga” — -le(1+ x?) — -(arctang 2 )?, 
2 2 


= [sin(tge) — cos(Ig)]. 
~ [sin(lg2) + cos(Ige) |, 
pe ent a Van eames (a> 0), 
a 
I ax+b 
—————. arc tang —— ac — 62> 0), 
Vac — b? Bae 203 


ax +b—Vb?— ac 

———— o _ 
g ————— 

2V7b2—ac |ax+b+/b?—ac 


—I GR SE 


(62— ac > 0), 


(a <o, 6?—ac> 0), 


Yt (at 2) + 5lelo + V2), 


a Be 
+ —arcsin —> 
2 a 


x 


Va(ac — b?) 


aVan+2br+e— Va(ac — 6?) 
axz—~—b 


: : I \ ae 
arcsin(thz),  aresin(i —— }, lg|th— 
cha 2 


[a(ac— 6?) > 0], 


DERIVEES. 
ee See 5 ED == @) 
: i = 
2 I ‘ 
=e : lg z 
sina a cosa Mp5 
Si cos ——— 
2 2 
[ jo a ot + 2% ¥— ab 
2 ata | (ab <0), 
v= Filb a+ba 


esx, (she )h2x, 


216. De Videntité 
ib Gat 


L+e+e?+...+ 72% = —_— 
b= 


déduire les suivantes 
1— (N+ 2) e"*14+ (n+ 1) grt? 
») 


I+2%7+37?+...4+(n+1)2"=- ( ; 
I— @)2 
« 


1.2+2.3@+...+(n+1)(n+2)x” 


2—(n+2)(n+ 3)ue"*1+2(n+1)(n 
a (1— a2)? 


3) —— (70 = 1) 7 eas 


217. De Videntité 
. Anti 
— 2x 


I 
Si OOS 21 | COSD Laws at COSTE — 


déduire une expression de 
smgz + 2sn2v7+...+nsinnas. 


218. Former les dérivées nitmes de sin?z, cos?z, sin’ x, cos®a 


219. Calculer la dérivée seconde de e”, u étant une fonction de x dont les 
dérivées premiére et seconde sont w’ et wu"; vérifier que cette dérivée seconde 


s’annule identiquement quand on suppose u = lea. 


220. Calculer les dérivées des fonctions 


xzt+a Dan 
arctang (———— ) —arctangz, arctang({ ——, }) — 2arctang2, 
I1— ax I— x 
32 — 3 \ ; Rip 
arctang ( ——-— ) — 3arctang”, arcsin{( ——— } — 2arctangz, 
O\ = Bie Sra I+ @? 


1— x? 1+ cos” 
——. — Marc tangy,  Zarecos = SS 
2 


I+ x2 
; ae —e#, le(sha+ 1-4 sh?) — a, 


arc cos 


j\—the 
1 


Der, 


et expliquer les résultats trouvés. 
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221. Avec quelle approximation peut-on connaitre un are (exprimé en 
grades) quand on connait le logarithme vulgaire de son sinus avec une erreur 


2 I Ne 
moindre que - 10-5? 
2 


: ae HE 
1° Quand ce logarithme est plus petit que log sin —; 
4 


5 : en UE 2 
2° Quand il est compris entre log sin — et log sin —; 
5 4 to} Ry 


> 


: . 5. Oe _ O74 
3° Quand il est compris entre log sin — et log sin we, 
5 200 


Avec quelle approximation peut-on connaitre un arc, connaissant le loga— 


: : l ie 
rithme de sa tangente avec une erreur moindre que - 107%? 
2, 


222, Si Von pose y =cos(narccosx), en désignant par m un nombre na- 
turel, on sait (n°? 109) que y est un polynome en x, du degré 7, dans lequel 
tous les termes sont de méme parité, et dans lequel le terme de degré le plus 
élevé est 2-14”; montrer que les expressions 


(ae eye a), 
CS? ey — ay =e Py 


s'annulent identiquement quand on y remplace y par ce polynome, y’ et y” 
par ses dérivées premiére et seconde. 

Si lon poseny7 — Boa Agata), Ap ee Ps Cle Sl) POM eeme 
que l’expression (t— 2?) y"— wy'+ n?y est identiquement nulle, on obtient 
une relation entre deux coefficients consécutifs du polynome y. Calculer les 
coefficients de ce polynome. ( Voir Ba. 37 et n° 351.) 


223. Montrer que ch| x le(a + fa? — 1)| est un polynome en & de degré n, 
en supposant que m soit un nombre naturel. Trouver l’expression explicite de 
ce polynome. 

Sin est un nombre naturel impair, les expressions 


sin(marcsinz ), sh n le(a + Vo? 1)] 


sont des polynomes en 2; trouver les expressions explicites de ces polynomes. 


bal eee “s I | 
224. Montrer que la dérivée niéme de ——— est de la forme Gap 
re a : I-+ 2?) 


ou P, est un polynome en a, de degré n, dont tous les termes sont de méme 
parité; calculer le coefficient du terme en zw”. 


I : 
DOD Sl LOnmEpOsenja—i——- > idenbtlte 
P 2 I+ 22’ 


GASP EP Si 
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conduit (n° 213) a la suivante 
(Ie @) re?) on +2) ey (n+ 2)(n ED y= 0, 


ot yl), yir+u, y(r+2) désignent les dérivées niéme, (n + r)ieme, (n + 2 )ieme dey. 
Déduire de la que l’expression 


\ ! 


ie 2) ore PP (1) Py 


polynome défini a 


s'annule identiquement quand on y remplace P, par le } 
t seconde. 


Pexercice précédent, P;, et P/, par ses dérivées premiére e 
Former l’expression explicite du polynome P,,. 
Déterminer trois polynomes A, B, C tels que l’expression 


APnyet BP p+ ate GRr 


soil identiquement nulle. 


226. La dérivée rieme de la fonction y= e=* est de la forme e—*"P,,, en 
désignant par P, un polynome de degré n, dont tous les termes sont de méme 
parité; calculer le coefficient du terme du plus haut degré dans ce polynome. 

De lidentité »'+ 22y =o déduire une relation de la forme 


A y+) ae Bye+1) ae Cy”) =O 


ot A, B, C sont des polynomes. En déduire une relation de la forme 
A, P;, + By P+ Ci Prp=o, 


ot A,, By, C; sont des polynomes. Utiliser cette relation, qui doit étre iden- 
tiquement vérifiée par le polynome P, et ses dérivées, pour obtenir l’expres- 
sion explicite de ce polynome. Déterminer trois polynomes Ag, Ba, C, tels que 
Von ait identiquement 


Ag Prio+ Bo Pnii+ CoPr=o. 


227. Former les dérivées partielles du premier et du second ordre de la 
fonction 


—  arctang 


Vur+ yre 


y 
a: 


998. Sachant que y est une fonction (implicite)de x, définie par l’équation 


2are tang es 


B*a- V7 = € , 


on demande de calculer la dérivée seconde et la dérivée troisiéme de y par 
rapport a zw. Ces dérivées peuyent-elles s’annuler? 


= 
t 
lop) 
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2929. Quelle est la dérivée seconde de (awv?+ 2ba +c? 
; : sls I 
Quelle est la fonction primitive de —————————___—_? 
(axv?+-2bx +c) 


230. Montrer que, si y est une fonction de x définie par l’équation 


Agv’?+ 2Bay+Cy?+2Dx+2Ey+F=0, 


. A! 3 t 
ot A, B, G, ..., F sont _des constantes, (/ sn est un polynome du second 
ye 


degré. — On résout l’équation par rapport ay, et l’on s’appuie sur le résultat 
de l’exercice précédent. 


231. Sachant que l’expression e*(#?+ 3x” + 4) admet une fonction primi - 
tive de la forme e*P, ott P est un polynome en x, déterminer cette fonction 
primitive. 


232. Sachant que l’expression (3% —1)cosx-+(t—22z)sinzw admet une 
fonction primitive dela forme P cosz + Qsinaw, ot P, Q sont des polynomes, 
trouver ces polynomes. 
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SERIES DE FONCTIONS. 


§ 14. — SERIES DONT LES TERMES SONT DES FONCTIONS 
D'UNE VARIABLE. SERIES ENTIERES EN ~. 


224. Continuité. — Nous avons déja eu Voceasion de considérer 
des séries dont les termes étaient des fonctions de x (‘) : telle était, 
par exemple, la série 


la A 


dont on amontré qu’elle était convergente (et méme absolument con- 
vergente) pour toutes les valeurs de x; la somme de cette série est 
une fonction de x, définie quel que soit x. | 

Soit, en général, 


Jil®@), Ar(@), SG) Jn(@), 


une suite infinie de fonctions de x définies dans l’intervalle (a, 6); si, 
pour chaque valeur de x appartenant a cet intervalle, la série 


(f) Sie) + fe(@) + e+ fn) +... 


est conyergente, sa somme sera une fonction définie de x qu’on 
pourra calculer, avec telle approximation qu’on voudra, pour chaque 
valeur de x appartenant a l’intervalle (a, b). 

En désignant cette somme par F(z), on pourra poser 


E(2) = file) Pf Pile), 


ou il est entendu que le second membre représente la somme de la 


(!) La variable z est supposée réelle jusqu’au n° 228. 


T. — Il. 12 
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série qui y figure. Inversement, si l’on part d’une fonction donnée 
F(a) et si Von trouve une série telle que (/) qui soit convergente, 
pour chaque valeur de x appartenant a Vintervalle (a, 6), et dont la 
somme soit, pour chacune de ces valeurs, égale 4 F(z), on dit qu’on 
a développé F (x) en série sous la forme f, (2) + fo(z) +.... 

C’est ainsi que, pour toutes les valeurs de z appartenant a l’inter- 
valle (— a, @), ol & est un nombre positif plus peut que 1, ona 


SHElt+er7t+7?t...4+ 7"4+.... 


Le second membre est un développement en série du premier, 
suivant les puissances enticres et positives de x. 


Supposons, en revenant aucas général, qwil existe une suite 


REUIS Chie Cre odes (Cig o.0% Ss gue une par 

de nombres posit 4 Cl : tels que, d’une part, la 
série 

(a) a, +4o te... +4)+... 


sout convergente, et que, d’autre part, on ait, pour chaque valeur 
de x appartenant a Vintervalle (a, b), | fi (a) |So1,| fo(v) | Soe, ... 
et, en général, | -n(x) | San; tl est clair que la série(f) sera ab- 
solument convergente pour toutes les valeurs de x appartenant a 
Vintervalle (a, b). 

Supposons en outre que, dans ce méme intervalle, toutes les 
fonctions f, (2), fo(£), -.-;fn(&), ... sotent continues, je dis que 
la somme F(a) de la série (f) sera aussi continue dans Vinter- 


valle (a, b). 


Soit, en effet, z) une valeur quelconque de w appartenant audit 
intervalle ; 11 faut prouver qu’a chaque nombre positif ¢ on peut faire 
correspondre un autre nombre positif ¢’ tel que l’on ait 


| F(a + hk) — F(a)| <e 


pourvu que / soit moindre, en valeur absolue, que ¢’, et que 2»+h 


appartienne, comme Zo, a l’intervalle (a, b). 

Désignons en général par S,(z) la somme des n premiers termes 
de la série (f) et par R, (x) le reste correspondant de cette méme 
série, c’est-a-dire la somme de la série absolument convergente, 


SERIES DE FONCTIONS. 179 


quand w appartient a l’intervalle (a, 6), 


Fnvi(2) + fn+2(#) SF ooo 8 


désignons aussi par sr, le reste de la série (a) limitée au terme ap, 
c’est-a-dire la somme de la série convergente, a termes positifs, 
Ony1 + Sno +.-.. On aura, quelle que soit la valeur de x, apparte- 
nant a l’intervalle (a, 6), Rr(av) Srp, et, d’autre part, 


F(@) = Sp(@%) + Rn(z). 


On en déduit, sous la seule condition que zy et 27» +h appartiennent 
a lVintervalle (a, b), 


| F(ao+ h)—F(x0)| =| Sn(eo+ h) — Srl 2%) + Rn(ao+ h) — Rn(2) | 
| Sn(@o+ h) — Spn(%o)| + | Ra(Go+h)| + | Ra(a)| 
| Sn(@o-+ h) — Spn(@o0)| + 27n-. 


WA LA 


Ceci posé, puisque la série (a) est convergente, on peut choisir n 
assez grand pour que l’on ait r, < re nm étant ainsi fixé, la fonction 
S,n(x), somme de nr fonctions continues, est elle-méme continue pour 
“% = 2X); on peut done faire correspondre au nombre posit ¢ un 
nombre positif <’ tel que, sous la seule condition que 2%) + h appar- 
tienne a l’interyalle (a, 6) et que la valeur absolue de h soit inférieure 
ae’, l’on ait 


S 


| Sn (ao +h) —Sn(x%)|< zi 


de cette inégalité et de la précédente résulte Vinégalité 
| F(a +h) — F(a) | <e, 


sous la condition que z»+ / appartienne, comme 2», a Vintervalle 
(a, 6) et que l'on ait | | <¢'; la proposition est démontrée. 
Par exemple, la série 


sing sin 27 sinnw 
- + 


2 a2 oon ne? 


est absolument conyergente quel que soit x, puisque ses termes sont 
inférieurs ou égaux, en valeur absolue, aux termes correspondants de 
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la série numérique, a termes positifs, 


eens 


I 
DR 32 +... t ne 
et que, d’autre part, ses termes sont des fonctions continues de x 
dans tout intervalle; sa somme est donc une fonction de x, continue 
dans tout intervalle. 


225. Séries entiéres en x. — Parmi les séries dont les termes sont 
des fonctions continues de z, les séries qui sont de la forme 


(a) Ay aL 4+ Agv*+...4+ Anx"+..., 


tiennent en Analyse un rdéle considérable; a), a, ao, ..., Any --- 
sont des constantes numériques que j appellerai les coefficients de la 
série : celle-ci est donnée quand on se donne la suite de ses coeffi- 
cients. 

Considérons d’abord le cas ot tous les coefficients a), Q,..., 
dn, +. sont des nombres positifs (ou nuls); pour une valeur positive 
de 2, tous les termes de la série (@) sont positifs (ou nuls); la somme 
de la série, si elle est convergente, est positive. 

La série (a) étant donnée, il peut se faire qu’elle ne soit conver- 
gente pour aucune valeur positive de x; ce serait le cas, comme le 
lecteur s’en assurera sans peine en appliquant les régles du n° 181, 


pour les séries 


I+ @-+(2@)? +...4+(n@v)?-+..., 


CU 152027 1.9.3 03+. 6. 1 oo LP. oe 


Ecartons ce cas. Si la série est convergente pour une valeur posi- 
tive «, il est clair qu'elle sera convergente pour les valeurs positives 
de w inférieures a %, puisque, pour de telles valeurs, les termes de la 
série (@) seront inférieurs aux termes correspondants de la série 
numérique 


Ay + a4 — Ane? +...4+ An 4"-+...: 


la somme de la série (a) sera inférieure a la somme de celle qu’on 
vient d’écrire. 
Il peut, enfin, arriver que la série (@) soit convergente pour toute 
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valeur positive de x; telle est la série 


Supposons que la série (a) soit convergente pour certaines valeurs 
positives de x, divergente pour d’autres. Si la série est convergente 
pour w=, divergente pour x = 3, les nombres « et 8 étant posi- 
ufs, on a certainement % < 8, car les suppositions 8 =a ou B< 
entraineraient, d’aprés ce qu’on a dit un peu plus haut, la conver- 
gence de la série (a) pour # =. Si done on imagine que les 
nombres positifs soient rangés en deux classes, dont la premiére 
contienne tous les nombres pour lesquels la série est convergente, 
la seconde tous les nombres pour lesquels elle est divergente, tous les 
nombres de la premiére classe seront plus petits que les nombres de 
la seconde classe; on définit ainsi une coupure qui, a son tour, définit 
un nombre positif A, nombre que ne surpasse aucun nombre de la 
premiere classe, qui ne surpasse aucun nombre de la seconde classe : 
tous les nombres plus petits que lui appartiennent certainement a la 
premiére classe; quand x est un de ces nombres, la série (a) est 
convergente. Tous les nombres plus grands que A appartiennent si- 
rement a la secunde classe; quand x est l’un de ces nombres, la série 
est divergente. D’ailleurs A peut appartenir a la seconde classe ou a 
la premiére; en d’autres termes, la série peut étre divergente ou con- 
vergente pour z = A. 

Si l’on considére, par exemple, la série 


on sait que pour o <a <1 elle est convergente; elle est divergente 
pour x égal a 1 ou plus grand que 1. 
Si on considére, au contraire, la série 


elle est convergente pour z = 1, divergente pour # >1 (n° 183); ce 

dernier point résulte de la considération du rapport d’un terme au 

précédent (n’ 181), rapport dont la limite est x, pour infini. 
Observons encore que si, pour le nombre positif zo, tous les termes 
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de la série(a@) sont inférieurs ou égaux au nombre positif B, la série (@) 
est convergente pour tout nombre positif x, plus petit que z) : en 
effet, on a par hypothése, quel que soit n, a,75 < B et, par suite, 


fie Ne Bees 
Onl aD i ; donc, pour z = 2, les termes de la série (@) sont 
0 / 


inférieurs aux termes de la progression décroissante 


2 ° nr 
BeBe en Bees (ee ae 
uly Lo 75 


Pour « = «,, la série (a) est convergente : tous les nombres positifs 
plus petits que z) appartiennent a la premiére classe définie plus 
haut; z) peut d’ailleurs appartenir ou non a cette classe. 


226. Ne supposons plus positifs (ou nuls) tous les coefficients de 
la série 


(a) Ay tayo... + anu +... 


et désignons, en général, par a, la valeur absolue de a,, la série 


r te I = } / 
(@ ) Dy a Mg Oe t= Oy ae 6s 


sera dans le cas que l’on vient d’étudier. 

Si cette derniére série est convergente pour le nombre positif 2 = a, 
la série (a) sera absolument convergente pour toute valeur de ~ telle 
que Von ait |z |<; dans l’intervalle (— a, a) sa somme sera une 
fonction continue de x. 

Tout ceci résulte du n° 214, puisque, pour toutes ces valeurs de x, 
les termes de la série (@) sont, en valeur absolue, inférieurs ou égaux 
aux lermes (tous positifs ou nuls) de la série convergente, a termes 
numériques, 


Ataa+raywW+...ta,ar+.... 


Soit, maintenant, Z) un nombre quelconque autre que o et x, sa 
valeur absolue. 

Si la série (@) est absolument convergente pour x= 2%, la 
série (@’) est convergente pour 7 = x); on est dans le cas précé- 
z|S2, 

Si la série (a) est convergente pour z = #9, mais non absolument, 


dent; la série (@) est absolument convergente pour 
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ses termes tendent vers o quand n augmente indéfiniment; leurs 
valeurs absolues, a partir de l'un d’eux a,x?, sont moindres que tel 
nombre positif ¢ que on voudra. Soit B un nombre plus grand que ¢ 
et que les valeurs absolues de tous les termes qui précedent apzxt, 
tous les termes de la série (a), pour 2 = 7’, seront plus petits que B; 


N 


done, pour  positif et plus petit que x}, 


la série (a') est convergente : 
la série (a) est absolument convergente pourvu que lon ait | z | Sa. 

Ceci posé, ou bien la série (a@’) n’est convergente pour aucune va- 
leur positive de 2, ou bienelle est convergente pour toutes les valeurs 
positives de x, ou bien elle est convergente pour toutes les valeurs 
positives de x inférieures 4 un certain nombre positif A et divergente 
pour toutes les valeurs positives de x supérieures a A. 

Dans le premier cas, la série (@) n’est convergente que pour z=0, 
car, si elle était convergente pour une autre valeur zy, la série (a@’) 
serail convergente pour n’importe quel nombre positif plus petit 
Mele: 

Dans le second cas, la série (a) est absolument convergente quel 
que soit 2; sa somme est une fonction continue dans tout intervalle. 

Dans le troisiéme cas, la série (a) est absolument convergente 
pourvu que lon ait || < A; elle est divergente pour tout nombre 2» 
dont la valeur absolue x, est supérieure a A; car, si elle était con- 
vergente pour un tel nombre, la série (a@’) serait convergente pour 
tout nombre positif compris entre A et z,. Dans ce troisiéme cas, 
si % est un nombre positif plus petit que A, la somme de la série (a) 
est une fonction continue de x dans l’intervalle (— 2,2); on peut 
dire encore que cette somme est une fonction continue pour toute 
valeur de x intérieure 4 Vintervalle (— A, A); mais, pour les bornes, 
la série (a) peut étre divergente; elle peut aussi étre convergente 


(absolument ou non), comme on le voit sur les séries 


SS BR SG 6 oa UE! ao GF, 


3 3 n 
xv x x mee oN 
Li 9 Cape a ? 
I 2 o nv 
@ 0 z an 
225 ak Saat ie Ss a 
1 2 t 22 i 3 5 t oa 2 eps ) 


ot A est égal a t. 
Jappellerai intervalle de convergence de la série (a) Vintervalle 
(—A, A) a Véntérieur duquel elle est absolument convergente, 
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tandis qu’elle est divergente pour les valeurs de x extérieures a cet 
intervalle. Il est aisé de déterminer cet intervalle, ou le nombre A, 


/ 
n+1 


bane iia at aera é 5 
quand Pune des quantités Vai, +a une limite pour rn infini : sup- 
I 


osons, en effet, que l’on ait 
p ) , 


lim (V/ai,) = 0; 


nu=o 


on aura évidemme nt 


lim (Vai, a") = I2'; 


no 
: 


pane . I . . 
la série (a) sera donc convergente si l’on a z' <5) divergente si 


I 1 : : 
Lona 73 oma A= on voit de méme que A est l’inverse de la 


7 3 
/ 
5 5 a 
limite de —=* . 
an 


On en conclut, en passant, que les deux expressions \/a’ Bint 
) I 7g i eh Ser 
an 


si elles ont des limites pour 7 infini, ont des limites égales. 


227. Aux observations précédentes, qui regardent la convergence 
des séries de la forme 


(a) Apt a0 4+ AgU?+...+ 4), 0%+..., 


et la continuité des fonctions qu’elles définissent, il convient d’en 
ajouter quelques autres qui se présentent d’elles-mémes. 

Supposons d’abord que les coefficients ao, a), ..., An, ... Solent 
positifs ou nuls, et que la série soit convergente dans l’intervalle (0, A), 
A étant un nombre positif; sa somme dans cet intervalle est une fonc- 
tion continue de x, on voit de suite que cette fonction est croissante 
dans cet intervalle.' 

Considérons le cas ott la série (a), dont je suppose toujours Jes 
coefficients positifs, est convergente quel que soit 7, sa somme sera 
une fonction croissante de xz, pour toute valeur positive de x. Dési- 
gnons cette fonction par F(z); on aura en supposant x > o 


F(@) > a+ ajx+...4+ A,2"; 


lorsque & croit indéfiniment, il en est de méme du second membre et, 
a fortiori, de F(x); on peut méme ajouter que F(z) croit plus rapi- 
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dement que n/importe quel polynome P(a@). On entend par la que la 


(ee) 
Pox tend vers +o, quand x tend vers +x, 


valeur absolue du rapport 


: Rig 
ou, ce qui revient au méme, que le rapport ee) 
& 


tend vers o quand x 
F(z) 


tend vers + oo. Désignons, en effet, par P,(x) le polynome qui se 
déduit de P(x) en y remplacant chaque coefficient par sa valeur 
absolue, on aura évidemment, pour 2>0, P,(x)2P(x), et, par 
suite, 

< P; (a) P(x) 


= 1a) Ap + AL+ a,.02? 4+...1+ ana” 


P(z) 
F(z) 


On peut toujours prendre n assez grand pour que le degré du dé- 
nominateur de la fraction rationnelle qui figure au dernier membre 
soit plus grand que le degré du numérateur; dans ces conditions, 
cette fraction rationnelle tend vers 0, quand x tend vers +; il en 
est de méme, a fortiori, du premier membre. 

On démontre de méme, en désignant par m un nombre positif 


aim 
IM(Ze) 
au reste, cela résulte du théoreme précédent pour m entier; sim n’est 


quelconque, que le rapport tend vers o quand x tend vers + 0; 


pas entier, soit m’ un entier plus grand que m; ona 


am gn I 
F(z) a F(z) go —m? 


dans le second membre, les deux facteurs tendent vers o quand # tend 
vers + 00. 

Les conclusions précédentes s’appliquent, en particulier, a lasomme 
de la série toujours convergente 


Ne supposons plus que les coefficients de la série 


(a) Ap tart... + Ane" +... 


soient positifs et désignons, en général, comme dans le numéro pre- 
cédent, la valeur absolue de a, par @,, en sorte que la série 


(a') Aya L +... tana +... 
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ait ses coefficients positifs ou nuls. Supposons enfin, en désignant 
par 2 un nombre positif, que la série (@) soit absolument conver- 
vente pour les valeurs de x qui appartiennent a V’intervalle (— 2, «), 
ce qui revient a dire que la série (@’) est convergente pour z= 4. 

Appelons S,,(x) la somme des n+ 1 premiers termes de la série (@), 
R,, (a) le reste correspondant, en sorte que l’on ait, pour toute valeur 
de z appartenant a lintervalle (— a, «), 


L422) = Sya(Ge)) Ao Rte), 


en désignant par F(z) la somme de la série; A, (2) est égal au pro- 
duit de z”*! par la somme de la série 


\ oD) 
Anait 4n4+20 7 An+30"—.- +, 


somme dont la valeur absolue est au plus égale a la somme e de la 


série convergente a termes positifs 
Anz Anye% + Anp3 Pe. 5 


on .pourra donc poser R,(#)=M.x"*', en désignant par M un 
nombre dont on sait que sa valeur absolue est, au plus, égale a 9, 
puis 


F(v) =a) +a, 0 4+ a202>+...+ 4, 0"4 Mar; 


on a déja appelé Vattention, au Chapitre II, sur Panalogie des fonc- 
tions qui sont susceptibles d'une représentation de cette forme et des 
polynomes ordonnés suivant les puissances croissantes de la variable, 
pour les valeurs de celle-ci qui sont voisines de o. Je suppose que 
Pon ait pris 2 assez grand pour que les coefficients a, dz, ..., @, ne 
soient pas tous nuls. 

La forme précédente apprendrait, si on ne le savait déja, que la 
fonction F(z) est continue pour z = o. Elle montre que, si dy) n’est 
pas nul, la fonction F(.c) ne peut s’annuler pour les valeurs de x qui 
sont suffisamment voisines de 0; que, si dy) est nul, la fonction F(z) 
s'annule pour =o, mais ne s’annule pas pour les valeurs de x, 
autres que o, et suffisamment voisines de 0; la fonction F(z) ne peut, 
quand on se donne le nombre naturel n, étre mise que d’une seule 
facon sous la forme précédente ; il en résulte, puisqu’on peut prendre nr 
aussi grand qu’on le veut, que deux séries enticres en x ne peuvent 
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avoir la méme somme, pour toutes les valeurs de x appartenant a 
Vintervalle (— «,%) sans étre identiques terme a terme; en d’autres 
termes, il n’y a qu’une série entiére en x dont la somme, pour toutes 
les valeurs de x qui appartiennent a l’intervalle (— «,«), soit égale a 
la fonction F(x). Ceest ce qu’on exprime encore en disant qu'une 
fonction de z ne peut étre développée que d'une seule facon suivant 
les puissances entiéres et positives de x. 

Le premier des termes @,27, @)22, ..., @,2", dont le coefficient 
n’est pas nul, fait connaitre dans quel sens la fonction F(z) varie 
pour x= 0. 

228. Séries entiéres 4 coefficients et 4 variables imaginaires. — 
Jusqu ici j’ai supposé réels les coefficients et la variable; il est bien 
aisé de voir que plusieurs des résultats obtenus plus haut s’étendent 
au cas ou l’on a affaire a une série a coefficients imaginaires et ot la 
variable est imaginaire; soit 


(a) Ay A,5 + An57+...+ Gy) 5"4+... 


une série entiére en 3 dont les coefficients a), 4), ..., dn, --. peuvent 
étre réels ou imaginaires; je désignerai, en général, par a, la valeur 
absolue de ay, par7 la valeur absolue de z; la valeur absolue de a, 3” 
sera ar” et la série 4 termes positifs 


(a') a+ alr+asrt+...+a,re+... 


sera la série des valeurs absolues des termes de la série (a). Dire que 
la série (a) est absolument convergente pour une valeur paruicu- 
lire z, (non nulle), dont la valeur absolue est ), revient a dire que 
Ja série (a’) est convergente pour r= 7"); cette derniére sera conver- 
gente pour les valeurs positives de 7 plus peutes que /y : la série (@) 
est absolument convergente pour toutes les valeurs de z dont la 
valeur absolue est inférieure ou égale a ry. Si la série (a!) est conver- 
gente pour toutes les valeurs (positives) de 7, la série (@) est absolu- 
ment convergente quel que soit 3; sa somme est ce que l’on appelle 
une fonction entiére (') de zs. Si la série (a’) est convergente pour les 


(1) Rationnelle entiére si la série se réduit a un polynome, transcendante entiere 
dans le cas contraire. 
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valeurs positives de  inférieures a A, divergente pour les valeurs de 7 
supérieures a A, la série (a) est absolument convergente pour les 
valeurs de z telles que l'on ait |z|~< A, elle n’est pas absolument 
convergente pour les yaleurs de z telles que l’on ait |z| >A; elle 
n’est pas du tout convyergente, car, si elle était convergente pour un 
nombre réel ou imaginaire Zz» dont la valeur absolue surpasserait A, 
la valeur absolue a,r? de a,z} 


0 
indéfiniment; il résulterait de la, comme au n° 215, que tous les 


tendrait vers o quand n augmente 


termes de la série (a’) pour z = zy seraient inférieurs 4 un nombre 
fixe B et que cette série (a’) serait convergente pour les valeurs de 7 
comprises entre A et 7», contrairement a la supposition. 

En se reportant a la représentation géométrique des nombres ima- 
ginaires que l’on a expliquée au Chapitre VI, on voit que, dans ce cas, 
les points qui représentent les nombres réels ou imaginaires pour 
lesquels la série (a) est absolument convergente remplissent Vinté- 
rieur dun cercle décrit du point o comme centre avec un rayon égal 
a A; pour les nombres figurés par des points extérieurs a ce cercle, 
la série n’est pas convergente; sur la circonférence méme du cercle, la 
série peul étre convergente, absolument ou non, ou divergente. Ce 
cercle prend le nom de cercle de convergence. 

Si Pon décrivait du point o comme centre un cercle de rayon 
moindre que A, il serait aisé de voir que, pour tous les points situés 
a lintérieur de ce cercle ou sur sa circonférence, la somme de la série 
est une fonction continue de z, en adoptant, pour la continuité, la 
méme définition que pour les polynomes (n° 107). Il suffirait pour 
cela de raisonner comme au n° 214. J’y insiste d’autant moins que 
Pétude des fonctions d'une variable imaginaire est en dehors des 
limites du présent Livre. Les séries 4 termes imaginaires n’intervien- 
dront un peu plus tard que pour relier les propriétés de certaines 
fonctions de variables réelles. 


229. Dérivée. — Je reviens maintenant aux séries de la forme 


(a) Apt 4G +...+an0"+..., 


ot les coefficients @, ..., @n, ... sont réels, ainsi que la variable x; 
je conunuerai de désigner, en général, par a) la valeur absolue de a, 
et par x’ la valeur absolue de x; je suppose que la série a coefficients 
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positifs 
e) A+ aE... +a,ar+,., 


soit convergente, pour «= 2, en désignant par « un nombre positif ; 
en sorte que la série (a) est absolument convergente pour les valeurs 
de x qui appartiennent a l’intervalle (— «, «) et que sa somme F(z) 
est, dans cet intervalle, une fonction continue de 2; mon but est de 
démontrer le théoréme suivant : 


St 20 désigne un nombre intérieur a Vintervalle (—4, «), la 
fonction F(x) admet une dérivée F'(x), égale a la valeur pour 
«= x, de la somme de la série 


(1) A, + 2A.% + 303”? +...4 nNanv'!+..., 


dont je montrerai qwelle est absolument convergente a Ll inté- 
rieur de UVintervalle (— a,x). 


Soit, en désignant par x, la valeur absolue de x», 8 =a— az); le 
nombre positif 8 est évidemment le plus petit des deux nombres 
positifs %— Zp, )+ 43 en sorte que, si lon assujettit la variable h 
a rester dans l’intervalle (— 8, 8), on sera stir que le nombre z)»+h 
apparuendra toujours a cet intervalle (— 2,«) dans lequel la conver- 
gence absolue de la série (@) est assurée : c’est ce que je suppose 
essentiellement dans la suite. 


hs F +h)—F(a 
Dans ces conditions, la valeur du rapport (eee. dont 


on prétend évaluer la limite quand / tend vers o, est la somme de la 


série convergente 


(a +h)— 2x9 5 (%+h)— x} ee (a+ h)r— x} 


a, I t 2 ij ipisusie An rR Ta Cr) 


obtenue en retranchant terme a terme (n° 177) les deux séries con- 


vergentes 


ot a1(Xo th) + as(ao + h)?+...+ an(@o+h)rt+..., 


v 
ay a, Xo + Ay x? Heeet Aya, +..., 


et en diyisant ensuite chaque terme par Iie 
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Or, on a, pour toutes les valeurs de / autres que 0, 


1 en I 
Ce eet ih Lie Cea tS Chak hae... Cee", 
; 3 
en désignant par C%, Cf, ... les coefficients numériques du dévelop- 
pement de la puissance n'’™? d’un binome. 
Désignons par 2,(h) le second membre de cette égalité; c’est un 
8 pares 5) ) 
polynome en fh; c’est donc, dans l’intervalle (— 6, 8), une fonction 
continue de 4; on va montrer qu'il en est de méme de la somme de la 
série 
(9) Qy O1(h) + Az Oo(h) +...+ Gn On(h) +..., 
Bi Gar5 = fe i — Bao) 


h 
Si lon admet qu’il en est ainsi, il est clair que la limite de cette 


toujours égale a quand / n’est pas nul. 


somme, quand / tend vers o, doit étre égale a la valeur 
4 94(0) + G2 O2(0) +..-+ An On(0) +..., 
quelle prend pour h = 0, c’est-a-dire a la somme de la série 
O1+- 24% 0+ 34325 +... + nranw ?-+...; 


cette somme sera donc la valeur, pour x= Zo, de la dérivée de la 
fonction F(z). C’est la partie principale de la proposition énoncée, 
dont la démonstration est ainsi ramenée a prouyer la continuité de la 
série (2); or, en se reportant a la définition de o,(/) et en désignant 
par A’ la valeur absolue de A, on voit que l’on a 


On(h) | < Cage ae Chag ae if te, pee CR in 


a ive ‘n—? 
SCPxlP14 Cte? 6+... 4 C2 Bet, 


le dernier membre de ces inégalités n’est autre chose que le nombre 


positif 
(ae, Bx — air at— gh 
B a 8 : 


) 


on aura donc, pour toutes les valeurs naturelles de 7, 


S git— git 
| @n On(h) |S ay, ae 
6 


‘ 
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en sorte que les valeurs absolues des termes de la série (2) sont ifé- 
rieures ou égales aux termes, tous positifs ou nuls, de la série 
4— 2X5 ar— a? gr — ai} 


/ i 
+ as 5 2+. a), —— +... 


8 8 B 


qui est cerltainement convergente (oT puisqu’on l’a obtenue en 
retranchant, terme a terme, deux séries convergentes, puis en diyi- 
sant chaque terme par @. Il résulte de 1a, d’une part, que la série (2) 
est absolument convergente, pour toutes les valeurs de / (y compris 0) 
qui appartiennent a l’intervalle (— §, 8) et, d’autre part, puisque les 
termes de cette série sont des fonctions continues de a, que sa somme 
est une fonction continue de f, dans cet intervalle (n° 224); c’est 
ce qu il fallait établir. 
Ona prouvé que la série 


(1) A, 2Agh +... + Nay a'+..., 


qui n'est autre que la série (2) pour h = 0, était absolument conver- 
gente pour 2 = 2x», c’est-a-dire pour n’importe quelle valeur ¢nté- 
rieure aVintervalle (—a, «): le raisonnement ne s’étend pas aux bornes 
de l’intervalle. Si, toutefois, en supposant a > a, la série proposée (a) 
se trouyait étre absolument convergente dans l’intervalle (— a’, a), 
il est clair qu’on pourrait substituer Vintervalle (— a’, a’) a Pinter- 
valle (— a, ~) et la convergence absolue de la série (1) serait assurée 
pour 2=- 4; on serait aussi certain que sa somme serait égale, 
pour z == a, ala dérivée de la fonction F(z). On voit, apres cela, 
qu’on peut énoncer les propositions suivantes : 

Si la série proposée (a) est convergente quel que soit 2, la série (2) 
est aussi convergente quel que soit z, et sa somme est toujours la 
dérivée de la somme F(z) de la série (a). 

Si la série (a) est conyergente pour certaines valeurs de x et 
divergente pour d’autres valeurs de x, il y a, comme on sait, un in- 
tervalle (— A, A) tel que la série (a) soit absolument convergente 
pour les valeurs de x intérieures a cet intervalle et divergente pour 
les valeurs de x qui lui sont extérieures; la série (1) est absolument 
conyergente comme la série (@) pour les valeurs de x intérieures a 
Vintervalle (— A, A). IL est aisé de reconnaitre qu'elle est diver- 


gente pour toute valeur 2, extérieure a cet intervalle; si, en effet, elle 
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était convergente pour z= Zo, elle serait absolument convergente 
pour tous les nombres dont la valeur absolue est moindre que celle 
de x», et, en particulier, pour ceux de ces nombres dont la valeur 
absolue dépasse A; en désignant par x, la valeur absolue d’un tel 
nombre, la série a termes positifs 


a+2a,e,+...tna,av i+... 


serait donc convergente; mais les termes de cette série dépassent les 
termes correspondants de la série divergente 


a, ev, +asaPr...+ a,eyp+.... 


La contradiction est éyidente. 

On voit que Vintervalle de convergence (— A, A) est le méme 
pour la série proposée (a) et la série dérivée (1). 

Il peut toutefois arriver que la série (@) soit convergente pour 
z= A et que la série (1) soit divergente pour Pune ou l’autre de 
ces valeurs. 

La proposition établie sur la série (a) s’applique naturellement a la 
série (1); puis a celle qu’on en déduit de la méme facon, etc. : on 


arrive évidemment a la proposition suivante : 


Les sértes 


aot a,0 + Ap L?> +... Qn@r =. .., 
1Q,;+ 24,04 3a3u?+...4+ NAnxri-..., 
1.2G,+ 2.343% +3.4a,07?+...+(nN—1)nanx?-..., 


wiretens) is) er arte CeCONC CRORE CWE, cuss ct Ont te ta Uets Cr ey CWONLL OW Cott cere ee, 


ie 


£.2...PAp+2.3...(P +1) Opry 0 +3.4...( pt 2)Apinv? +... 


+(nm—p+1)(m—p+2)...nanv"-P+..,. 


ont toutes le méme intervalle de convergence (— A, A); a V’inté- 
rieur de cet intervalle, la somme de chacune d’elles est la dérivée 
de la somme de la précédente; en d'autres termes, leurs sommes 
Respectives sont F(x). F (Cy), Hi ( a) o.., BPG) ae 

Pour «=o, chacune des sommes se réduit au premier terme de la 
série; on a donc 


F'(o) F’(o) F(») (0) 
ao = F (0), Cy = eau Co ae BON OF ie Sm cere re) Sons 
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en désignant par F(o), F’(o), EX(o), a0 les} valeurs: spoun w= ode 


la fonction F(z) et de ses dérivées successives; on en conclut la for- 
mule importante 


F"(o) +...+ — ner ee 


2 
1-2 I 


F(a) = F(o)> = F'(o) 


Elle suppose essentiellement que la fonction F(z) peut étre déve- 
loppée en une série procédant suivant les puissances entiéres et posi- 
tives de x, puisque c’est ce développement qui a été notre point de 
départ; elle donne une seconde démonstration de ce fait que, la 
fonction F(z) étant donnée, le développement en série entiére ne 
peut se faire que d'une seule facon. 


Fonction primitive. — De méme qu’on peut obtenir, sous forme 
de série, la dérivée de la fonction F(z) somme de la série (a), on 
peut obtenir une fonction primitive de F(z) : et telle sera évidemment 
la somme de la série 

a a Os 


(3) Qyf + — #2? + —23+...4 
2 oO TU 


Gee 5 ae 


si ’on admet la convergence absolue de cette série a lintérieur de 
Vintervalle (— A, A); or, cette convergence est évidente; si, en effet, 
la série (a’) est convergente pour le nombre positif a, la série a termes 
positifs 


A%+ a, v+aye+...ta,arri+.,. 


sera convergente et, a fortiori, la série 


I fi / 


as a 
bg? + oS +... —Teartl+..., 
3) Teal 


aypat 
2, 


dont les termes sont plus petits. Puisque Vintervalle de convergence 
d’une série est le méme que celui de la série dérivée, il est clair que 
Vintervalle de convergence de la série (3) est (— A, A). 

Si l’on désigne par F, (z) la somme de la série (3), toute fonction 
primitive de la fonction F(x), dans lintervalle (— A, A), sera, comme 
on l’a vu, dela forme F,(z)-+ C, ot Cest une constante : on peut 


T. — I. 13 
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dire que F', (x) est celle des fonctions primitives de F(x) qui s’annule 
pour x= 0. 

L’analogie des propriétés des séries entiéres qu’on vient d’établir 
avec celles des polynomes est manifeste. 


§ 2. — DEVELOPPEMENTS EN SERIES DE QUELQUES FONCTIONS SIMPLES. 
FORMULES DE TAYLOR ET DE MACLAURIN. 


230. Voici quelques applications directes des résultats du numéro 
précédent : 
On a pour les valeurs de x intérieures a Vintervalle (— 1, 1) 


=SIte7t+ ws... + vr... 
I— 2 


on aura donc, dans le méme intervalle, en prenant les dérivées des 
deux membres, 


I 


( Pir) ml! 22 +327 +...+naxr—-i+,.., 
I— 2 
hah j 
, = 1.242.374 3.402? +...4+(n—I1)nxvr2+..., 
(L==@)? 
I1.2...(p—1!) : 
IP tte (PHA 98. PB HBG. (PEDO oo. 


=F) 1-193) (129 DB None) UE ae tt ta es 


cette derniére formule peut s’écrire 


SS SS) ie ea I seeks) Pod AU aN So) 
(1—az)P { 12 Tee 2\ee3 
eee Se os, 


ou, en changeant z en — x, et en remplacant p par — rn, 


n ninw—t) , 
Geet a? 


1.2 


u(m —1)(n—2 —I1)(n—r-+i1 
n( ) ( oa Deapery Ai ox Dee, 
ine La Deets 


Eis 


Cette derniére formule est valable pour les valeurs de x intérieures 
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a lVintervalle (—1, 1) et pour les valeurs entiéres et négatives du 
nombre n : elle est vraie, comme on le sait, pour les valeurs natu- 
relles de n; seulement, dans Ce cas, tous les termes de degré supérieur 
a n disparaissent, parce que leurs coefficients sont nuls; elle peut 
done étre regardée comme |’extension au cas des exposants entiers et 
négaufs de la formule du binome. 


Pour les valeurs de x intérieures a Vintervalle (— 1, 1), la fone- 


tion —lg(1— ax) a pour dérivée ; toute fonction primitive 
de est, dans cet intervalle, de la forme C —lg(1 — x). Si l’on 


veut que cette fonction s’annule pour z =o, il faut prendre C =o : 
on a done 


ie¢ | if Caan xv? G3 . ae 
Oop —— = — - 1 = + Ste her 
2 ) 2 Se [ 2 3 7, 
ou, si lon préfeére, 
6 x? x avr 
leai+2)= Paap seco ose (Set = Sows 
8 ( ) I 2 y ( ) n ; 


pour les valeurs de x intérieures a l’intervalle (— 1, 1). 

Obseryons que, pour les valeurs de .r extérieures a cet intervalle et 
méme pour la borne inférieure z =— 1, la série diverge; elle est 
convergente, pour x==1, mais non absolument; la démonstration 
précédente ne prouve pas que l’on ait 


cette égalité, toutefois, est vraie. 
La dérivée de arc tang z est yi) are tanga est la fonction primi- 


. if . , 
tive de ——, quis’annule pour x = 0; de la formule 
1+ @ 


[ 


——— = (— 7+ wt—...-+-(—1)"o-..., 
I+ x 


on déduit donc la formule 


Dp? g2n+l 
5 


3 
are tang” => — Get 
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valable pour les valeurs de x intérieures a l’intervalle (—1, 1); elle 
subsiste, il est vrai, pour le cas ot x est +1 et ona 


_ 


Binns! co) 


mais vela ne résulte pas de la démonstration précédente. 


° [Lae 
La fonction lg 
a 


yee, Olen conclutl’égalité, valable pour les valeurs de x inté- 


» inverse de la fonction thz, a pour dé- 


rieures a l’intervalle (—1, 1), 


| lise & wp ae GEE grrr 
g = +54 ee oe 
2) jae ii 3 a INI 2 


qui résulte d’ailleurs de ce que Pona 


t= <= I I 
Ig) /= Seele(t at) 1st); 


et des développements antérieurement obtenus pour Ig(1+ 2) et 


lg(i— 2). 


231. Les résultats précédents suffisent déja a montrer importance 
des propositions établies au n® 229: en partant d’une série entiére 
dont on connait la somme, on obtient de nouveaux développements 
en série entiére en prenant les dérivées ou la fonction primitive. 

Voici d’autres applications obtenues en cherchant des fonctions 
qui vérifient une éqguation différentielle (du premier ordre) (n° 222). 
Jai déja fait observer que le probleme qui consiste a trouver la fonction 
primitive d’une fonction donnée était une question de la méme nature. 
La solution générale de ce dernier probleme s’obtient en ajoutant une 
constante arbitrairea n’importe quelle solution particuliére, et le pro- 
bleme devient déterminé si l’on se propose de trouver une fonction 
dont la dérivée soit donnée et qui, pour une valeur particuliére de 
la variable, prenne une valeur donnée. Des circonstances analogues se 
rencontreront dans les questions qui vont étre traitées. 

Proposons-nous de chercher une fonction y de x, qui, pour toutes 
les valeurs de x, soit égale asa dérivée, qui, en d’autres termes, vérifie 
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Péquation différentielle y'=y. Nous connaissons déja une fonction 
qui répond a la question, c’est la fonction z = e?. Il est aisé d’en 
déduire toutes les autres; en effet, les deux égalités:y' = v.02’ ==2 


entrainent y’z — y3'= 0, ou 


Le premier membre est la dérivée de J, cette dérivée devant étre 


nulle quel que soit x, il faut que x soit une constante C; en d’autres 


termes, toute fonction qui répond a la question est égale a la fonc- 
tion e* multiphiée par un facteur constant (‘). Lors méme qu’on ne 
connaitrait pas Ja fonction e*, le raisonnement précédent montrerait 
que, sil y a une fonction f(z) qui soit égale a sa dérivée, toute fonc- 
tion égale a sa dérivée sera de la forme C/(x). On pourra déterminer 
la constante C par la condition qu’elle prenne une valeur déterminée 
pour une valeur donnée de x, par exemple la valeur 1 pour z=o: 
il n’y a qu'une seule fonction, toujours égale a sa dérivée, qui pour 
xz =o soit égale ar. 

On peut présenter les choses a un point de vue géométrique : le 
probleme posé revient a celui-ci : trouver toutes les courbes planes 
telles que la pente de la tangente soit constamment égale a lordonnée 
du point de contact. La courbe dont l’équation est y = e® (fig. 52) 
répond a la question. Il en est de méme de toutes celles que l’on en 
déduit, en multipliant toutes les ordonnées par un nombre constant. 
C’est la un fait dont il est bien aisé de se rendre compte géométri- 
quement. Nous savons de plus que toutes les courbes qui répondent 
ala question peuvent se déduire de une d’entre elles par la construc- 
tion qu'on vient d’indiquer. Enfin, comme il est évident sur la figure, 
il y a une de ces courbes, et une seule, qui passe par un point donné : 


I 


(‘) On pourrait encore raisonner comme il suit : si ’égalité y’ = y entraine ete ite 
Af 

le premier membre de cette derniére égalité est la dérivée de log |y|; cette dérivée 
devant étre égale a 1, il faut que log|y| soit égal 4 x +c’, en désignant par c’ une 
constante et, par conséquent, que y soit égala + e**" = eC"; en désignant par e 
le facteur constant — e”, on trouve, comme plus haut, y= Ce*. Le raisonnement 
employé dans le texte ne suppose pas qu’on connaisse la fonction logarithmique, ni 
ses propriétés. 
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cela revient a dire qu’on peut déterminer la fonction cherchée par la 
condition que, pour une valeur donnée de x, elle prenne une valeur 
donnée. Que ce dernier probléme n’admette jamais qu’une solution, 
cela correspond a ce fait évident que deux des courbes considérées 
ne se rencontrent jamais. 

Cherchons en particulier s’il y a une fonction développable en une 
série entiére 


(a) Apt A, L+ 4,0? +...+ Gn 0"4+... 


qui soit égale a sa dérivée 


Aj +2G.04+...+Na, ve 14.... 


Puisque les sommes de deux séries ne peuvent étre égales pour 
toutes les valeurs de x sans que les séries soient identiques terme 
a terme, on voit que, si la série (@) répond a la question, on doit avoir 


a1 = 4, 2a,=> a), 3a3;= a2) "9 Nan = An=1, 

Réciproquement, la série (@) répondra évidemment a la question, 
si tous les coefficients vérifient les équations précédentes. De ces 
équations, on tire successivement 


la série la plus générale qui réponde a la question s’obtient en mul- 
tiphant par un nombre arbitraire a les termes de la série 
qb v2 ale 


f(#)=14+ — + — +...4+ —— +... 
to tes ie meee 


dont on sait qu’elle est convergente quel que soit z. On a vu plus 
haut que toute solution du probléme posé s’obtient en multiplant 
une solution particuliere par une constante arbitraire; on est donc 
parvenu, par le procédé employé, a la solution la plus générale du 
probleme posé. 

On aurait pu encore raisonner comme il suit : 

Si une fonction f(z) est telle qu’on ait toujours f/(x)= f(a), on 
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aura 
LMG (a) = F(a), 
f"(@) =f" (2) =f(x),  ..., f(x) = f(x). 


En particulier toutes ces dérivées doivent étre égales pour 7 = 0; 
désignons par ay leur valeur commune; on a vu plus haut que, si la 
fonction f(x) est développable en une série entiére en x, on doit 
avoir 


J(@) =f(0) 4 pe) ot oe eg eet oe Sal) SEacon 
I Te We Dee ol) 
On doit done avoir . 
fm) =a(i+ te a toe 
{ Ke) SY o Ok, 


réciproquement, on voit directement que la fonction ainsi trouvée 
répond a la question. 

Si l’on détermine la constante ay par la condition que la fonction 
J(£) soit égale a 1 pour =o, on aura évidemment a, = 1; la fone- 
tion f(z) se réduira certainement alors a la fonction e”; on a donc, 
pour toutes les valeurs de x, 


em =I —+ Hee ———— +... 
1 T.:2 To2...70 
Jinsiste sur ce fait que, si l’on n’avait pas étudié antérieurement la 
fonction e”, cette fonction se présenterait tres naturellement sous la 
forme 


comme la solution la plus simple de l’équation différentielle y/= y. 
On a yu au n® 217 comment la forme méme de la série mettait en 
évidence le sens de la variation de 9(z) pour x positif. La propriété 
o(x)o(y)=o0(2 + y) apparait comme une application immédiate 
de la régle pour la multiplication des séries : elle apparait ailleurs 
aussi trés aisément sur la propriété 9! (7) = ¢(x#) qui entraine immé- 


diatement la propriété o/(z +4) =¢9(x% +4) en désignant par @ une 


constante quelconque : cette derniére égalité montre que la fonction 


o( +4) est aussi une fonction égale a sa dérivée; elle ne peut done 
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différer de 2(xv) que par un facteur constant C; or légalité 
o(x+a)= Co(z), en y faisant =o, montre que l’on doit avoir 
C=o(x): c’est la propriété fondamentale; de cette propriété et de 


, 


Végalité (0) =1, on déduit Videntité 


qui montre de suite que la fonction 9() est encore croissante quand x 
est négatif, et qu’elle tend vers o quand x tend vers — o. 
Soit @ un nombre positif quelconque; on a (n° 202) 


at = ex'lsa 


et, par suite, 


zliga 2 le2a anrlora 
4 ; 4 


see Te eqets 
I 1.2 WS Mo. Git! 


Observons encore que les formules 


Zz De an 
ef =1-+- = + S56 OOS Se I GG 
I 1.2 oe Dn o alo. 
x xz? an 
Cm +... + (—1)” ———— +... 
I Le oS Bie 


donnent immédiatement, en ajoutant, en retranchant, et en divisant 
par 2, 


x? a mn 
cha = i+ + SO Hee > 
1.2 [nooo 1s Do Bese oO 
} xr axe mr gens 
sha=-—+ er 
I Eo Dan} (Pee Bisa ss U oMoin.5 ol( Di Se 11) 


Ces formules renseignent immédiatement sur la facon dont varient 
les fonctions cha, shx. On voit d’abord que la premiére est paire, la 
seconde impaire; elles sont toutes deux croissantes pour x positif; 
elles croissent indéfiniment, et plus rapidement que n’importe quelle 
puissance de x, quand x tend vers + o (n° 227). 

La fonction(1+ x)” est définie, quel que soit d’ailleurs le nombre m, 


pour w intérieur a Vintervalle (—1, 1); elle vérifie Péquation diffé- 
rentielle 
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ou 
yU+ae2)—my=o; 


on voit comme tout a Vheure que toute solution de cette équation 
doit se déduire d’une solution particuliére z en la multipliant par une 
constante: toute fonction qui, mise a la place de y, vérifie cette équa- 
tion pour toutes les valeurs de x comprises entre —1 et +1, est de 
la forme C(i + x)”; la fonction (1+ x2)” elle-méme est caractérisée 
par ce fait qu’elle satisfait a l’équation et qu’elle se réduit a 1 pour 
IG 100 
Cherchons s’il y a une série de la forme 


(a) Apt av... + anar+... 


qui vérifie cette équation différentielle; dans le produit par 1 + x 
de la série dérivée 


A, + 24.0 +...4+NaAnv"'+... 


le coefficient de x”~', c’est-a-dire (nm —1)@p_4 + Np, doit étre égal 
a man; Végalité na,=(m—n+1)a,_, doit avoir lieu pour 
toutes les valeurs naturelles de n. Réciproquement, si tous les coeffi- 
cients d’une série convergente vérifient cette équation, la somme de la 
série vérifie assurément |’équation différentielle y/(1 +2) — my = 0; 
or la relation précédente donne successivement 

m m(m—1) m(m —1)...(M—N+T) | 


oe emcees J) emma emma Os eas) VR Tena 


05 Gros 
1.2 1.2... 


par conséquent, la série cherchée sobtient en multipliant par la 
constante @, les termes de la série 


m MATOAD) m(m—t)...(m—n+1) 
Ph = @ ir" 
I 


L.2 1.2... 


on a yu au n° 182 que cette série est convergente pour les valeurs 
de x intérieures a l’intervalle (— 1, 1); puisque, pour 2 =o, lasomme 
de la série est égale 4 1, on a, pour toutes les valeurs de x considérées, 


m m(m—t1 m(m—t1)...(m—n-+ 1 
G+aynai+ Bey MOBY ae aaeEp Cyan yiiiales ) hts 


202 CHAPITRE XIV. 


cette formule, jusqu’ici, n’avait été établie que pour les valeurs 
entiéres de m; elle est due 4 Newton. 
En y changeant m en — m, elle devient 


I m m(m--1) , 
(I+ v@)-@ = ——_ =|, — — x7 + —_—_ 7?—., 
(r+ x) I iD) 
fe es, m(m sta ses Us Le 


1.2.2.7 


elle permet de développer les expressions telles que 


if ae 
Vite=U+2)?, =(I+2@) ?; 
Vita 
en y remplacant, par exemple, x par — x? et m par — 4, elle donne 
la relauion 
I Ua, lee Ftd (Dts 1) 
=f —7 Be rr 
Vi— 2 2 2.4 Do dhe Poe 


qui est encore valable pourvu que x soit intérieur a l’intervalle (— 1, 1); 
le premier membre est la dérivée de la fonction arc sinz, dont on 
obuiendra donc le développement en formant la fonction primitive de 
la série qui figure au second membre; la constante arbitraire se 
détermine par la condition que la fonction primitive soit nulle 
pour x = 0, comme arc sin.v; on obtient ainsi 


arcisini— 7 ate 


3 Li oel 
6) a) 


emo oO —— 1) wekean! 
2 


shin 6 oP HD IN+I 


wole 


cette formule est valable 4 lintérieur de Vintervalle (—1, 1). On 
établira de méme la formule 


<I 


5 aT 


Ig(a+Vi+ai)=-a@ mae haan 


L x3 tse) Gee ie 
oh Ws) De 2 


Sy} Ww 


2. 


dans laquelle le premier membre est la fonction inverse de sh x. Elle 
est valable pour les valeurs de w intérieures a l’intervalle (— 1, 1). 
On pourrait obtenir par un procédé analogue les développements 
en série entiére des fonctions u = sinz, ¢ = cos en partant de ce 
que ces fonctions vérifient les équations différentielles u'= ¢, 
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/ , S \ Timer. 
r= —u('). On vales déduire tout a Vheure d’une formule générale. 


232. On a montré au n” 229 que, si une fonction F(x) pouvait, 
dans un intervalle (— 4a, a), étre regardée comme la somme d’une 
série entire absolument convergente, cette série avait nécessairement 
la forme 


en xu xP 
F(o) + — F’(o) + — F’(0) +...4+ ——Fl)(0)-+...; 
r pea PD 
dot un moyen évident pour obtenir le développement en série entiére 
dune fonction donnée F (x), si ce développement est possible. Prenons, 
par exemple, pour F(z) lune ou autre des fonctions sinz et cos. x, dont 


ater ae . : T Tt \ 
les dérivées p'*™® sont respectivement sin(2 wile “ et cos( a aL aa 
: 2 


: * ™ s 
en sorte que l’on a, dans le premier cas, F‘?)(0) = sin, c’est a 


savoir O si p est pair, 1 ou —r si p est un multiple de 4 plus 1 


ou plus 3, et, dans le second cas, F'?)(0) = cos f*, c’est-a-dire o 


s1 p est impair, 1 ou —r si p est le double d’un nombre pair ou le 
double d’un nombre impair; les seuls développements possibles pour 
sin. et cosx sont les suivants : 


: xv au? xP xerpti 
sn 7 => = — + z - —,..+(—1)?P = joins 
I AOS) Teo a4) PoP o onl BOs) 
re : : : 
Ufo 18 Dee 
cosa = | — — + ——— —...+ (= 1)? —.——_ +... 5 
it Teor Meowie o alae 


mais, bien qu’on ait démontré, au n’ 182, la convergence, pour toute 
valeur de x, des deux séries qu’ figurent dans les seconds membres, 
on ne peut affirmer, en se fondant sur le raisonnement qui précéde, 
que les sommes de ces deux séries soient respectivement égales a 
sinz et a cose. 

En admettant toujours la possibilité de développer, dans Vintervalle 
(—«, x), la fonction F(z) en une série entiére absolument conver- 


vente, il est clair qu’on peut mettre cette fonction sous la forme 


xv x? xP Map! 
’ Ti (p) ——SS 
OGTR Mee RO) ieee PER a ect ae ina pee 


(1) Voir Bxercice 253. 
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M étant une fonction de x dont on sait seulement qu’elle reste, en 
valeur absolue, inférieure 4 un nombre positif fixe, quand x appar- 
tient a l’intervalle (—a,«); il est naturel de chercher a obtenir 
quelque éyaluation de cette fonction, qui fournisse un renseignement 
suv le reste de la série considérée quand on n’en conserve que les p +1 
premiers termes. 

Plus généralement, sans méme supposer que la fonction F(z) soit 
développable en série entiére, et en supposant seulement que cette 
fonction admette, dans tout l’intervalle (0, 2), des dérivées Jusqu’a 
Pordre p +1 afin que l’expression qu’on va écrire ait un sens et que 
les raisonnements qui suivent soient légitimes, on peut se proposer 
d’évaluer la différence 


D x xP 
18 (a2) = 1 (@) = 1) 1 5 S(O), 
@) co I Co) Tene ) Top ©) 
re Myakt! Sea 
Désignons par ren aiern la valeur de cette différence pour z=, 
+2 ..(p + 


M, étant un nombre inconnu dont on va obtenir une évaluation; 
posons pour cela 


Gee 


9(@) = F(x) — F(o) — = F'(o) — — F"(o) —... 
xP M, «vert 
ID) oe . 
Pores 1.2...(p+1)’ 


la fonction o(z) admet certainement, dans Vintervalle (0, 2), des 
dérivées jusqu’a l’ordre p +1, puisqu’on Pobtient en ajoutant un 
polynome a F(a), qui admet de telles dérivées : ces dérivées sont 
successivement 


/ = 1a ' : z n xP} q( p) Mow? 
S28 20 Na isk 223) Hea aK C9) Se so) reer naa VE 
x eP-2 MoaP-1 
" a . Ae ee Aa iz ee oe ee PD) es 
g" (a) F(a) BE) eget CY) a =e eye G 


See ¢ 01% oie, 00.0, 8 .6.,6..6) 16,6 ee! o/b ..0) 2 (6) 0.6 jolie ie sie) @) e)6) @ (6 Bite 4) 40,0 6) 6 0) © 10: 0/0 le) © eles eis) © 610 @19 © 0) en) 5) Minis. 6) Scene’ se ei shee se 


y 
oP) (a) == B(P)(a) — Fp) (0) — ae 


(p+) (ey) — [(p+1) (Ze) = M). 


Orla fonction ¢(z), en vertu de la fagon méme dont ellea été formée, 
s’annule pour z = %; elle s’annule évidemment, a cause de sa forme, 
pour z= 0; done (n° 215), sa dérivée s’annule pour un nombre 2, 
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compris entre 0 et 2, différent de 0 et de x; ¢'(.c) s'annulant, d’une 
part, pour = 2%,, ets’annulantévidemment, d’autre part, pour 7=0, 
¢"(#)s’annulera pour uh nombre x, compris entre o et z,, et ainside 
suite : o!?)(x) s’annulera pour un nombre Zp compris entre o et 
Lp_13 9'Pt") (x) s’annulera pour un nombre 7p4, compris entre o 
el £p, par conséquent entre o et Xo, et différent de l’un et de l'autre ; 


on a done 
IN yest VOT UN (gar an \p 


Crest Pévaluation que l’on voulait obtenir; on peut écrire 


. xo x 
F =F(o)+ — F'(o)+...+ ——*~— Flv)(0)4 (PA) (ge a) 
(20) U8) I (0) Woe ht - BUTE o (Yp+1)s 


. 


Lp,, étant un nombre dont on sait seulement qu il est compris 
entre 0 et Zo, et différent de o et de xp. 

Cette formule est valable, quel que soit le nombre x», pourvu que 
les conditions imposées relativement a Vintervalle (0, x) soient véri- 
fiées. Rien n’empéche maintenant d’effacer indice 0, pourvu qu’on 
sache que x appartienne a un intervalle (A, B), dont le nombre o 
fasse partie, dans lequel la fonction F(z) admette des dérivées jusqu’a 
Vordre p +1, et d’écrire 


2 


(2) F(@) = F(o) + =F'(0) + = FY(o) +... 


a see wes P(o) + ee Fip+) (0.2), 
Heian off Mh gPs olga) 
en désignant par 4 un nombre compris entre o et 1, différent de o et 
de 1, afin que le produit 4, qui, dans la nouvelle formule, rem- 
place xp,,, désigne un nombre compris entre o et x. 

On voit qu’une fonction F(z), qui pour o et les valeurs voisines 
admet des dérivées jusqu’a Vordre +1, se comporte a peu pres 
comme un polynome, pourvu toutefois que la dérivée (p+ 1)'*™* 
reste, dans le voisinage de 0, moindre en valeur absolue qu'un nombre 


posiuif fixe ('). 


(‘) Je dirai souvent, pour abréger, qu’une fonction f(a) est bornée dans un inter- 
valle (a,b), ou aux environs de a, pour dire que la valeur absolue de cette fonction, 
quand & appartient a cet intervalle, ou reste suffisamment voisin de a, reste com- 
prise entre deux nombres positifs fixes. On suppose ici que la dérivée (p+ 1)*™° de 
la fonction F(a), aux enyirons de 0, est bornee. 
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Dans ces conditions, la formule précédente fournit des expressions 
approchées trés simples de F(z) quand x est voisin de 0, a savoir 


F(o), F(o)+aF'(o), F(o)+2F’(0)+ 2 FY(0), 


I est bien aisé d’avoir une formule analogue qui rendra les mémes 
services pour les valeurs de x voisines d’un nombre a, que je suppose 
appartenir a un intervalle (A’, B’) dans lequel la fonction F(x) 
admette des dérivées jusqu’a Vordre p+1; il suffira de poser 
£=a+h, en désignant par h une nouvelle variable, assujettie a la 
condition de rester dans lintervalle (A’— a, B/— w), qui content 
évidemment le nombre o, afin que a+ reste dans Vintervalle 
(A’, B’); la fonction (de h) F(a+h) admettra dans l’intervalle 
(A'— a, B/—a) des dérivées jusqu’a lordre p+ 1 et ces dérivées 
s’obtiendront, en vertu du théoréme des fonctions de fonction, en 
remplacant x par a+ fA dans F’(x), F’(a), ..., F'?)(x); on aura done, 
sous les conditions imposées, 


(3) F(a-+h)=F(a)+“F(a)+ Fr(a)+... 
72 
? PI 
ES eas ; ha F+0(a+ Oh), 
lin Do aye é 1.2...(p-+1) 


en désignant toujours par § un nombre compris entre o et 1. 
Dans les formules (2) et (3), les derniers termes 
xvPri hp+i 


F P+ (9 4B) 


———— ———_——— F'p+1)(a + 0h) 
I.2...(p +1) hos onl (Dae 1) 


qui contiennent un nombre inconnu 49, s’appellent termes complé- 
mentatres ('). 


(1) Aces formules, qui sont évidemment équivalentes, sont attachés respectivement 
les noms de Maclaurin et de Taylor. Cette dénomination est un peu impropre; 
Maclaurin et Taylor n’ont pas considéré d’expressions limitées, avec un terme com- 
plémentaire, mais bien Jes séries tllimitées 


ree Week 7 we a 
I TED --p 
hp 
es) 16) 
= pt ees 


F(p)(0) +..., 
WO me 
F(a)+ = F’(a@)+...+ 


qui, sous certaines condilions, ont respectivement pour sommes F(z) et F(a+h). 
Cest d’ailleurs ces séries qui liennent le réle le plus important. Le terme complé- 
mentaire, sous la forme précédente, a été donné par Lagrange. La formule (4) con- 
tient, comme cas particulier (p = 0), la formule des accroissements finis. 
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Le lecteur n’a pas manqué d’apercevoir l'analogie qu’il y a entre 
ces formules et celles qu’on a obtenues pour les polynomes; il prévoit 
certainement les conséquences qu’on en peut tirer pour l’étude d'une 
fonction dans le voisinage d'un nombre donné : on reviendra plus 
tard sur ces conséquences. C’est, pour le moment, de leur application 
aux développements en série qu’il est question. 

Les formules (2) et (3), en raison de la facon dont Pune a été 
déduite de l'autre, sont manifestement équivalentes; les raisonnements 
qui s’appliquent a l’une s’appliquent a l’autre. I suffira de raisonner 
sur la premiére, en supposant que x appartienne a un intervalle 
(A, B), contenant 0, ot la fonction donnée admette des dérivées de 
tous les ordres possibles. 

Le terme complémentaire peut étre regardé comme la différence 
entre F(z) et la somme des p +1 premiers termes de la série 

xP 


PCuies ico ane FO) 
) I 1.2 CG Sei Co ae 


dont tous les termes suivent la méme loi. Si cette différence tend 
vers 0 quand p augmente indéfiniment, c’est que la somme des p + 1 
premiers termes de cette série a pour limite F(z) quand p augmente 
indéfiniment, c'est donc que la série est convergente et a pour somme 
F(x). Réciproquement, pour que la série soit convergente et ait pour 
somme F(z), il faut que la différence considérée, ou le terme com- 
plémentaire, tende vers 0 quand p augmente indéfiniment. 

Sous la condition (nécessaire et suffisante) que le terme complé- 
mentaire tende vers 0 quand p augmente indéfiniment, on peut donc 
écrire 


2 
F(2)— F(o)+ = F'(0) + = F'(0) tose 


Le terme complémentaire peut alors étre regardé comme le reste de 
la série qui figure au second membre, limitée au terme en x?, c’est- 
a-dire que ona 

xv? 


F(p+2) (0) 4 a PP GO) ore 
pt+2 (YES D) V2 a= 9) 


F(p+t) (0 a) = F’p+t) (0) Lis 


Il y aun cas ot l’on reconnait trés facilement que le terme com- 
plémentaire tend vers o lorsque p augmente indéfiniment, c’est celu: 
ot l’on sait que les dérivées F’?) (a), dans Vintervalle considéré, 
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restent, quel que soit xz et quel que soit le nombre naturel p, 
moindres en valeur absolue qu'un nombre positif fixe P. Le terme 
complémentaire est alors moindre, en valeur absolue, que 


Pa’pr! 


Ro peeCp ee he 


en désignant par 2’ la valeur absolue de x. Or c’est la le terme d’une 
série absolument convergente, et, par suite, ce terme doit tendre 
vers 0 quand son rang augmente indéfiniment. 

Cette remarque s’applique aux fonctions sing et cosx dont les dé- 
rivées sontau plus égales 41 en valeur absolue; on en conclut que les 
formules (1) sont légitimes quel que soit z. La méme remarque 
s'applique a la fonction e* dont les dérivées restent toujours moindres 
que le nombre fixe e* pourvu que x soit moindre, en valeur 
absotue, que le nombre positif A, en sorte que l’on peut écrire 


2 


x x? xP 
em = 1+ —+ — +...4+ ——+4H..,; 
\ 1.2 Teo 

c’est une nouvelle démonstration de la formule établie au n° 231; 
Pégalité est valable pourvu que x soit moindre que A en valeur 
absolue, c’est-a-dire quel que soit 2, puisque A est quelconque. 

Ici, le terme complémentaire est assez simple pour étre utilisé; on 
peut écrire, en désignant par 4 un nombre positif moindre que 1, 
Po xP yee ebx 


aera + . 
Lie ain co a/2) oPoo nl jO a= 1) 


@ 
Got sala 
I 


En s’adressant a la formule de Taylor, on obtiendrait le résultat 


suivant : 
12 hp 
Ce Ede GES 550 35 Qasr, 
2 1525 50/0 
h h2 Ap 
= 6% ice Sk +...4 +...) = e¢.e%, 
: i 5D Pes oc @ 


C’est une nouvelle démonstration de la propriété fondamentale de 
la fonction e”, 
On a obtenu pour les fonctions e”, sinz, cosx, sha, chz, arc sina, 


: se [+ 2 
arc tangz, lg(i+ 2), (i+ 2)”, lg(a@+V/1+ 2? ), ley/ = des dé- 


[— 
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veloppements simples, dont la loi est facile a retenir ou a retrouver. 
Pour les fonctions tangz et tha, la loi du développement est nota- 
blement plus compliquée; quant au calcul des [premiers termes, on 


peut le faire en se servant de la formule (1) ou par des procédés qu’on 
va expliquer. 


233. L’application de la formule générale (2) du numéro précé- 
dent et l'étude du terme complémentaire sont tres aisées pour les fonc- 
tions e”, sinz, cos, sha, chr; pour les autres /fonctions, dont on 
a obtenu autrement le développement, cette application est notable- 
ment plus pémible que les procédés que l’on a décrits. L’étude du 
terme complémentaire, en particulier, est assez difficile. 

Dans beaucoup de cas, la forme de ce terme complémentaire n’a 
pas grand intérét : ce qui importe seulement c’est son existence, et le 
fait que dans la formule (2), par exemple, le coefficient de x? est une 
fonction bornée dans l’intervalle que l’on considére; et cette impor- 
tance tient a l’analogie entre les propriétés d’un polynome ordonné 
suivant les puissances de x et d’une expression de la forme 


Ay + AL + ag0? +... ay oP + Kar! 


oll Q, A, .--, @p sont des constantes et A une fonction de x bornée 
pour les valeurs de z appartenant a l’intervalle (— «,«). 

Rappelons en particulier que si une fonction F(.~), (dans l’inter- 
valle (— 4%), peut étre mise sous la forme précédente, elle ne peut 
étre mise sous cette forme que d’une seule facon; il en résulte que si. 
la méme fonction peut, dans le méme intervalle, éwe mise sous la 
forme 


ty +O 2+ 4902+... + 49274 par, 


OU Go, 4, -.-, % SONnL des constantes, ou wu est, comme A, une fonc- 
tion bornée, on a nécessairement (n°? 32), en supposant g > p, 


oh — (Ohi ah = (0p es op = ap, 


K = Appt t Zp+e0 + ee Mg BIK-P + peIti—P, 


Ces remarques faites, il est aisé, dans bien des cas, d’avoir les pre- 
miers termes d’un développement limité tel que ceux que nous venons 
de considérer, sans se préoccuper de savoir si le développement ilh- 


een We 14 
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mité en série de Maclaurin est possible et dans quelles conditions il 
est possible, questions que je ne puis traiter 1c1. 

Supposons d’abord que pour deux fonctions f(x), g(x) on soit 
assuré, pour un intervalle (—a, «), de développements limités tels que 


Sf) = AQ o+... + apaPr+ hart, 


&(@)=b) + bat... + bp xP pap, 


OU a, -.-, Ap, bo, .-:; bp sont des constantes et A, p des fonctions 
bornées dans V’intervalle considéré. On voit de suite le moyen d’ob- 
tenir des développements analogues pour les fonctions f(x) + g(2), 
f(2)— g(x), f(x) g(x), et lon voit aussi que, dans ces développe- 
ments, les coefficients des puissances de a, Jusqu’a x?, sont des cons- 
tantes qui née dépendent que de a, ..., @p, Do, ---, Op, nullement 
des fonctions i, »; le produit /(2) g (2), par exemple, se mettra sous 


la forme 


J(@) g(@) Seo tet... + ¢pxP+ verti, 


en posant 


La loi de formation des coefficients ¢y, C,, ..-, Cp est la méme que 
si l'on multipliait deux séries indéfinies, ou deux polynomes ordonnés 
suivant les puissances croissantes, mais en ne gardant que les termes 
de degré inférieur 4p + 1. Quanta la fonction y, dont la valeur exacte 
n’importe pas, il suffit de savoir qu’elle existe et qu’elle est bornée, 
dans l’intervalle considéré. 


. . . x 
On peut obtenir aussi le quotient 12, lorsque by) west pas nul, 


& 
en suivant exactement la méme régle que pour la division des poly- 
nomes ordonnés suivant les puissances croissantes de x et en s’arré- 
tant quand le reste est divisible par x?*!. 

Les coefficients des termes écrits au quotient ne dépendent encore 
que des coefficients a, ...,@p, by, ..., bp; les fonctions hi, » n’inter- 


viennent que dans le reste : on parvient par le calcul que l’on vient 
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de décrire A une formule telle que 


es apr 
J a) Sky thot... +kyxPe+ ee 
&(@) § (2) 
won ; : : (a 
qui fournit des expressions approchées deh pour des valeurs de x 
o 


suffisamment voisines de 0 : ces valeurs doivent appartenir a un inter- 
valle (— (, 8) intérieur a (— «a, a) et dans lequel g(x) ne s’annule 


pas. On voit tres aisément que, dans ces conditions, la fonction — 


& (x) 


est bornée. 

Dans tous ces calculs, les fonctions }xPt', uxvPt! interviennent 
pas; on se dispense de les écrire; on les remplace, si l’on veut, par 
des points ; en fait, on calcule comme avec des polynomes dont on ne 
garderait que les premiers termes. 


Si, par exemple, on veut avoir une expression du genre de celle que 


Se. sing ; 
nous considérons, pour tangz = —— et si l’on ne veut pas garder 
: ° cosa 


de termes de degré supérieur au troisiéme, on se rappellera qu’il est 
inutile de garder dans les développements de sinz et de cos x des 


termes de degré supérieur a 3, on remplacera sinzx et cosz respecti- 
vement par 7 — et 1— >» on effectuera la division du premier po- 


lynome par le second, en s’arrétant, au quotient, avant qu’on ait un 
Z aD R aos mw ; ne 
terme de degré supérieur a 3; on trouve ainsi 2 + = et l’on écrit 
a 


ya 
tangy =@+ > +... 
Si Von ayait gardé plus de termes dans les développements de sin x 
et de cosz, calculé plus de termes au quotient, les deux premiers 


termes écrits au quotient auraient toujours été les mémes. Le poly- 

x : a6 : 
nome 7+) quand z est trés voisin de 0, est une expression appro- 
chée de tangx ; ala vérité ce calcul ne donne pas de limites pour l’ap- 
proximation ; mais on verra plus tard que des expressions de ce genre 
rendent néanmoins de grands services : il est aisé de voir que le terme 
suivant serait un terme en x* et l’on peut admettre (sans préciser) 
que l’erreur commise, quand «& est trés voisin de 0, est comparable 
BY ae 
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I] est a peine utile de dire qu'il serait absurde d’utiliser la précé- 


re 8 TC . , 
dente formule pour des valeurs de x voisines de 57 ou qui dépasse- 


raient =) puisque, pour 2 = = cosz s’annule. 

Dans la pratique, on opére le plus souvent comme il suit : on écrit 
les premiers termes de f(z) et les premiers termes de g(z) comme sil 
s'agissait d’une division, en mettant des points aprés les derniers 
termes écrits; on fait la division comme s/il s’agissait de polynomes 
ordonnés suivant les puissances croissantes de x, mais en ayant soin 
de s’arréter au quotient avant d’étre obligé de se servir des termes 
qu’on n’a pas écrits, soit au dividende, soit au diviseur, 

Je reviendrai tout a l’heure sur le cas ot bo est nul, et ot ainsi on 
peut mettre en facteur, dans g(x), une certaine puissance de 7; on 
obtient, en suivant laméme méthode, des formules d’approximation 
qui sont extrémement utiles, mais qui n’appartiennent plus au méme 
type. 

Supposons que Von ait une fonction 9(v) de la variable y qui, 


d 


dans l’intervalle (— 8, %), puisse se mettre sous la forme 


by+ by +.00.4+ by» jess aye. 


en désignant par by, b,, ..., 6p des constantes et par » une fonction 
dey, bornée dans Vintervalle (— $8, %); supposons de plus que y soit 
une fonction de x, s'annulant pour z = 0, et susceptible d’¢tre, pour 
les valeurs de x qui appartiennent a un intervalle (— x, ~), mise sous 


la forme 


Y= AL + Ag@? +... + Apa? + aPtl, 


en désignant par @,, @2, ..., @p des constantes et par ) une fonction 
de « bornée dans l’intervalle (— z, ~); en restreignant suffisamment 
cet intervalle, on pourra évidemment s’arranger pour que les valeurs 
de y qui correspondent a celles de x appartiennent a Vintervalle 
(—, 6). La fonction ¢( y) pourra, dans l’intervalle (— a, ~), étre re- 
gardée comme une fonction de .v; elle pourra étre mise aussi sous la 
forme d’une sorte de polynome. En effet, on pourra d’abord mettre 
sous cette forme (par de simples multiplications) y?, v?,...,?, et, dans 
les expressions que l’on obuendra, les coefficients des puissances 
de x, de degré moindre que p +1, ne dépendront, en vertu de ce 
que lon a dit, que de @,, a2, ..., a», nullement de la fonction 4; en 
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substituant ensuite les expressions trouvées dans le polynome eny, 
by + hby +...+ bpy?, even ne gardant que les termes en x de degré 
inférieur ap +1, on obtiendra un polynome 


Cot C12 + Cot? +... + Cp XP 


dont les coefficients ne dépendent que de bo, by, ..., Bp, Ai, Gay +++) Ap: 
dans les termes négligés, on pourra mettre x?*! en facteur, et l’on aura 
bien mis 9( 7) sous la forme cherchée 


Cot C1 @ + Coe? +... + Cy HP vaPrt, 


ou y est une fonction de x bornée dans |’intervalle (— 4, «). 

Ici encore les termes complémentaires n’interviennent pas; on peut 
les remplacer par des points; il suffit de faire attention a ne pas 
garder dans le résultat des termes qui dépendraient de ceux qu’on a 
négligés. 

Supposons par exemple qu’on veuille des expressions approchées 


de 


Yao + 40 + Ag XH? +...+ a) xP + hap, 


pour les petites valeurs de x, placons-nous dans le cas ot a n’est 
pas nul; on doit supposer @, positif pour que l’expression précédente 
soitréelle quand x est voisin de 0; elle pourrase mettre sous la forme 


Vado V1-+.y, en posant 


On n’aura plus qu’a appliquer la méthode précédente en s’appuyant 
sur la formule 


ro) 


——— 1 1 
Vee ace gas 


On trouvera par le méme procédé des expressions approchées pour 
une puissance quelconque, ou pour le logarithme de 


Apt aet... + apyxPt+ haPr, 


Ici encore, en faisant les calculs, on se dispensera d’écrire les termes 
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complémentaires. Les coefficients, jusqu’a celui de z?, ne dépendent 
Give dev, (14.0 mg pe 


Soit, par exemple, a chercher une expression approchée de 
1 


=e oe les petites valeurs de x et supposons qu’on 


veuille s’arréter aux termes en 7?. On aura 
L 


2 


=(I— 22 cosa+22) ? 


VI—2x7cosa+ x 
i 3 
=1+ = (27 cosa — x?) + g (22 cosa — x2)? 
2 ¢ 


vr 


D 
+ —_ (24 cosa — aw? )R+... 
I 
3cos?a—T | (5cos?% — 3)cosa 
O tei 


2 2 


we 


T7 teee 


=1+ cosa 


Sil’on voulait avoir une expression approchée de la méme fonction, 
valable pour les petites valeurs de ~, en se bornant aux termes en a*, 
on Vécrirait 


[ l 


on? qt a 
a Ol fh Cee (I— @w)y?+ xx? Ch nins 
2 24 12 


sen(1— @ ue @ 
= 2 ( ) {4 ow —~ob+ ... ; 
I—@ (I—a2)? 12(1— x)? 


M(t —— a) 


ls e , l e * Sg 
a quantte que mu tiplie : 


| 
|- 
= 
8 
~) 
8 
= 


— 02 - - to, pe we ~ 92 Zs — 0, ee 
(1— 2x)? 12(1— x)? 8 L(i—a2)P [2(1—a2)? 


wa U(I—7H#4+ x? 
i ( - 7 ; Nn as 
D(C) = 24(t— a) 


On a done finalement 


sen(I— x) ee z 2 eS 9 ee?) 


Vi—2xcosa+ao? 1-2 2(1—2)8 24 (1 — a7) 


D 
+ 


Soit encore, en désignant par « une constante, la fonction 


1 1 Af Oe (Oa? ees 
= clgittar)  —( SY ae =o) 
(ig) 2 —e* — Cte 2 8 
aex a3 2 
a——— 4+ —— — 
ie 2 3 
CRAB CAN 
- a > ate “ ae 
=etxe %” s 
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Le second facteur du dernier membre est égal a 


5 
I a2n a3 xe? I g2 32 \2 
14 ( +— 4 ( ee es + 
1 2 3 Te 2a D 3 
a? (8 + 3a)a3 
Sa A re are 
ay; 
2; 24 
On peut done écrire 
1 
— a2 8+ 34)a3 
(I+ 4x )* = e& eee ee F 
2 24 


et lon voit, en particulier, que, lorsque x s’approche de zéro, 
1 


(c+ oar tend vers la limite e%. 

Des méthodes analogues s’appliquent au calcul d’expressions 
approchées de fonctions zmplicites de x, valables pour les valeurs 
de x, voisines de zéro. 

Considérons, par exemple, |’équation 


Awv?+ 2Bay+ Cy?+ 2D2+2Ey=0, 


qui définit y comme une fonction implicite de x s’annulant pour 
xz =o (n° 219). Admettons que cette fonction puisse se mettre, dans 
un intervalle (— a, ~), sous la forme 


V =U + Ag+... + ApxP+ haPt; 


on va chercher a déterminer les constantes @,, dy, ..., @p; en rem- 
placant, dans le polynome Az?+ 2Bay+..., y par cette expression, 
on le mettra sous une forme analogue, ot les coefficients des diffé- 
rentes puissances de x devront étre nulles. En écrivant qu/il en est 
ainsi, on obtiendra une suite d’équations qui permettront de calculer 
successivement @,, dz, 3, ..-) dp} le calcul des trois premiers coef- 


ficients est effectué ci-dessous : 


2D+2Ka,=0, 
A+ 2Ba,+ Gaj+ 2Ha,=0, 
2Ba,+2Ca,a,+2Ha3;=0, 


D A (CD —BE)A 
E 


5 == = 3 a3 = Te 2 
? 2 9 E3 3 » BS 
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en posant A = 2 BDE — AE? — CD?; ona donc 


D A (CD —BE)A 
| xv 


2 


DS oe ae ES oe 2, ES 


ea 


On a supposé implicitement E différent de 0; si E était nul, on ne 
serait pas dans le cas ot s’applique le théoréme fondamental relatif a 
Vexistence des fonctions implicites, puisque la dérivée partielle par 
rapport ay du polynome Az?+ 2Bay +...4+ 2Ey serait nulle pour 
L= 0, V = 0: 

Si, pour une fonction f(z), on a trouvé une expression abrégée 


du type 


S(®)= Qo + AB + Ag H* 4-2. + An Oh hort, 


et si lon sait (ou si l’on admet) que la dérivée et la fonction primi- 
tive de f(z) sont susceptbles d’étre mises sous cette forme, il est 
clair que on pourra écrirve pour la dérivée f(x) et pour celle des 
fonctions primitives qui s’annule pour 2 =o 


SJ (@) = + 2An0 +... NAA ZI + a”, 


xr gen+i 
1 Vy Ay @ + A, —— eset An 


ee Yi lea, 
m+1 


234. Une fonction de x ne peut pas toujours se mettre, pour les 
valeurs de x voisines de 0, sous cette forme 


Ay + A, +...+ a4) 4P+-haPpr, 


: eae : ae al 
que l’on vient de considérer; les fonctions lez, /z, a par exemple, 


ne sont pas susceptibles d’étre mises sous cette forme. Toutefois les 
méthodes que lon vient d’expliquer permettent trés souvent d’ob- 
tenir des expressions approchées, plus ou moins différentes de celles 
que l’on vient de considérer, mais qui n’en rendent pas moins de 
grands services. 

I(x) 


4 @ 3) 


Revenons, par exemple, au quotient de deux fonctions 


S(@)= A+ a 0+ a,xv?+..., 


GD) = Bo by oe Oy ee 
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ae ye P BAD 8 ere = . 
Jai écarté précédemment le cas ot by était nul : Supposons de suite 
que Von ait 


ay= 0, a,=0, Meee: Qi = 0% An F~ 0, 


by = 6, CO, = 0; oe) bn—-1 = 0, bn A 9, 
le quotient se mettra sous la forme 


S(@) _ x f, (a) 
LN EES 
4 &(@r) Le OH (CaN) 
en posant 
Pee) = Am Anil + Aani2 0? +..., 


81(@)= bn ca Ona + On +2 THE SS 3b os 


et l'on pourra, en appliquant la méthode exposée plus haut, mettre le 


(a) 
rapport Si ; Sous la forme 
1(2 
fal EASA eee Agate 4 Ap ah Aarts, 
81(@) 


en désignant par Aj, A,,..., Ap des constantes qui ne dépendent que 
OM Onset RO or (On eOnqas «55 Ona p ev par une fonction 
bornée dans un pett interyalle (— a, «). Il ne restera plus qu’a mul- 
tiplier par 2”~” Vexpression obtenue; lorsque m est supérieur ou 
égal a n, on retombera sur une expression approchée qui appartient 
au type considéré jusqu’ici, expression qui sera valable pour les 
petites valeurs de x, et mettra en évidence la facon dont le rapport 
considéré se comporte pour ces valeurs : on voit, par exemple, que, 


si mest plus grand que n, le rapport L#) s’approche de la limite o 


&(x) 
quand z tend lui-méme vers 0, que, sim est égal a nr, le méme rapport 
. . a . . 
tend vers la limite oe quand «x tend vers o. Si au contraire n est 
iA 
plus grand que m ona 
f(z) a Ao ! Ay \ le Anon 1 He N 1 - Agptit+m—n, 
g(x) — whem " gn=in=1 "*** ” AULT NERA 


Je suppose que l’on ait pu pousser les calculs assez loin pour que 
pHitm—n soit positif, 

On voit la différence entre I’expression a laquelle on parvient ainsi 
et celles que nous avons considérées jusqu’ici; celles-ci, abstracuon 
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faite du terme complémentaire, étaient de vrais polynomes en 2, 
ordonnés suivant les puissances de x; nous avons ici des termes en =; 
ou en x~'; l’expression a laquelle on parvient, en faisant toujours 
abstraction du terme complémentaire, est encore ordonnée suivant les 


puissances croissantes de x, mais elle contient des termes a expo- 
sants négatifs; elle se compose d’abord d’une partie fractionnaire, ou 


K I 
lutét dun polynome en —, sans terme constant 
P ms ) 


Ao Ay AG 


t t ? 


yn—m gn—m—-1 | xv 


puis d’un polynome ordonné suivant les puissances croissantes de x 
An—m-+ An—mi1® +... Ap Tila ae Tae 


ce polynome est enfin suivi du terme complémentaire. Le polynome 

en x et le terme complémentaire sont continus pour «= 0; leur 

somme, quand x tend vers o, tend vers la limite A,_m; le polynome 
r fa ((aaa) : bs, yea 

en — et le rapport —— deviennent infinis quand x tend vers o et la 


& (az) 
I ( 


a x) I 
différence entre le rapport aa et le polynome en = tend vers An_m; 


BK 
le polynome en = est d’ailleurs le seul polynome en + sans terme 
a Lv 


&(@) 
une limite finie. Ces circonstances sont exactement celles qu’on a 


constant tel qu’en le retranchant de a différence tende vers 


rencontrées au Chapitre IV quand on s’est occupé des fractions 
. . . A ! 
rationnelles; les calculs qui conduisent a ce polynome en Be dont on 


comprend bien qu’il joue le réle essentiel quand on s’approche de o, 
sont dailleurs exactement les mémes que ceux que l’on a faits 
alors (n° 61). 


On a, par exemple, 


fl I x yi 
—— = —4 ee 
sing az 6 360 
I I I aa 
— = — + ar 
sin? x 3 15 2 
I I ne 7 
Cre ae PST in ae ot a ’ 
sin3 a L 2 x 120 
cosx@ 1 I 
- — i —— eto 
sinz x 3 
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Considérons encore l’expression x — 2+ 2°; elle n’est réelle, 


pour les valeurs de x voisines de 0, que si x est positif; on l’écrira 
Vai — & += a? 


? 2 hee = r < IZ 
etl’on calculera, comme il a été expliqué, une expression approchée 


pour /t— 2+ 2?, en s’arrétant au terme que l’on voudra; en se 
limitant au terme en 22, on trouve 


Q 
Paes pO tas 
V U+: og: ‘ 


2 B 5 l 3 3 3 
Vx —x ge ee a et he 
2 < 


7 
zz 


9 


au heu d’avoir des puissances entiéres de z, ona des puissances frac- 
tionnaires. 

Considérons enfin expression lg sinw, en supposant x positif trés 
peut, elle est égale a 


a x we at 
ig(@— 5 aaa sleeve —F +55 ) 
=Ige+(—F ae )-3(-F cd aie y+ 
6 120 DM 120 
ae Se al 
6 180 


L’expression approchée que l’on obtient ainsi pour lg sinzw se com- 
pose du terme lgz et d’une expression analogue a un polynome ; lgz 
devient infini quand x s’approche de 0; mais la décomposition pré- 
cédente peut étre cependant utile, parce que la fonction lgz, que l’on 
a réduite en tables, est une des fonctions les plus connues : on trou- 
vera d’ailleurs, a la fin du présent Chapitre, des renseignements sur 
la fagon dont elle devient infinie quand x s’approche de o. 


235. Jusqu’ici on n’a cherché d’expressions approchées que pour 
le cas ot la variable était voisine deo; on n’a, si Pon veut étudier une 
fonction f(x) pour les valeurs voisines de a et en obtenir des 
expressions approchées, qu’a poser x =a-+h, et a chercher des 
expressions de la fonction f(@+ 4) pour les valeurs de A voisines 


de 0, on est ramené au cas précédent. 
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I] convientde dire un mot du cas ot l’on considére des valeurs de x 


\ if 
tres grandes en valeur absolue; on pose alors 2 = - et l’on est encore 


ee 


ramené au cas précédent. On trouvera dans beaucoup de cas des 
polynomes en z, ou des sommes de polynomes en z‘ et en 4, 
ordonnés suivant les puissances croissantes de z, suivis d’un terme 


: ‘ a F . 
complémentaire du type ae id restant borné quand & est trés grand 


en valeur absolue. 

Soit, par exemple, l’expression \/v?— x -+-1 dont on youdrait 
savoir comment elle se comporte pour les valeurs de . grandes en 
valeur absolue, et pour laquelle on désire obtenir des expressions 
approchées : ona 


ae = ene Ve 
V¥r2+ 2 +1 = song ———_—_——-; 
Zz 
on a, en s’arrétant au terme en 3? 
I 3 
1— 3+ 2=1— -34+ —22+)33, 
2D 8 
el, par suite, 
= Ser ae T Sl oN 
senaVer2—ax7 +i=ax— Sos 2 2 oe 
2 ie). ae 


d étant borné quand z s’approche de 0, ou quand z tend vers + a. 
Le second membre est alors ordonné suivant les puissances décrots- 
santes de x; on voit par exemple ici que, pour de grandes valeurs 


positives de x, yz? — x +1 esta peu pres égal a x — -; la différence 


2 


Mra TLE ne { 
entre /z?— x +1 et x — . tend vers o quand x tend vers +0. 


; eae I os aes 
On se dispense souvent d’écrire = —- On écrira par exemple ici, 
en supposant x positif, 
a 
- I I re 1 \2 
(rr—a2+ti=ax I— —- + = = 2(I— -+ — 
6 x L x 
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~ Ohne : xv \m ae ' 
Considérons encore Vexpression (1 + =a » oll Je supposerai que x 


\ 


rate : I 
désigne un nombre fixe et que m tende vers +o. On posera m= — 
v4 


) b) : r 
et Pon fera tendre s vers o; l’expression donnée prend la forme 
1 


f S _ Seat Vm: . . 
(1+ x3)*; c’est, saufla différence des notations, une expression qu’on 
a étudiée au n° 233, ot Pon a yu qu’on pourrait écrire 


ape 


Ge O= 3a) ae 
(1+ x2) = e*| 1 see i \ ee, a 


24 


on a done 


Lorsque m est trés grand en valeur absolue, z est trés voisin de 0; 
la quanuté entre crochets est trés voisine de 1, aussi voisine de 1 
qu’on le veut, pourvu que m soit suffisamment grand. On voit en par- 


aes RTE. E : / a \m 
ticulier que, lorsque m grandit indéfiniment, |’expression (x ae =) 
77 


Les Me id 


a pour limite e*. Le cas particulier ot x est égal a1 a été étudié 


au n° 192. 


236. Applications au calcul numérique des valeurs d’une fonction 
donnée. — Les divers développements que l’on a appris a former 
servent a divers objets, soit que ces développements soient des séries 
illimitées, dont la loi est connue, soit que ces développements soient 
limités et ne puissent étre utilisés qu’aux environs d’une valeur 
donnée. Leur objet essentiel est le calcul des valeurs que prend la 
fonction pour des valeurs données de la variable : on va en donner 
des exemples tout a l’heure. Les développements illimités, dont on 
connait la loi, permettent souvent aussi de reconnaitre certaines 
propriétés des fonctions, dans Vintervalle de convergence. On en a 
vu un exemple pour la fonction e*. Les développements limités 
servent surtout a reconnaitre l’allure de la fonction qu’ils représentent 
pour les valeurs voisines d’une valeur donnée. 

Pour ce qui est des calculs numériques, les développements en 
série entiére seronl surtout avantageux pour les petites valeurs de x: 
théoriquement ils peuvent servir dans tout Vintervalle de conver- 
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gence; les développements de e%, sinz, cosx permettent de calculer 
ces fonctions quel que soit 2; mais il conviendra de se servir des 
propriétés connues de ces fonctions pour ramener le calcul au cas ou 
les valeurs de x sont petites. S’il s’agit, par exemple, du sinus d’un 
arc Z, on pourra toujours en ramener le calcul au calcul du sinus ou 


. . Tv . 
du cosinus d’un are (') 2 compris entre o et i= 0,900.... Pour un 
tel arc, les séries 
5 va 3 ia me ai ay 
snes = = — ery Ga Pee | a ee ‘aLieixe 
I aD Ba woltos) heey : 
2 ak 76 
COS — ae ~ 
LoD aMesein oon als 


apparuiennent a ce type de séries alternées ot les termes vont en 
décroissant et ot ainsi le dernier terme négligé permet de recon- 
naitre le signe de l’erreur et fournit une limite supérieure de lerreur. 
En se bornant aux termes écrits, on voit que les formules précé- 
dentes fournissent des valeurs approchées par défaut de sing et de 
cosx et que les erreurs commises sont respectivement moindres que 


™9 78 


2 > > 
eroDaccG) CPallede sso™ 


en cherchant les logarithmes (vulgaires) de ces quantités on reconnait 
que les caractéristiques de ces logarithmes sont respectivement 7 et 6, 
en sorte que les erreurs sont certainement moindres que 10~® et 10°; 
pour les petites valeurs de x, les dermiers termes seront évidemment 
négligeables. 


Logarithmes. — La formule 


x ; 
HS es 3 3 lls 


n’est valable qu’a l’intérieur de Vintervalle (—1, 1); elle peut cepen- 


dant servir a calculer les logarithmes des nombres naturels de proche 


(') Si cet are est exprimé en degrés ou en grades, on n’oubliera pas de l’exprimer 
en parties du rayon. 
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en proche; en désignant en effet par n un tel nombre et en faisant, 


ad) I < 
dans la formule précédente, x = —,; elle devient 
7 


I T I 
le(z+1)—lgn = — — + —— 
8 ol ; : 
) nr 2n? 3n3 


si Pon connaissait lg2, cette formule permettrait de calculer lg3, 
lg4,..-; les caleuls, assez longs pour les petites valeurs de n, devien- 
draient faciles des que nr est un peu grand : toutefois la formule pré- 
cédente peut étre remplacée par une autre qui est beaucoup plus 
avantageuse. 
On a établi au n° 230 la formule 
I+ @ oe Gp GE 


(1) cae oe 


valable a Vintérieur de Vintervalle (— 1, 1); en posant 


i-- @ w= t I 
CO — 8 
9h ie iit 


ae ; ee 
xz sera un nombre positif, au plus égal a 3? Sl Pon prend pour n un 


[ 
nombre naturel; on aura donc, en remplacant x par 


er re a 
Ws 1 


2 2 I 
(Cp) Gees 2h) = ee ee ae 
27 3 (2n+1)3 5 (an+1)8 


cette formule est appropriée au calcul; en s’arrétant dans le second 
membre au terme 


2 I 
; = ? 
YO (OPS ay 


le reste sera un nombre positif, moindre que 


D I I 
+— { eee 
Dari | ae (on 1/243 | 
I 


= an(n+1)(2p+ij)(an+1)?P1 


ra 
Si l’on veut calculer lg2 de cette facon, on fera rn =1 dans léga- 
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lité (2) et Pon aura 


(Su) 
w 
ouw 


ae 


L’erreur commise en s’arrétant au terme sera moindre 


i 32p-1 


q ue 


{ ! 
4 (2p+1)32P-1’ 


si l'on veut, par exemple, calculer lg2 avec 7 décimales on appliquera 
la méthode du n° 193; en calculant chaque terme avec g décimales, 


on constatera que le terme ne fournit plus que des zéros; 


ray 31 
jae) 


Vailleurs on reconnait, sur Vexpression précédente, que lerreur 


‘ . Sees 2 ; 
commise en s’arrétant au huitiéme terme ar est moindre que 
(Weazie 2 


2 


Ta 


; . I . 

lerreur totale sera moindre que — + Rad ; elle ne pourrait 
10? 102° 108 

influer sur la septiéme décimale que si la huitiéme était un g; s’il en 

était ainsi, on devrait pousser approximation plus loin, mais ce n’est 


pas le cas ici et lon obtient avec sept décimales exactes (') 
lg2 = 0,693 1471. 


Les calculs. un peu longs au début, deviennent bient6t plus aisés; 
le troisiéme terme de la série, puis le second deviennent négligeables. 

C’est des logarithmes vulgaires (a base 10), plutdt que des loga- 
rithmes naturels que l’on a besoin (n° 203). 

On les calculera au moyen de la formule 


[ 2M I 2M I 
logig(m +1)— logigpn = 2M t = oe eee ee 
2N+1 3 (2n-+1)8 5 (2n+1)8 


Cre 


acai : 5 TO" 
(') Si Pon veut avoir Ig2 a 


=~ pres, on doit forcer la derniére décimale. 
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ot M désigne l’inverse du logarithme de 10, que le procédé précédent 
permet d’obtenir ('). 


Ona 
NON A Ou 20404 Ohare 


237. Interpolation dans les tables de logarithmes. — Le lecteur 
connait les régles qui permettent de trouver le logarithme d’un 
nombre qui ne figure pas dans la table, ou de trouver le nombre qui 
correspond a un logarithme. II est aisé de justifier ces régles. 

Supposons, pour fixer les idées, que l’on se serve d’une table a 
cing décimales donnant les logarithmes (vulgaires) des nombres 
entiers de 1 a 10000 : on y trouvera les mantisses des logarithmes 
(vulgaires) des nombres ayant moins de cing chiffres, avec une erreur 
moindre qu'une demi-unité du dernier ordre décimal. 

Je supposerai, pour ce qui est du premier probléme, qu’on ait a 
chercher le logarithme vulgaire d’un nombre A +a, dont la partie 
enuére A est comprise entre 1000 et 10000, et, pour le second 
probleme, qu’on cherche un nombre A+ 4, compris entre 1000 
et 10000 dont on connait le logarithme vulgaire Mlg(A + «); c’est 
toujours a ces deux cas, en effet, que se rameénent les deux problémes. 

Dans le premier cas, la regle consiste aiprendre pour Mlg(A+<«) 
la valeur MilgA + a4[Mlg(A+1)— MlgA]; Verreur qui résulte de 


cette regle méme est le produit par M de 


lg(A + «)—lgA —a[lg(A+1)—IgA] 


(4 a? a3 aie I I 
~ \A 2A2 " 3A38 -) A 2A2 " 3A8 
DAT) (to?) eo Lea8?,)\ 

~ 2A? 3 .A3 4A‘ ey 


la série qui figure au dernier membre appartient au type du n° 187; 


5 a(1— % : 
sa somme est moindre que aes comme « est moindre que 1, le 
3} = 
: J whe . 1 
produit.o(1—o%)— > — (2 — =) est moindre que —» et la somme de 
: 4 2 4 


(1) Pour obtenir Igo il suffit de calculer lg2 et 


2 I 


— + = 5 
II By hie 


eb) alee 


oly 
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la série est moindre que TAI 6 a puisque M est moindre que 2 
on voit que lerreur résultant de Vapplication de cette régle est 
moindre que to~7. A cette erreur peut d’ailleurs s’ajouter celles qui 
proviennent de l’inexactitude de la valeur de Mlg(A+1)—MIgA, 
de ce qu’on ne garde que les premiers chiffres dans le produit de cette 
différence par «, enfin de l’inexactitude de MIgA. 

Considérons maintenant le probléme inverse; on connait le loga- 
rithme vulgaire d’un nombre inconnu A + a, logarithme vulgaire qui 
est compris entre Mlg(A +1) et MIgA, lesquels figurent dans la 
table; A et A+1 sont des nombres entiers compris entre 1000 
et 10000; on prend pour @ la valeur approchée 

Mlig(A+2)—MIgA_ 
M le(A +1)—MI1gA’ 


Perreur qui résulte de l’applicauon de cette regle est 


ee ere, 
[SCA ) BAD ee 2 Woe e(t+ 5 , 
lg(A +1)— IgA i ie(1+ 4) > 


on a vu plus haut que le numérateur de cette fraction est inférieur 


&’ ——; le dénominateur, égal a — aes estplus grand 
8 Az? Shee A 2A? 3A8 tee p 2 
: —; l’erreur est d indr 
que — — >a3; erreur est donc moindre que 
I =. I 
I i SO 
OM (aaa ee 4 
A DIN? 


Comme cette erreur est plus petite que 74), la régle est justifiée ; car 
il ne viendra a l’esprit de personne d’utiliser cette regle pour calculer 
trois chiffres décimaux au nombre inconnu; l’incertitude sur la valeur 
de log(A +1)—lgA ne le permet évidemment pas ('). 


(*) Lerreur qui provient de cette incertitude devient trés notable quand on s’ap- 
proche de 10000 et que les différences deviennent petites : si lon désigne par p, q 
les nombres entiers que l’on substitue en fait aux valeurs exactes de 


ro°[Mlg(A-+a)—MIgA], 1o°[Mlg(A+1)—MlgA], 


et par <, 7 des limites supérieures des erreurs commises ainsi, la différence entre 


Mig(A+a)—MIgA ie Ee dn € n Pp 
MgCAT en Men e a est moindre que rye ree Bp or, comme g 


descend au-dessous de 5, on yoit que l’erreur que l’on commet de ce fait peut étre 
voisine de +. 
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238. Constante d’Euler. — La formule 


I I I 
lee =) 187) = 
n 2n? OF 
ou n désigne un nombre naturel, montre que l’on peut écrire, en désignant 


a ; I 
par ¢, un nombre positif plus petit que —; 
2 


En ajoutant membre a membre a cette égalité celles qu’on en déduit en y rem- 
plagant nm par t (1), 2, 3, ..., m—1, om trouve 


I \ I I € € € 
Ve ee a ; ee een 
I 2 3 n 12 22 lio 
On en déduit 
I I I &4 £9 En 
—-+—-+...+ ——le(n+1)= —-+—+...+ SS; 
I 2 n 8 ( ) 12 22 n2? 


supposons que l’on fasse croitre m indéfiniment; comme la série a termes 
positifs 


est manifestement convergente (n° 183), on voit que le premier membre tend 
vers une limite, a savoir la somme C de la série précédente. 
On a donné a ce nombre 


Cj==1089772 101004 Oa. 


le nom de constante d’Euler; il joue un réle important dans diverses ques- 
tions d’analyse. 
Le fait que la différence 


I I 
I+-+...+——lgn 
2 Tv 


tend vers une limite quand n augmente indéfiniment met bien en évidence la 
divergence de la série 


[ I 
Se Seg jm Sa o.0 
2) Vt 


et la nature de cette divergence. 


(1) A la vérité la relation n’est pas établie pour n =1; qu’elle soit exacte, méme 
pour ce cas, c’est ce qui résulte de la valeur de Ig2. 
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Calcul de x. — If] est aisé de tirer de la formule 
we G0 x 
AEE Sena > oe a7 aga 


valable pour les valeurs de w intérieures a l’intervalle (—1, +1) une formule 
convenable pour le calcul de x. 
Observons d’abord que les formules 


2a : ‘: b : a—o6b 
=> arc tanga — arc tang db = arc tang ———» 
2 2. P 2 Ve YS 


2 


2are tang@ = arc tang 


ou a, 6 désignent des nombres positifs moindres que 1, résultent immeédiate- 
ment des formules 


2 tangs tanga — tang B 


tang2a = : 
I+ tanga tangs 


tang(a — 6 


aoe 
1— tang?a 


Je vais me servir de ces formules pour le calcul de la tangente de I’arc 


1 at eee 5 
4arc tang; — arc tangi, que Von peut prévoir étre assez petit; on a succes- 


sivement 
2 
I 5 5 
2arc nee = are tang Secs = arc tang mae 
I— = 
25 
5 
4arc tang are arc tang eer — aretan? saree 
@ @ 25 te) Fin 
' 164 
120 
fare tang z — arc tang 1 = arc tang le eye are tang I : 
2 : 120 23 
ar 


et, par conséquent, 


I I 
= are langI= gare tang mee arc tang Son 


la 


Je laisse au lecteur le soin de montrer sur ces séries que le nombre 


f [ \ 
16 (4 — f e — Ss ln 
cs Bee 56 aru! 239 


est une valeur approcheée de z, par défaut, avec une erreur moindre que 2.10~%.. 
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§ 3. — CAS OU LA VARIABLE EST IMAGINAIRE. 
FONCTIONS EXPONENTIELLES ET CIRCULAIRES. 
FRACTIONS RATIONNELLES. 


239. Fonction exponentielle pour les valeurs imaginaires de la 
variable. Formules d’Euler. — Dans toutes les applications qui pré- 
cédent, on a supposé la variable réelle. L’importance de la théorie des 
séries entieres a variable imaginaire, qui a pour point de départ le 
théoreme du n° 228, apparaitra trés suffisamment sur les exemples 
que je vais traiter. 

On a démontré, au n° 231, Pégalité 


z z eZ 
(1) a ea = S506 OP = SF 006 


pour toutes les valeurs réedles de z, et lon a observé au n° 189 que 
la série qui figure au second membre est convergente, lors méme 
que z est imaginaire. Quand z= x + cy est imaginaire, e* n’a pas de 
sens jusqu’ici. Convenons de définir e*, lorsque z est imaginaire, 
comme la somme de la série qui figure au second membre de |’éga- 
lité (1); la fonction e? est maintenant définie pour toutes les valeurs 
de z; la propriété fondamentale 


e233) e2e2 = e2+2' 


subsiste quels que soient < et 3/; on a établi en effet au n° 190 que le 
produit des sommes des deux séries 


Zz z2 gr 

1+ t at=s t = ) 
[ | i) n 
vee zi2 gil 

1+ = =e Ore} Tee ase 
[ | tae J | ir Ay nm 


c’est-a-dire le produit e*. e*’, était toujours égal a la somme de la série 


1 


Pt T AIO 


Coase tae) (B+ 3°)” 
J ihe Uireeivet acs: 


rv 


or cette somme, par définition, n’est autre chose que e?**. 
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Il suit de la que Pon a 
(3) extly = exely : 


cette égalité est vraie, quels que soient 2 et y : supposons d’abord 
que ces deux nombres soient réels; on a, par définition, 


; 2 4/2 Bae 
EST seg ie Rie Ton AA 


ey =1 + ; +... 
I too) too 
L 2 iva ye 
= f= Jy Jy Jy mt 5 ji Se ’ 
I 1.2 heDow Toso seed 
ou 
2 4 y2n 
: } 
ety ay — Ss ewig ey el ge 5 
1.2 ee ons Mo Pc 2n 
3 rd 2-1 
Lig 4 Y ' J See Ne ees Se 
I ltpeos. oo welt Re Da@e 6 aleve S230) 
et, par conséquent, 
(4) e'y¥= cosy + siny, 
ainsi qu il résulte des formules 
2 4 
| cosy =1— 2 seers 
, eo Pee Si) 
() . 
oO 
A pre ten aii Alaa SI ode 
toe it Pee aod 


étabhes au n° 232 pour toutes les valeurs réelles de y. On adone ('), 
en supposant z et y réels, 


(6) ex+ly = eX(cosy + isiny); 


en d'autres termes e” est la valeur absolue de e*t*7, y en est |’ argu- 
ment trigonométrique. 

Les formules (5) ont été établies pour les valeurs réelles de y; il 
est assez naturel de faire pour ces formules ce que l’on a fait pour la 
relation (1), c’est-a-dire de s’en servir pour définir cosy et siny 
lorsque y est imaginaire; cela est légitime puisque, d’une part, cosy 


(') Cette formule pourrait, si l’on youlait, servir de définition a e, quand 
= 2+ ty est imaginaire; il serait aisé d’en déduire la relation (2). 


a 
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et siny n’ont de sens, jusqu’ici, que pour les valeurs réelles de y et 
que, d’autre part, les séries qui figurent dans les seconds membres 
des égalités (5) sont convergentes quelle que soit la valeur, réelle 
ou imaginaire, de vy. Adoptons cette définition. 

On voit de suite que l’égalité (6) subsiste alors quels que soient 
les nombres réels ou imaginaires x ety; en effet, on a observé déja 
que Pégalité (3) était vraie dans tous les cas; les égalités, non numé- 
rotées, qui sont entre les égalités (3) et (4) subsistent, que y soit réel, 
ou imaginaire, et l’égalité (4) résulte alors de ces égalités-la et des 
égalités (5) qui servent maintenant de définition a siny et a cosy. 

Il est aisé de reconnaitre que les propriétés fondamentales des 
fonctions cosy et siny subsistent. D’abord les formules (5) montrent 
de suite que l’ona 


€0S(— 7, == COs. 77, sin(— y)=— siny. 
Si maintenant on change vy en — y dans l’égalité (4), elle devient 
(4 bis) ey = cosy —tsiny, 


et cette égalité est vraie, comme celle d’od on l’a tirée, que y soit 
réel ou imaginaire; de cette égalité et de Végalité (4) on tire les 


relations, dues a Euler, 


. 


ety +- ety ely — ety 


(7 Wy = ———, siny = 
7) ye 5 Ih ae 


En changeant dans les formules (7) vy en cy, elles deviennent 


“ eat + ey Po cae a ON = (Ai 
cos ty = ain pie oe sin Ly — ao ae 
ou 
. Gi a Veoeee a> GV 
cosly = is kite Batten oe ar 


lorsque y est réel, les seconds membres ne sont autre chose que les 
fonctions chy, shy définies au n° 204; en d’autres termes on a, 


lorsque y est réel, 
(8) costy = chy, sinty =wshy. 


Ces formules subsistent, que y soitréel ou imaginaire, sil’on convient 
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de définir, dans tous les cas, chy et shy par les formules 


chy eS ey + ea hoe ey — ia! 
2 2 
elles montrent que l’introduction des fonctions chy, shy n’est pas 
indispensable, si on veut bien considérer des sinus et cosinus a 
variable imaginaire; il est toutefois commode de les conserver, pré- 
cisément pour les calculs qui ne portent que sur des quantités 
réelles. 
Les relations 


ch2a — sh?a =1, ch(a+6)=chachb + shashb, 


ont été déduites de la définition des fonctions cha, sha, ... et de la 
propriété fondamentale e%e? = e%*8; elles subsistent, ainsi que leurs 
démonstrations, quels que soient a et 6; elles équivalent, en vertu 
des relations (8), aux formules fondamentales de la Trigonomeétrie ; 
au surplus, je vais reprendre la déduction de ces derniéres formules 
au moyen des formules (7); c’est exactement le méme calcul qu’au 
n° 204. 

En multipliant membre a membre les égalités (4) et (4 brs) et 
en remarquant que, en vertu des régles du n° 90, le produit 
(cosy + ¢siny) (cosy — ésiny) est égal a cos? y + sin? v, on trouve 


I= COs? 7 + sin? y. 
On a, quels que soient a, 6, en vertu des formules (7) 


etla+b) 1 e—ila+b) a etla+b) __ e—i(a+b) 
cos(a+b)= ) sm(a@+ b)= ; ’ 
2 i 2t 


puis, a cause des relations (1) et (4), 
ella+) — ela elb — (cosa + i sina) (cosb + ¢ sind). 


En effectuant la multiplication indiquée dans le dernier membre 
par la régle du n° 90, on trouve 


e\4+b) = cosa cosh — sina sinb + i(sinacosb + cosa sin b); 


(Se) 
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puis, en changeant a, 6 en —a, — b 
et\a+b) — cosa cosb — sina sinb — i(sina cosb + cosa sind); 
dou, en portant dans les expressions de cos(a@+5b) et de sin(a+)), 


cos(a + 6)= cosacosb — sina sinb, 
sin(a+ 6)= sinacosh+ cosasindb; 


il suffira de changer b en — 6, pour avoir les expressions de 
cos(a—b), sin(a—b). 

Les formules précédentes permettent de séparer la partie réelle et 
la parle imaginaire de cosz, sinz quand s est imaginaire. Si, en effet, 


on pose 3 = 2+ ry, en désignant par x et y des nombres réels, on 
aura par ces formules et les formules (8) 


cos(~7-+iy)=cosx chy —tsing shy, 
sin(@-+ty)= sinxchy +tcosa shy; 

les parties réelles et les parties imaginaires sont mises en évidence. 
On définit, quel que soit z, tangs par la formule 


sin 3 
tangs = : 


cOosSZ 


On a déja dit que la considération des dérivées d’une fonction 
d’une variable imaginaire était en dehors des limites du présent 
ouvrage, mais qu’on s’y permettait la considération de la dérivée 
une fonction dune variable réelle, comportant des coefficients ima- 
ginaires. Telle est la fonction e“*”’, ot u et ¢ désignent des fonctions 
réelles de Ja variable réelle x. Je vais montrer que la dérivée de cette 
fonction, définie comme au n° 223, est ev’ (u' + ie’), en désignant 
par uw’, ¢' les dérivées de uw et de 0; en effet, par définition, la fonction 
eut nest autre chose que 


e” cosy + te” sing, 
dont la dérivée s’obtient en prenant séparément les dérivées de la 
partie réelle et de la partie imaginaire (n° 223); cette dérivée, d’aprés 
les régles établies pour les variables réelles, est 
e” cosy.u’— e” singv.y’+ t[e” sinv.u’+ e% cose.’ | 


= e“u'(cosy + tsinv) + ce“v'[ cosy + Using | 


= e% (cosy + tsine) (u'+ iv’) = evr? (u'+- iv'). 
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Inversement, la fonction primitive de e(* (u!+ i") est 
euro A + 7B, 


en désignant par A, B des constantes arbitraires. 

On déduira de la sans peine, en conservant les mémes notations, 
que les dérivées des fonctions cos(u + iv), sin(u + 7) sont respec- 
tivement — (u’+ iv’) sin(w+ te), (u'+ iv’) cos(u + ie). 

On n’oubliera pas que les fonctions lgz, arcsinz, arccos3 n’ont 
pas été définies pour z imaginaire. 


240. Digression sur la fonction exponentielle. — La beauté et la 
simplicité des résultats obtenus en introduisant des variables imagi- 
naires n’ont pas manqué de frapper le lecteur : les lens qui se 
trouvent ainsi établis entre la fonction exponentielle et les foncuions 
circulaires sont extrémement remarquables. Il ne sera pas inutile de 
faire ressortir ici le rdle de la fonction exponentielle, dont les pro- 
priétés se trouvent un peu disséminées dans différents Chapitres. 

La signification de @ étant supposée connue lorsque # est un 
nombre naturel, on a défini successivement, dans le Chapitre I, a” 
(a@>o0) pour les valeurs fractionnaires, négatives, irrationnelles 
de x; cette définition implique la démonstration d’une suite de pro- 
priétés relatives aux radicaux. La voie suivie est naturelle, mais 
longue et quelque peu fastidieuse; la méme observation s’applique 
aux extensions successives de la proposition fondamentale 


BRE ONG DIES 


La fonction a”, une fois définie pour toutes les valeurs réelles de x, 
ilm’y a pas de difficulté a reconnaitre qu’elle est continue et com- 
ment elle varie. La définition du logarithme dans une base quel- 
conque comme fonction inverse de la fonction exponentielle est toute 
naturelle. 

Pour arriver a la notion de la base e des logarithmes naturels, on 


, % , A I m are 
établit que l’expression (1+ =) tend vers une limite quand m 


augmente indéfiniment, et l’on parvient ainsi a la série qui définit le 
nombre e. La méthode par laquelle on parvient a la limite de 


/ 1 \™m . i F , 
(1+ =) est, a la yérité, fort intéressante, d’autant quelle s’ap- 
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plique a beaucoup d’autres questions analogues; mais il serait tout 
aussi naturel, au lieu de se poser la question qui a conduit a la série, 
d’envisager la série e elle-méme ou plutét la série 


dont la convergence (absolue) s’établit immédiatement. Cette conver- 
gence une fois établie, il est clair que la somme de cette derniére 
série définit une fonction E(2), dont on apercoit de suite qu'elle est 
continue et qu’elle est croissante pour 2 > 0 (n° 225). La propriété 


E(a7)E(y) = E(x +7) 


résulte immédiatement de la régle pour la multiplication des séries, 
régle dont la démonstration est fort naturelle. Cette propriété fait 
connaitre de suite l’allure de la fonction E(x) pour z négatif; elle 
entraine immédiatement les suivantes 


E(2,) E(xq)...E( a.) = E(a1+ 72+...+2n), 
[E(@)|"=E(n@), E(n)=[E())’, 


ou n est un nombre naturel; si l’on pose E(1) = e, la derniére égalité 
montre que, si 2 est un nombre naturel, E(z) est égal a e”, c’est- 
a-dire au produit de zw facteurs égaux a e. Que le lecteur veuille 
bien oublier, pour un moment, tout ce qui concerne le calcul des 
radicaux, les exposants fractionnaires, négatifs, irrationnels et ne 
retenir que la définition des exposants dans le cas of ces exposants 
sont des nombres entiers, positifs : e* n’a de sens pour lui que dans 
le cas ot x est un tel nombre; il devient alors légitime de définir 
dans tous les cas la fonction e? comme étant la somme E() de la 
série précédente, puisque, dans le seul cas qu’il connaisse, cette défi- 
nition se raccorde avec l’ancienne. La fonction logarithmique (le 
logarithme naturel) se définit alors comme la fonction inverse de e*. 

Il est, dés lors, aisé de construire une fonction qui, pour toutes les 
valeurs de x, se raccordera avec la fonction a” et jouira de la pro- 
priété 9( x2) o(y) = o(x +y). On observera d’abord que la fonction 
o(x) =e”, quelle que soit la constante 4, jouit évidemment de cette 
derniére propriété; pour 7 =1, elle se réduit aa si lona eka 
ou A—Iga, ce qui suppose a>0; d’ailleurs, quel que soit le 
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nombre naturel n, on a alors, en vertu de la propriété fondamentale, 


[o(a)}"= one), 


av = [0(1)|"= 9(n); 


la fonction e*!8¢ coincide avec la fonction a’, pour toutes les valeurs 
naturelles de n, c’est elle qu’on prendra comme définition de a? pour 
toutes les valeurs réelles de a. Il revient au méme de définir cette 
= XL x bie - as s A oa ae e 
fonction a” par l’égahté lg(a”) = rlga. 
La propriété qu’exprime l’égalité 


(ax)¥= ary, 


établie lorsque y est un nombre naturel, est vraie quel que soit y; en 
effet, le logarithme du premier membre est 


ylgat*=aylga 


comme celui du second. Cette égalité, en supposant que x soit une 


fraction & et que y soit égal au nombre naturel g, montre que l’on a 
qd ro) d 


es 
Ope 
el, par suite, 
P 
a; 1 
Gc 
a => a= ° 
Vy aP 


Enfin, Pégalité 


OBE 3 l= (CHOr, < all V2. 


ou a, b, ..., / sont des nombres positifs, apparait en constatant que 
les logarithmes des deux membres sont égaux. Toutes les proposi- 
tions concernant le calcul des radicaux et des exposants fraction- 
naires, posits ou négatifs, établies au Chapitre I, apparaissent ainsi 
immeédiatement. 


Quant a la propriété du nombre e d’étre la limite, pour m infini, 


ae Vee . Ou eeye TSE : A 
de (1+ =) » ou ala propriété plus générale de la fonction e® d’étre 


\ 
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la limite, pour m = «, de (: oe ae » elle a été établie au n° 235. 

Tout ce qu’on vient de dire concerne les valeurs réelles de la va- 
riable x. 

Observons maintenant que, si des considérations géométriques 
n’avaient pas conduit a introduire les fonctions cosx et sina, on 
aurait été amené a introduire ces fonctions en étudiant ce que devient 
la série 


pour les valeurs purement imaginaires de 2; ona vu plus haut com- 
ment les propriétés de ces fonctions cos, sinz apparaissent aisément 
de ce point de vue. II resterait, toutefois, a définir le nombre x qui 
pourrait étre regardé comme le double du plus petit nombre |positif 
qui annule la fonction ('): 


nec epee 
1.2 Noses 
241. Développement en série des fractions rationnelles. — La for- 
mule du binome 
mr TUTTE —— 
(1) (a+ 4)" = t+ eas ae ae 


a été établie en supposant m et 3 réels et | z| <1. 

Je me bornerai, dans ce qui suit, au cas ott m est un nombre 
entier, positif ou négatif. 

Lorsque m est un nombre entier positif, le second membre de 
Pégalité (1) se réduit 4 un polynome de degré m; l’égalité est vraie 
quel que soit z, réel ou imaginaire. 

Supposons maintenant que m==—n soit un entier négatif. La 
série est absolument convergente, que < soit réel et imaginaire, 
pourvu que lon ait|s|<1, comme je le suppose dans ce qui suit. 

On a le droit de multiplier la série par le polynome 


n RAK), 


UD ie ot tae Stairs 


1.2 


(2) Litres, We Ws 
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d’aprés la régle de la multiplication des séries, puisque la série (1) 
est absolument convergente et que le second membre de l’égalité 
précédente peut étre regardé comme une série absolument conver- 
gente. Lorsque z est réel, le produit doit étre égal a 1, sous la seule 
condition | z| <1. 

Dans le produit ordonné suivant les puissances de z, les coeffi- 
cients des puissances de z doivent étre nuls, le terme constant doit 
étre égal a 1. Mais les valeurs de ces coefficients ne dépendent nulle- 
ment de la valeur de z; quel que soit z, réel ou imaginaire, pourvu 
que l’on ait |z| <1, le produit de la série 

m m(m —1) 2 


I & 
I 1.2 


par le polynome 


—m (— m)(—m—t 
I+ —— 2+ ( : eee 
idee 


ou(1+ 2)”, est égal a 1; cela revient a dire que l’on a, pour toutes 
les valeurs de 3, 
m m(m—t1) 


(+ 2)"@=1-4 pid mS Be. 


Ce résultat est important pour le développement en série d’une 


I(2) 


o(@)’ ou f(x) et o(x) désignent des polynomes 


fraction rationnelle 


en 2. 

On a vu (n° 65) qu’une telle fraction pouvait se mettre sous la 
forme dun polynome en x, &(#), qui n’existe d’ailleurs que si le 
degré du dénominateur 9(#) ne dépasse pas celui du numérateur 


A 
J(x), et dune somme de termes de la forme =P A est une 
BL & 


constante, a une racine réelle ou imaginaire du dénominateur 9(2), 
mest un nombre naturel qui ne dépasse pas l’ordre de multiplicité 
de cette racine. I] suffit évidemment, pour obtenir le développement 
cherché, de développer en série chacun des termes. 

Supposons d’abord que @ ne soit pas nul. Ona 


A ion (—1)”A = ae (i =)" 
? 


== ie Ny tio a m 
(io) an(1— =) a 


a 
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on n’aura qu’a appliquer la formule 


(1 z)" ; lis. Fe rr m(m—-+-1) x? m(m+t)(m-+2) 23 
Sar ae = ay T T eee 


i ae Tek. a? yO, 403) ae 


oy le Ciesite 
valable pourvu qu’on ait | <1, ou |x|<|a@|, et 4 multiplier 


ca jm A 


chaque terme par — pour avoir le dév eloppement cherché. 


Si o(#) n’admet pas is racines nulles, chaque terme pourra se 
développer comme on vient de l’expliquer; tous les développements 
sont valables a la fois lorsque la valeur absolue de x est inférieure a 
la plus petite = valeurs absolues des racines. Sous cette condition, 


S(@ 


la fraction oS sera développable en une série entiére en 2. 


Lorsqu’on ce la division de f(#) par o(x), en ordonnant par 
rapport aux puissances croissantes de x, on obtient successivement 
les termes de cette série. 

Si ¢(#) admettait une racine nulle d’ordre de multiplicité p, on 
pourrait, en posant o(x)=.2xPt(x), commencer par développer 
g(x) 
Y(@) 
on obuendrait, pour la fracuon rationnelle, un développement pro- 


en série enulére en x, puis on diviserait chaque terme par 2?, 


cédant suivant les puissances entiéres et croissantes de 2 qui com- 
mencerait par des termes de degré négatif; l’ensemble de ces termes 


. [ 
constitue ce polynome eny sans terme constant, que Von peut re- 


trancher de oe de maniére que la différence reste finie quand x 


s approche na o (n° 61). Le développement auquel on parvient ainsi 
est encore valable pourvu que x soit moindre, en valeur absolue, que 
la plus petite des valeurs absolues des racines de 9(.v) qui ne sont 
pas nulles. 

On peut aussi obtenir un développement de la fraction rationnelle 
I(2) 
9(x) 
suivant les puissances croissantes de - Reprenons le terme 


qui procéde suivant les puissances décroissantes de x ou plutot 


(xa — ayn é 
on peut l’écrire 
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On a dailleurs, en supposant lal <a LnoU ier 


( Shek Ee m(m +1) @ 3 m(m—+i)(m+2) a 


{—-— = i+} y . 
\ 6 ik ae 1.2 x? Pye a3 


et il suffit, pour avoir le développement cherché, de multiplier 
A : : ; 

chaque terme par —; chaque terme fournit un développement ana- 
wm 


logue; tous ces déyeloppements sont valables pourvu que la valeur 
absolue de z soit plus grande que la plus grande des valeurs absolues 
des racines de 9(x); en les réunissant et en mettant en avant, s'il y 
en aun, le polynome en x ordonné suivant les puissances décrois- 


J(2) 
, bay Fak 
au développement annoncé, qui procede suivant les puissances dé- 


santes de x qui figure dans la décomposition de » on parvient 
croissantes de x : il commence par un polynome, il se continue par 
une série entiére en — - Crest a ce développement que l’on parvient 


en divisant f/(2) par o(2), lorsqu’on ordonne suivant les puissances 
décroissantes de x et qu’on poursuit indéfiniment l’opération. 


Considérons, par exemple, l’expression 


I — 2? 


? 
I— 27 cosa + x? 


ol # est un nombre réel; les racines du dénominateur sont 
1 roa a7, ft \ 

cosa = ¢sing = e~%, leurs valeurs absolues sont égales a 1; dans les 

développements suivant les puissances croissantes de x que l’on va 

considérer, on devra supposer PA eae On a, en décomposant en 


éléments simples, 


pa? I — ere I I — e240 I 
SH : = b —  —__| 
I— 22 cosa + a? 2( 6 *—-— COS a) a — ere 2(e—~“%*— cose) x —eta! 

eta — ei& 1 et% _ e—ia I 
= I mS : ts = : 
DBUSINEE Th Rg —2,U SINe D— rele 
I H 


1 


i— vem * | — weld? 


d’ailleurs, sous la condition | «| <1, qui entraine | xe*@| <1, ona 


I 


aan =I-+ ve + greta... 


1 


= n Cee 2 e--21% 
eae rare I ae + ee SIE. ates 
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et, par suite, 


1— x? 
a a ee cosa+272cos2a+...t+ 2x7" cosna+.... 
I—2rcos4+2 


On verra de méme, ou l’on déduira de la, que, pour | z|>1, ona 


xr2-—I P 2 9 
a = COSC 5 pe COS 28. a = COS IED Hs ohare 
x x wr 


r>—2xL COS4+1 


Enfin, le lecteur n’aura pas de peine, en supposant x réel et 
moindre que « en valeur absolue, et en égalant la partie réelle et le 
coefficient de ¢ dans les deux membres de Végalité 


I 


= 1+ cel gr exux., 


I— vere i. 


a établir les deux relations 


{— ZY COSa A 
SS a © COS OS LCOS DG aie et COSTU Xi erat 4 
[= 22 COSQ—- 7* 


@r sina : : f 
=rsina+ x*%sineax+...4+-7"sinna+.. 


[— 2a” cosa+ x? a2 

; ae : 
qui subsistent d’ailleurs lorsque x, que |’on doit toujours supposer 
moindre que 1 en valeur absolue, est imaginaire : on le voit en remar- 


quant que les deux membres, quand on les multiplie par 


I— 2xrcosa + 2, 


doivent étre identiques lorsque x est réel, et, par conséquent aussi, 
lorsque x est imaginaire ('). 


§ 4. — INFINIMENT PETITS ET INFINIMENT GRANDS. 


* 


242. Les mots infiniment petit, infiniment grand ne s’'appliquent 
jamais qu’a une fonction d’une ou de plusieurs variables, ou aux va- 
riables elles-mémes. Je ne m’en servirai que pour une fonction dune 
seule variable (ou pour la variable elle-méme). Ils peuvent d’ailleurs 
étre pris dans un sens absolu, ou dans un sens relatif, 


(Oy) Cis Jaze, We) Ge al); 
T. — Ul. 16 
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On dit d'une fonction de z qu’elle est ou deyient infiniment petite, 
dans certaines conditions qu'il faut toujours spécifier, si, dans ces 
conditions, elle a pour limite o. 

Ces conditions, on du moins celles que je considérerai, consistent 
en ce que la variable x doit tendre vers une certaine valeur a, ou 
erandir indéfiniment en valeur absolue : elles peuvent d’ailleurs étre 
plus ou moins étroites : par exemple, on peut spécifier que x doit 
tendre vers a en restant plus petit que a, ou en restant plus grand 
que a, ou bien grandir indéfiniment en valeur absolue en restant 
positif ou en restant négatif, ce qu’on exprime briévement en disant 
que a tend vers + 2%, ou vers — o. En disant que la fonction f(7) 
est infiniment petite quand x tend vers a (sans spécifier davantage ) 
on entend que sa valeur absolue doit rester plus petite que tel nombre 
positif ¢ que lon youdra, pourvu que 2 —a soit moindre en valeur 
absolue qu’un nombre positif 7 conyenablement choisi, d’aprés ¢: a 
chaque valeur de ¢ doit correspondre une valeur de 7. Si, de méme, 
on dit que f(2) est infiniment petit quand a tend vers @ par des 
valeurs plus grandes (ou plus petites) que a, on entend que la valeur 
absolue de f(z) doit étre moindre que tel nombre positif ¢ que lon 
voudra, pourvu que 2 — a (ou a — x) soit positif et plus petit que le 
nombre correspondant 7. En disant que f(2) est infiniment petit 
quand x tend vers + 0 (ou vers — ), on entend que la valeur ab- 
solue de f(x) doit rester moindre que tel nombre positif ¢ que lon 
voudra, pourvu que x soit plus grand qu’un nombre positif P (ou 
plus petit quun nombre négatif — P) convenablement  choisi, 
d’aprés ¢; a chaque ¢ doit correspondre un nombre P. De méme, si 
Von dit que la fonction f(z) est infiniment petite quand x croit indé- 
finiment en valeur absolue, on entend que la valeur absolue de f(x) 
reste inférieure a tel nombre positif ¢ que l’on voudra pourvu que la 
valeur absolue de x soit plus grande que le nombre correspondant P. 

On dit de méme qu’une fonction f(a) est ou devient infiniment 
grande dans certaines conditions, qu’il faut toujours spécifier, si, dans 
ces conditions, la valeur absolue de f(.r) dépasse tel nombre positif P 
que l’on yeut. Je me dispenserai de répéter les détails qui précédent 
en disant que la fonction /(2) est infiniment grande quand la fonc- 


tion est infiniment petite et réciproquement. 


| 
WA oe) 


Par exemple un polynome en x, qui ne contient pas de terme con- 
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stant, est infiniment petit quand x tend vers 0; il en est de méme 
de Vx, de sin, de lg(1 +). Un polynome en x, qui ne se réduit 
pas a une constante, est infiniment grand quand x est lui-méme infi- 
niment grand; e*. lgx sont infiniment grands quand x tend vers + 0; 
il en est de méme de _ (n° 227) quel que soit le nombre posit 7; 


lea 


acs infiniment petit quand x tend vers + 2%, comme on le voit en 
posant 7 = e?, s= lee; s tend vers + co en méme temps que z el 
Pona 

lea 5 

pr ene? 


le second membre tend vers o quand z tend vers + 2. 
el 
e* est infiniment petit quand x tend vers — o; e” est infiniment 


petit quand x tend vers o par valeurs négatives, infiniment grand 
go 
1 


quand « tend vers o par valeurs positives; e* —1 est infiniment petit 
quand x croit indéfiniment en valeur absolue; lgz est infiniment 
grand (négativement) quand x tend vers o par valeurs positives; 
r’ lex, ou n désigne un nombre positif quelconque, est infiniment 
petit quand x tend vers o par valeurs positives, comme on le voit en 
posant x = e~*, s = — lg xv; lorsque a tend vers o par valeurs posi- 
tives, z tend vers + «et l’ona 


ar le wo = — ge-nz SS 


’ . . if . ne . 
La fonction x sin = est infiniment petite quand x tend vers o, 


puisque le second facteur est toujours compris entre — 1 et +1. Dans 
Pintervalle (0, ~), elle s’annule une infinité de fois, quelque petit 


. . . I 
que soit le nombre z, puisque sin — est nul pour toutes les valeurs 
x 


if 


de x qui sont de la forme , nm étant entier, Les raisonnements qui 


ne 
suivront ne s’appliqueraient pas tous a cette fonction : un rapport ott 
elle figurerait en dénominateur n’aurait pas de sens, pour des valeurs 
de x aussi voisines qu’on youdrait de la valeur o vers laquelle on fait 
tendre z. Or, on aura a considérer dans la suite des rapports ou 
figurent en dénominateur les fonctions que l’on étudie : pour que les 
raisonnements qui concernent ces rapports soient valables, il faut que 
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ces rapports alent un sens et que, dans les conditions ot l’on se place, 
leur dénominateur ne soit pas nul. C’est ce que je supposerai essen- 
tiellement dans ce qui suit. Afin d’éviter toute difficulté de ce genre, 
je supposerai, lorsque « doit tendre vers a, que l’on peut délimiter 
un intervalle (a, 8), auquel a soit intérieur, tel que dans cet intervalle 
les fonctions que l’on considere ue s’annulent pas, sauf pourz=a. De 
méme, si x doit tendre, par exemple, vers + , je supposerai qu’on 
puisse déterminer un nombre P assez grand pour que les fonctions que 
Yon étudie ne s’annulent pas pour «> P. Les fonctions pour les- 
quelles les conditions de cette nature ne pourraient étre réalisées sont 
exclues de ce qui suit, quoique certains des résultats qu’on établira 
s'appliquent encore a elles. 

in disant de la variable qu’elle est infiniment petite, on entend 
sumplement qu’elle tend vers 0; en disant qu'elle est infiniment 


grande, on entend que sa valeur absolue grandit indéfiniment. 


243. On vient de définir les infiniment petits et les infiniment 
grands absolus. J’arrive maintenant a la signification relative des 
mémes mots. 

Considérons deux fonctions de x, f(a) et (x) : on dit que, dans 
des conditions qu il faut toujours spécifier (x tendant vers a, vers 
+ a, etc.), f(x) est infiniment petit parrapportag(z), ou que o(z) 
est infiniment grand par rapport a f(2), lorsque, dans ces conditions: 


le rapport Le) est infiniment petit et que, par conséquent, le rap- 


port 2) est infiniment grand. Par exemple, dans un polynome or- 


donné par rapport aux puissances croissantes de z, chaque terme, y 
compris le terme constant s'il y en a, est infiniment grand par rap- 
port a ceux qui le suivent, quand zx tend vers 0; chaque terme est au 
contraire infiniment petit par rapport a ceux qui le suivent quand x 
augmente indéfiniment en valeur absolue. e” est infiniment grand par 
rapport a x2" (n> 0), quand x tend vers + «. Dans les mémes con- 
ditions, lga est infiniment peut par rapport a #”. Ll est a peine utile 
de dire, aprés ces exemples, que, lorsqu’on dit que f(x) est infiniment 
peut par rapport a ¢(2), on n’entend nullement que la fonction /(z ) 
soit infiniment petite (absolument) dans les mémes conditions. 

La somme de deux fonctions f(x), g(x) infiniment petites par 
rapport a 9(a) est elle-méme infiniment petite par rapport a 9 (2). 
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4 
On ne peut pas toujours affirmer que la somme de deux fonctions f/ (7), 
&() infiniment grandes par rapport a 9(a#) soit infiniment grande 
par rapport a 9(x), comme on le voit en prenant par exemple 
§(v%)=—f(x). 

Il convient d’observer que ces expressions que l’on a appris a cal- 
culer aux ns 232, 233, 234, 235 et qui fournissent, dans certaines 
conditions, des valeurs approchées d’une fonction, ont toujours été 
ordonnées de maniére que chaque terme fat infiniment grand par rap- 
port a ceux qui le suivent. La somme des termes qui suivent le pre- 
mier est infiniment petite par rapport a lui. 


J (2) 
iz 


Co il est clair que toute fonc- 


tion f(z) infiniment peute par rapport a 9(), dans certaines condi- 


Puisque>Vonva: f(z) = o(x) 


tions, s’obtient en multipliant cette derniére par un facteur qui, dans 
les mémes conditions, est infiniment petit : réciproquement en mul- 
uphant ¢() par un facteur infiniment petit (absolument), dans cer- 
taines conditions, on obtient une fonction infiniment petite par rap- 
port a f(z). De méme, on obtient une fonction infiniment grande, 
dans certaines conditions, par rapport a 9(#), en multiphant 9(2x) 
par un facteur infiniment grand, dans ces conditions. 


244, Equivalence. — On dit que deux fonctions f(z) et o(x) qui 
sont infiniment petites (ou infiniment grandes), dans certaines condi- 


tions, sont des infiniment petits (ou des infiniment grands) équi- 


valents lorsque, dans ces conditions, leur rapport i ou aS 


a pour limite l’uniteé. 

Par exemple 2” et 22 + x? sont des infiniment petits équivalents 
quand z tend vers o. Plus généralement deux polynomes ordonnés 
par rapport aux puissances croissantes de x sont des infiniment petits 
équivalents, quand z tend vers o, si les termes constants font défaut, 
et si les premiers termes sont identiques. Deux polynomes de méme 
degré sont des infiniment grands équivalents quand x grandit indéti- 
niment en valeur absolue, si les termes du plus haut degré sont iden- 
tiques. Si la fonction g(a) a une dérivée g’(xz) qui n’est pas nulle 
pour x = Zp, la fonction de h, g(xap +h) — g (xo), est un infiniment 
petit équivalent a h g’( xy). 

Il est avantageux d’étendre, comme le font quelques géometres, le 
sens du mot équivalent, et de dire de deux fonctions quelconques 
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f(x) et o(x) quelles sont équivalentes, dans certaines conditions 
(x tendant vers a, vers + a, etc.), lorsque, dans ces conditions, leur 
rapport a pour limite 1: si les fonctions f(z) et 9(z) sont con- 
tinues pour =a, et prennent des valeurs égales. non nulles, f(a) 
eto(a), celte facon de parler est toute naturelle. Elle n’implique pas 
que, dans les conditions considérées, les fonctions f(z), 9(.7) sovent 
infiniment petites ou infiniment grandes, ni qu’elles aient des limites ; 
mais si ces fonctions sont équivalentes et, si lune est infiniment 
petite (ou infiniment grande), il en est évidemment de méme pour 
Pautre; si Pune admet une limite, |’autre admet la méme limite. 

Deux fonctions équivalentes a une troisiéme fonction sont évidem- 
ment équivalentes entre elles. 


Si deux fonctions f(z) et 9(#) sont équivalentes, dans certaines 


conditions, leur différence f(z) —o(«) est infiniment petite par 
rapport a l'une ou a l'autre; réciproquement, si la diflérence de deux 
fonctions est infiniment petite par rapport a4 Pune ou a Pautre, dans 
certaines conditions, ces deux fonctions sont équivalentes, dans les 
méme conditions, 


Cela résulte évidemment des identités 


S(@)—~9(@) _ __ 9(@) SQ) oe) = fla) 


T(#) F(@) 9(@) o(@) 


=. ou le rapport fo, tend vers 1, dans cer- 


taines conditions, que f(xz)— 9(z) est infiniment petit par rapport 
HABE ACE) 
I(@) 


tend vers o dans les mémes conditions, c’est dire la méme 


dire que le rapport 


a f(x) ou a o(x), que lun ou autre des rapports 
S(@)— 9(#) 
“9(x) 

chose. 

Par exemple, chacune des expressions approchées étudiées dans 
les n°** 232, 233, 234, 235 est équivalente 4 son premier terme. 

La quantité e? — x” est un infiniment grand équivalent a e” quand x 
tend vers +0. 

I] suit de la qu’on obtient toutes les fonctions équivalentes a une 
fonction f(z), dans certaines conditions, en lui ajoutant une fonc- 
tion infiniment petite par rapport a elle, dans ces conditions; comme 
toute fonction infintment petite par rapport a f(z) s’obtient en mul- 
upliant f(z) par un facteur infiniment petit, dans les mémes condi- 


, 
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tions, on voit que toute fonction équivalente a T(z) pourra se mettre 
sous i forme f(x)[1+¢(x)] en désignant par ¢(x) une fonction 
infiniment petite, dans les conditions considérées. 


x) 
Si, dans un rapport i zy ou dans un produit /(2)o(2), on sub- 


stitue aux termes du rapport , ou aux facteurs du produit, des fonc- 
bons F(x), ®(x) qui leur soient équivalentes, dans certaines condi- 


F 
P(x 
F(x) ®(xv), qui sont équivalents au premier rapport ou au premier 


tions, on obtient un nouveau rapport - zB ou un nouveau produit 


produit, dans les mémes conditions. 
On a, en effet, 


F(a) f(v%) _ F(@) , ®(#) 
Bia Ge f(a). oa) 
F (x7) ®(2) She )EO(s)), 
SR) Me) | Feroz)” 


dans les deux égalités, les seconds membres ont évidemment lunité 
pour limite. 


y 


(2) : . 
biz)? OU le produit F(x) ®(z), a 
une limite, ni les conditions considérées, il en sera de méme du 
HE : is = F (22) 

ae ou du produit f(z) 9(2). Si le mee Aner 
fe 


Si, par conséquent, le rapport 


rapport est infi- 


niment eu il en sera de méme du rapport © 7 etc. 


= 
Le rapport, ou le produit, de deux eos approchées telles 


que celles qu'on a étudiées aux n°’ 232, 233, 234, 235 est donc 
équivalent au rapport ou au produit des premiers termes de ces expres- 
sions. C’est, d’ailleurs, ce qui est bien évident sur ces expressions 
méme, au moins sur celles de ces expressions qui ont la forme d’un 


i [ \ ¢ : 
polynome (en Ly => hy, i? ZA en faisant le quotient ou le pro- 


duit de deux de ces expressions, on est conduit a une expression du 
méme genre, dans laquelle le premier terme est le quotient, ou le 
produit des premiers termes. 

Le précédent théoréme est particuli¢rement utile pour simplifier la 
recherche de la limite du rapport de deux infiniment petits ou de 
deux infiniment grands, du produit d’un infiniment petit par un infi- 
niment grand. ou pour reconnaitre qu’un tel rapport, ou un tel pro- 
duit, est infiniment petit ou infiniment grand. 
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Si Pon a affaire au rapport de deux polynomes, quand x tend 
vers 0, ou quand x grandit indéfiniment en valeur absolue, on peut 
ne garder, dans chaque polynome, que le terme du plus bas degré, 
dans le premier cas, que le terme du plus haut degré, dans le second 
cas; le terme constant, sil y en a un, doit étre regardé comme le 
terme du plus bas degré. 

Kn désignant par m et n des constantes, les formules 


m3 x73 4 ne x3 
6 soos SID 2 ae 


Inna = mo— 


montrent que sinmz et sinnz sont des infiniment petits équivalents 


amzet anzx, quand z tend verso; dans ces conditions le rapport 
sinmax 
sInNNg 


r * mar nv . ‘ 
est équivalent au rapport ——- = —; sa limite quand x tend 
MX nm y 


m 
VELSO, ESt rely 
/ 


er — 


. I I . 
Dans l’expression - lg » quand x tend vers o, le premier 
I vie ° . . 
facteur z est infiniment grand, le second facteur est infiniment peut; 


on a, en effet, 


et le logarithme du second membre tend évidemment vers 0; d’ail- 


leurs la formule 


a2 
S 


Set HEC] 


2 


montre évidemment que, lorsque < est infiniment petit, lg(1 + 3) 
7 : . i er — | 
est équivalent a 2; par conséquent lg — 


est équivalent a 
5 


ex ; 


De x? . «& ee : == : 
—~+ — +... ou a —}; la limite du produit le es quand & tend 
2 6 2 EE Fs l 


[ 
ev 
I 
vers 0, eSt_- 
2 
Si, dans le théoreme général, on suppose que les fonctions f(z), 
o(x) puissentse décomposer en facteurs, en sorte qu’on puisse poser 


S(@)=filx)fro(@), 9(%) = o1(2) g(x), 


et si, dans les conditions considérées, les fonctions f, (2), 01(2) 
tendent vers des limites non nulles a et x, les fonctions f(x) et 
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o(a@) seront respectivement équivalentes a a fy(x) et a % 02 (x); le 
rapport et le produit f(z) o(x) seront respectivement équiva- 
lents aux fonctions 


en sorte que tout sera ramené a savoir comment se comportera le 
S (Zz) 
2(x) 
Par exemple, lorsqu’on a cherché la dérivée de la fonction sinz, 


sin(z +h) —sinex : 
i I i sous la forme 


rapport » ou le produit fy (2) O2(z). 


on amis le rapport 


10 h 
>» sin — cos (2 4— = 
2 \ 2 

h 


Ici x doit étre regardé comme une constante; la variable est / et, 
lorsqu’on fait tendre h vers 0, ona affaire au rapport de deux infini- 


: h 
ment petits. On peut remplacer, dans le rapport, cos (7 + >) par sa 
2 
BB cs ; eh : ‘ ae 
limite cosz, et, au numérateur, sin = par Vinfiniment petit équiva- 


h bse _— 
lent ~ la Limite est évidemment cos.7. 


Il n’est pas inutile de remarquer que l’étude du rapport de deux 
infiniment grands f(x) et o(z) peut étre ramenée a l’étude du rap- 
port de deux infiniment petits, comme i résulte de lidentité 


L’étude du produit d’un infiniment peut f(x) par un infiniment 


grand ©(a) se ramene aussi a l'étude du rapport de deux infiniment 


pelits, comme il résulte de Pidentité 


J(@) X 9(@) = sel 


Sin est un nombre positif, la puissance ni? d'une fonction f(x) 
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est équivalente a la puissance n‘*™? d’une fonction F(z) équivalente 
a f(x) dans les conditions considérées. 

En effet, si m est un nombre naturel, la proposition résulte immé- 
diatement du théoréme relatif au produit de deux facteurs; si 7 est 
le rapport de deux nombres entiers p, g, ona 


P pe a a oe Pp Py pend SEE 
[f(@)]9=Vifl@),  [F(x)]9 = VF); 


puisque, dans les conditions considérées, f(x)? et F(x)? sont des 
cia ulen équivalentes, il suffit évidemment de prouver que \/f(z) 
et \/F (x) sont des fonctions équivalentes, quand les fonctions f(z) 
et F(z) sont équivalentes; or, sil en est ainsi, on peut écrire 


e étant infiniment petit dans les conditions considérées : on a, d’ail- 
leurs, 


le dernier membre a évidemment l’unité pour limite. 

Il est a peine utile de dire que l’on suppose vérifiées les conditions 
relatives a la réalité; ainsi, lorsque g est pair, f(x) et, par consé- 
quent, F (2) doivent finir par rester positifs. 

Par exemple, quand w augmente indéfiniment en valeur absolue, 
le rapport 

Voe2+a+t 


a pour limite vs en effet, le numérateur et le dénominateur sont 
a 

baal Ny Ee Gear ae - = 

équivalents a \/2z%, \/3z' ou aux quantités | z| V/2, || /3, dont le 

rapport est 


ve 
V3 


245. Comparaison de deux infiniment petits. Ordre infinitésimal. — 
On dit que deux fonctions f(x), (a), infiniment petites dans cer- 
taines conditions, sont du méme ordre si, dans ces conditions, la 
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Ji) anno Thee re 
Ses [ou du rapport Poll reste comprise 


entre deux nombres positifs «, 8, dont aucun n’est nul. Il en sera 
T(x) 
o( x) 
rente de o: il finira, en effet, par rester compris entre /—¢ et / + ¢, 


valeur absolue du rapport* 


ainsi, en particulier, si le rapport tend vers une limite /, diffé- 


e désignant un nombre positif que on peut supposer aussi petit 
quon youdra et, en particulier, plus petit que |/|; dans ces condi- 


. @ (Re : ; s 

tions, la valeur absolue de a  finira par rester comprise entre les 
oO 

deux nombres positifs | /| —¢ et |Z] +. 


En particulier, deux infiniment petits équivalents sont du méme 
ordre. 

Les fonctions f(.x) et ¢() étant infiniment petites dans les mémes 
conditions, au lieu de dire que la fonction f(z) est infiniment petite 
par rapport a 9(2), on dit souvent que f(z) est un infiniment peut 
Wordre supérieur a 9(#), que 9(x) est un infiniment petit d’ordre 
inférieur a f(x) (‘). En parlant ainsi d’infiniment petits du méme 
ordre, Vinfiniment petits qui sont dun ordre supérieur ou inférieur 
a Vordre d’autres infiniment petits, on n’a pas, toutefois, défini ce 
quest Vordre @un infiniment petit : cette définition peut, dans cer- 
tains cas, étre donnée d’une facon précise. 

Supposons que, dans les conditions ot l’on se place, on ait fait 
choix @une fonction particuliere de 2 qui, dans ces conditions, soit 
infiniment petite, et a laquelle on convienne de comparer les autres 
fonctions qui, dans les mémes conditions, sont infiniment petites. St, 
par exemple, x tend vers 0, ou vers a, on pourra choisir x lui-méme, 


. oats I . 
oux—a; si x tend vers +, on pourra choisir an Ces choix ne sont 


dailleurs nullement obligatoires. On désignera cette fonction, une 
fois choisie, sous le nom @infiniment petit principal; je \a dési- 
gneral, dans ce qui suit, par la lettre h. 

L’infiniment petit principal A et tous ceux qui sont du méme ordre 
sont dits du preméer ordre. 

Si n est un nombre naturel, h” et tous les infiniment petits de 
méme ordre que A” sont dits du n'*™ ordre. 


(1) On parle ainsi par ellipses : il faudrait dire infiniment petit d’ordre supe- 
rieur a@ Vordre de 2(2). 


252 CHAPITRE XIV. 
On emploie souvent cette expression lors méme que 7 n'est pas 


entier : on dira par exemple que Vh est un infiniment petit d’ordre 


— vl 


Il n’y a pas lieu de parler d’infiniment petits d’ordre négatif : h~', 
par exemple, est un infiniment grand. 

La forme générale d’un infiniment petit d’ordre nr est ah®, en dési- 
gnant par @ une fonction de la variable qui, dans les conditions consi- 
dérées, reste, en valeur absolue, comprise eutre deux nombres 
positifs fixes dont aucun n’est nul : cela résulte immédiatement de la 
définition de deux infiniment petits du méme ordre; le cas le plus 
simple sera celui ot, dans les conditions considérées (Ah tendant 
vers 0), a a une limite autre que 0; si l’on est dans ce cas, et si ay est 
la limite de a, il est clair que ah” est un infiniment petit équivalent 
aah”; on appelle cet infiniment petit aj)h” la partie principale ou 
la valeur principale de ah". 

Lorsque x tend vers 0, et qu’on prend x pour infiniment petit 
principal, les différents termes d’un polynome, sauf la constante, sont 
des infiniment petits dont l’ordre est égal au degré; de méme dans 
une série entire en x; de méme encore (sauf le dernier terme) pour 
ces expressions, considérées si souvent, qui ne different d’un poly- 
nome ordonné suivant les puissances croissantes de la variable que par 
le dernier terme. ~ 

Un infiniment petit n’est pas toujours d’un ordre déterminé. Si, 
par exemple, on prend = =h pour infiniment petit principal, les 
expressions 

I 


ex ——'5 
loge 


qui sont infiniment petites quand x tend vers +- 2», n’ont aucun ordre : 
en effet, les rapports 


L 
—— (oo cen 
e h ah log h an 


hn ex he ~ logs 


tendent le premier vers o, le second vers + 2 quand / tend vers o 
par valeurs positives ou quand & tend vers + », et cela quel que soit 
le nombre positif rn. 

Les propositions qui suivent concernent des infiniment petits qui 
admettent un ordre déterminé et une partie principale : 
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La somme de deux infiniment petits d’ordre n, dont les parties 
principales sont ay)h”, bya”, est un infiniment petit d’ordre rn, 
sauf dans le cas ot ona ay + 6) =0. Si ay + by n’est pas nul, la 
partie principale de la somme est (a + b)) Ah”. Si ay + by est nul, 
Vordre infinitésimal ne peut qu’augmenter. 

Le produit de deux infiniment petits d’ordres p, g est un infiniment 
peut dordre p + q. Sa partie principale est le produit des parties 
principales des facteurs. 

Le rapport de deux infiniment petits d’ordres p, g est un infini- 
ment petit d’ordre p — qg, lorsque p est plus grand que q; sa partie 
principale est le rapport des parties principales des deux infiniment 
petits. Il tend vers une limite non nulle quand p est égal a q¢; il est 
infiniment grand quand p est plus petit que q. 


La racine p*"* dun infiniment petit d’ordre n est un infiniment 
: ; 7 ~ . : . . ° 
peut dordre —- Sa partie principale s’obtient en prenant la racine 
if 


pe de la partie principale de !’infiniment petit donné. 


246. Infiniment grands. — La terminologie, les propositions, la 
classification relatives aux infiniment petits se transportent aisément 
aux infiniment grands. Si les fonctions f(x), 9(#)-deviennent infi- 
niment grandes dans les mémes conditions, el si, dans ces conditions, 


fir 


o( 2) 


deux nombres positifs fixes différents de o, les deux infiniment 


Wace ’ 
la valeur absolue du rapport finit par rester comprise entre 


grands f(z) et 9(a) sont dits du méme ordre : deux infiniment 
grands équivalents sont du méme ordre. 

On peut faire choix d'un infiniment grand principal, auquel on 
rapporte toutes les autres fonctions qui deviennent infiniment 
grandes dans les mémes conditions : si l’on désigne cet infiniment 
grand par H, tout infiniment grand du méme ordre que H”, (n> oO) 
sera dit d’ordre n, .... Un tel infiniment grand est de la forme aH” 
ou a est une fonction de la variable qui, dans les conditions considé- 
rées, reste, en valeur absolue, comprise entre deux nombres positifs 
fixes, dont aucun n’est nul; le cas le plus simple est celui ot. a tend, 
dans ces conditions, vers une limite a); on peutalors regarder aH” 
comme la partie principale de aH”. La partie principale d’un poly- 
nome en Z, quand x croit indéfiniment, est le terme du plus haut 
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degré. On ne change pas l’ordre d’un infiniment grand en lui ajoutant 
un infiniment grand d’ordre inférieur. 

La somme de deux infiniment grands d’ordre nr, dont les parties 
principales sont a)H”, 6,H”, est un infiniment grand d’ordre n, a 
moins que @—+ 6) ne soit nul, auquel cas l’ordre de la somme 
s’abaisse : il peut méme arriver que la somme de deux infiniment 
grands ait une limite. Si, en particulier (n°s 234, 235), chacun des 
infiniment grands a été mis sous la forme de la somme d’un poly- 
nome en H, sans terme constant, d’une constante, et d’une partie 
qui devient infiniment petite dans les conditions ot. H devient infi- 
niment grand, il faut et il suffit, pour que la somme des deux infini- 
ment grands ait une limite, que les deux polynomes se détruisent 
dans cette somme : la limite cherchée est la somme des deux con- 
stantes. 

Considérons, par exemple, l’expression 


Ver a+ = V2 34-1, 


en supposant que 2 augmente indéfiniment par valeurs positives. 
Ona 


r? 
ae I ae I \2 3 i 
—r- = == —-+— Sono eeuip ts = cise = 
2\ 2 x) 8 \ ax a 2 Sere aaa 
4 
3 3 I I 
fg AT =e ie =H+5—5+..., 
\ x 3) dee 


Vexpression considérée tend vers la limite } quand z tend vers + 0. 


I] me parait inutile d’énoncer les théoremes relatifs au produit ou 
au rapport de deux infiniment grands. 

Le lecteur aura sans doute remarqué quw’il n’y a pas, dans ce para- 
graphe relatif aux infiniment petits et aux infiniment grands, d’idées 
nouvelles : il y a seulement une facon de parler, qui est commode, 
et a laquelle il convient de s’habituer. Les exemples ot figurent les 
fonctions exponentielle et logarithmique sont importants. 
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247. Formes illusoires. Vraies valeurs. — On a souvent a recon- 
naitre comment se comporte une fonction aux environs d’une valeur a 
de la variable, pour laquelle la formule qui définit, en général, la 
fonction que lon étudie prend une forme i/lusoire, en sorte que, 
pour cette valeur a, la fonction ne soit pas définie, quoiqu’elle soit 
définie pour les valeurs voisines. I] peut arriver que, dans ces condi- 
tions, la fonction tende vers une limite, lorsque x s’approche de a, 
soit @une facon arbitraire, soit en restant plus petit que a, ou plus 
grand. Cette valeur limite est ce qu’on appelle souvent la vrate 
valeur de la fonction. I] convient de réserver cette dénomination (5) 
au cas ou la limite existe quand z s’approche de a, dune facon arbi- 
traire : en attribuant cette vraie valeur a la fonction, pours =a, 
celle-ci devient continue pour 2 = @. Lorsque la fonction est définie 
pour les valeurs plus petites et plus grandes que a et quil y a lieu 
de distinguer le cas oti & s’approche de a en restant plus petit que a 
du cas ot x s’approche de a en restant plus grand que a, il peut 
y avoir deux limites différentes; s’il en est ainsi, la fonction ne peut 
pas étre définie pour x = a de maniére a étre continue. L’expres- 
sion vrate valeur ne convient pas. Cette expression s’emploie aussi 
lorsque la fonction tend vers une limite quand x augmente indéfi- 
niment en valeur absolue. Ici encore, il ne convient pas de l’em- 
ployer quand la fonction se comporte différemment suivant que x 
tend vers + 2% ou vers — o. Je rappelle que l’expression vrare va- 
leur a déja été introduite dans le Chapitre IV a propos des fractions 
rationnelles. Enfin, quand la formule qui définit, en général, la fonc- 
ton, prend une forme illusoire pour 2 =a, il peut arriver que la 
fonction tende vers + 2% ou vers —o, quand z s’approche de a. Il 
importe évidemment de sayoir reconnaitre ces diverses circonstances. 

Au lieu de supposer que z s’approche de a ou tende vers +o, on 
peut, d’ailleurs, comme on l’a déja fait observer bien des fois, se 
borner au cas ot la variable tend vers 0; il suffit, pour ramener les 
autres cas a celui-la, de faire le changement de variable x = a-+ h, 
ou =~: 

ra 

Supposons, par exemple, qu’on ait affaire a une fonction donnée sous 

p( a) 


la forme vi ve que les deux termes de la fraction s’annulent pour 
4 be 


(1) Elle n’est nullement indispensable. Le mot limite suftit. 
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cH o~on dijque, POUL a =a, la fonction se présente sous la forme 
illusoire = si, pour v =a, les deux fonctions lm). U(a) sont contu- 
nues, la fonction donnée est le rapport de deux infiniment petits, 


quand « s’approche de a. Si, quand x tend vers + « ou vers — %, 
o(x) et (x) tendent vers o, on dit encore que la fonction se pré- 


: oO ; yt 
sente, pour z=, sous la forme = et Von a encore affaire, 
) 


uand x tend vers + c ou vers — ox, au rapport de deux infiniment 
q ’ PI 
petits. 

Si, lorsque z tend vers a ou vers + «, les fonctions o(x), 4(x) 


sont infiniment grandes, on dit que, pour =a, ou pour 7= +o, 
3 é , b : : ‘ 20 we 
la fonction donnée se présente sous la forme illusoire =} ona affaire 


au rapport de deux infiniment grands ('). La recherche de la limite 
se fera comme on l’a expliqué dans le paragraphe précédent. 

Si lon a affaire A un produit de deux facteurs, dont l'un est une 
fonction continue de x qui s’annule pour «=a, et dont l’autre 
grandit indéfiniment quand x s’approche de a, on dit que la fonction 
se présente sous la forme 0 < #; on a affaire au- produit dun infini- 
ment petit par un infiniment grand. 

On a donné dans le paragraphe précédent et, en particulier, au 
n°? 244, des explications suffisantes pour traiter ces différents cas. 

On dit @une expression qu'elle se présente sous la forme x2 — «% 
pour dire qu’elle est la différence de deux fonctions infiniment 
grandes qui finissent par avoir le méme signe. II s’agit la, au fond, 
de la somme algébrique de deux infiniment grands; on a parlé de ce 
cas au n® 246. 

Considérons encore une expression telle que w’ ot w et » sont des 
fonctions, s’annulant pour x = a et continues pour cette valeur de x. 


(1) Je dois signaler une régle célébre, connue sous le nom de l’Hospital, que je ne 
démontrerai pas. (Voir Jntrod., n° 234). 
f(z) 
9 (a) 


infiniment grands tous les deux lorsque & tend vers a ou yers = «, et si le rapport 


f(2) 


Si les deux termes du rapport deviennent infinimeni petits tous les deux, ou 


des dérivées des deux termes tend, dans les mémes conditions, vers une 


f(x) 
e( a) 

Dans la plupart des cas, ’emploi de cette régle est moins commode que les mé- 
thodes développées plus haut. 


limite L, le rapport tend aussi vers cette limite L. 
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L’expression 0° n’a aucun sens par elle-méme; les divers sens qu’on 
est tenté de Jui donner sont contradictoires : d’une part, Pexpres- 
sion A® est égale a1, quel que soit le nombre A, pourvu qu’il-ne soit 
pas nul; d’autre part, expression o” doit étre regardée comme nulle, 
quel que soit le nombre positif m. Le probleme consiste a chercher 
si uw’ tend vers une limite quand .v tend vers @; on remarquera 
@abord que le probléme n’a de sens que si wu tend vers o par valeurs 
positives quand x tend vers a, autrement Vexpression u’ n’aurait pas 
de sens pour une infinité de valeurs de ¢. 

On cherchera la limite du logarithme de w’, c’est-a-dire la limite 
de ¢ lgw; on aaflaire au produit (un infiniment petit ¢ par un infi- 
niment grand loguw : si ce produit tend vers une limite /, w’ tendra 
vers la limite e’; sile produit ¢ lgw tend vers + «, u’ tendra vers + 0; 
si le produit » lgw tend vers — o, wu’ tendra vers o. 


Par exemple, z%, quand x tend vers o par valeurs positives, tend vers 1, 
car le logarithme de cette fonction, a savoir x lea, tend vers 0; il en sera de 
méme de la fonction z*", en supposant 7 positif. 

1 

La fonction 2s, pour x > o, est constamment égale a e, puisque son loga- 
rithme est égal a r. Sa limite, quand w tend vers o par valeurs positives, est 
le nombre e. 

Considérons encore lexpression 


1 
a —Iga)yr 
oA 5 - 


ou nm estun nombre positif et ou l'on suppose que x tende vers o par valeurs 
positives: son logarithme est 


lgx 


(x — lg yr? 


quand w tend vers o, c’est le rapport de deux infiniment grands; en substi- 

tuant au dénominateur Vinfiniment grand équivalent (—lgz)”, on obtient 
[ 

égale a —1 pour nm =1, qui tend vers —~ sin est comprisentre o et 1. La 


Vexpression — qui tend vers 0 pour mn >1, qui est toujours 

ae ; : : } 1 

limite de l’expression proposée sera 1 dans le premier cas, — dans le second, 
€ 


o dans le troisiéme. 


L’expression wu’ se présente sous la forme illusoire 1** lorsque, la 
variable 2 tendant vers @ (ou vers + 2), il arrive que u tende vers 1 


(iret 17 
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et ¢ vers oo : on ne reconnait rien, de suite, sur la valeur d’un tres 
grand nombre de facteurs voisins de 1. 
On-considérera encore le logarithme ¢lgu de expression uw’: en 


1 me « 
posant ¢=—, u=1+ 6, a et B seront, dans les conditions consi- 


dérées, des infiniment petits; on a d’ailleurs 


iy ea ee ay eae 
elgu = —Ig(1 ST Sots :)- 


tend vers une limite m, m est la limite de vlgw; celle de wu’ 


Gre 


a. 
este”, Si E tend vers +, vlgu et uw’ tendent vers + 0. Si e tend 
vers — 0, uw’ tendra vers o. 

Par exemple, lorsque l’on regarde x comme une constante et que l’on fait 


‘A 3 F F GB 12 ? ;: 
croitre p indéfiniment en valeur absolue, (1 =5 = | tend vers e*, puisque l’on 
Le 


I a 8B ee a 
a alors ¢ = —, 8 = —, + = w. Dans les mémes conditions, cos? — tend vers 1. 
jo @ 
On a dans ce dernier cas 
ote 
— 9 sin? — 
I 3 & 2 . 
a=-, b= 2 sin, eee ee he 
P 2p a. 0 a 
EXERCICES. 


ie tO an 
233. Calculer avec cing décimales exactes \/¢, —- 


VE 


234. Montrer que l’on a 


AREA wre 21 
q\go 3 1g5 = lg(1+ 


et se servir de cette formule pour calculer le premier membre avec sept déci- 


males exactes. 


235. Calculer lg2 avec cing décimales exactes au moyen de la formule 


Al 1025 
4o 8 1024 


lego =3lg-— + lg 


et de la formule (2) du n° 226. 
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236. Si x est un nombre plus petit que 1, la somme de la série 


x x(x—t1 xv(e—t1)(~@—2 
I+ —a+ ( Re reel Ae 93 
I is Pedeo 


est une fonction de 2 continue dans tout intervalle. 
On s’appuiera sur ce que la série 


Ge GN@SEI) oy ACLS RICA SEO) 
PSS SS C0 Se - 
l 2 Le 2ieo 


ot @ est un nombre positif et « la valeur absolue de a, est toujours conyer- 
gente. 


237. En désignant par m un nombre naturel, on a 


Ign — 2lg(n +1)+ Ig(n+ 2) 
ee : + ee ee a 
— (n+1)2 2(n+1)* PE ali ea ee 


montrer que cette expression est plus petite que 10~® quand n est égal ou 
supérieur a 1000. 

Utiliser ce résultat afin d’expliquer que, dans les tables de logarithmes, les 
différences varient peu tout en diminuant. 


238. En désignant par m un nombre naturel et en posant 


an+3 


= rn 
A (Ans) (1s nn See” 


ona 
lg(n + 3)—3le(n+2)+3l]le(n+1)—lgn 


u us ue 
aS Gee Gy ey ee 
I 3 5 


montrer que uw, diminue quand nm augmente. Evaluer grossiérement |’ordre 
de grandeur de la quantité 


lg(n + 3)— 3lg(n+2)+3]lg(n+1)—lIgn—2Uy, 


quand n est égal a [0, ou a 100. 


239. Si a et & sont de méme signe, on a 


Ce anc cee 1p — ON 1(a—b\t, 


a+b a6 


= 
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240. Si # est compris entre — — et —» ona 
Do 


i I az I me 
-lg = tang?— + =~ tang®— + —tangl®— +.... 
2 ~ cosz 2 3 2 5 2 


= ; 27 : 
Montrer que. lorsque x est positif et plus petit que =? la fonction 


- Lorsque 2 est 


£ x 
le — 2 tang? — est positive et plus petite que tang® — 
© cosa es I P P 1 oF 5, 


T horses : 
compris entre o et > elle reste inférieure a 10~*. 
8) 


a A Tv 
Si z est compris entre 0 et —; ona 
2 


ry Te I yh a l 5 7 \ 
—Igtangv = tang ee tate Ce rales = tang Be ee 
2 4 4 e) 4 


241. Déterminer les nombres z, 6 de maniére que la série dont le. nie terme 


1 fe) 
oe Chae 
est e?— 4 — — soit convergente. 
n 


242. Déterminer les nombres a, 8, y de maniére que le développement de 


“= 


ant Bas 


Sse 


— arc tang 7, 


suivant les puissances entiéres de 2, commence par un terme en 27; les 
nombres étant ainsi déterminés, on demande d'évaluer le premier chiffre 


significatif de la dilférence précédente pour 7 = lane a 2 = 3: 


243. Déterminer les nombres «, 8, y de maniére que le développement de 
alog(1+2x)+ 6 log(1— #)+ y arc tanga — x3 


suivant les puissances entiéres de # commence par un terme en 27. 


‘ 


244. Déterminer les nombres a, 8, 2’, 8’ de maniére que le développement 


de’ 


(2?+ ax + BP)ex— x? ae — 8’ 


suivant les puissances entiéres de # commence par un terme en 2. Montrer 


“th 
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que l’on a alors 


ewe 8 | ater 


ex 
war + B | 24 


en désignant par 2’ la valeur absolue de 2. 
4 


245. Si Von prend les dérivées 7" des deux membres de l’égalité 


2? : ar 


x 
er ant — (yp —- +... —— ] x1 
r Law (tee 2 50 
I Gh giirp 
= - +eeed eee, 
Lo 2nenc7e = 1) oon oll a= 2) Heo o o((Q0 sey) Se) 


a 
on arrive a une égalité de la forme 


g2n+l 


————— 8, (2); 
Tei 4-1)... 27 


ex Q,(x)— Pz(#)= 
ot P,(x#) et Qn(@) sont des polynomes en x et ott S;,(a@) est une série entiére 
en x. a coefficients positifs, toujours convergente. 

Trouver l’expression explicite des polynomes P,,(z) et Q,(a); montrer que 
Pon a P,(a)=Q,(xv), que les coefficients des polynomes P,(x@) et Qp(x) 
sont entiers; que la somme de la série S,(z) est moindre en valeur absolue 
que e~’, en désignant par z’ la valeur absolue de 2; que, si l’on donne a x une 
valeur fixe quelconque, la quantité e* Q,(a#)— P,(a#) tend vers o quand n 
augmente indéfiniment; cette méme quantité est positive pour z positif. 
Déduire de la que toutes les puissances entiéres de e sont des nombres irra- 
tionnels. 

Evaluer le premier chiffre significatif de la difference 


Pi Be ) 


eet 
Qi(v)’ 


réduite en fraction décimale, pour 7 = tf, pour 7 = 


le 


Vérifier Videntité 


On +(4nr— 2) Qn-1— ©? Qn 2 = 0. 


a a 
246. Soient a et & deux nombres tels que le rapport - ne soit pas un 


b 


nombre entier négatif; la série dont le n'*™* terme est est, comme on 


na +b 
le sait, divergente. Déterminer le nombre ~ de maniére que la série dont 


Es I ce t 
le nie” terme est ———— — _ soit convergente. \ 
na+b on 
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Montrer que l’expression 


per I me ' I len 
a+b Wal Sey 9 a 


tend vers une limite quand nm augmente indéfiniment. 


247. Soit S, la somme des n premiers termes de la série divergente 


Montrer que, lorsque p et n sont des nombres naturels trés grands, la quantité 


SS = Sp— ; Sp différe peu de lg2 + ~Ig Ve 


re 


On peut faire croitre p et n de facon que la quantité précédente tende vers 
Ja limite que l’on veut. 
Déduire des résultats précédents que la série convergente 


I ral 
T— -=-...+(—1)-* = +3,3 
2 n 


a pour somme Igo et qu’on peut en ranger les termes de maniére a obtenir 
soit une série convergente dont la somme est tel nombre que l’on veut, soit 
encore une série divergente. 


248. Si dans Vintervalle (a, 6) la fonction f(a) admet des dérivées jus- 
qu’au troisiéme ordre, on peut écrire 


f(b)= flay+ =| f(b) + f'(a)]— 


en désignant par 2 un nombre compris entre a et 6. Raisonnement analogue & 
celui du n° 222. Si l'on pose 


TAC sd) a ERA ea Tre pee te 


2 12 


t= 0) 


e(@)=fle)—fla)— “—* pa) +pray—! 


on constate que la fonction o(a), nulle pour z= 6, s’annule pour z=a, 

ainsi que sa dérivée premiére et sa dérivée seconde. Celle-ci est égale a 
G—-a,, oi ae ‘ 

= ae [A +f"(ax)]|; elle doit s'annuler pour une valeur de x2 comprise 


entre @ et 6; d’ot la conclusion. 
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249. Si dans Vintervalle (a, 6) la fonction f(a) admet des dérivées jusqu’au 


cinquiéme ordre, on peut écrire 


6— a 


DD 


S(6)= fla) +(b— a) f'(ay+ 


Vy Oy Ce) 


(6—a) a7] DW fc (Cea): 
euren td a cat 


a étant un nembre compris entre @ et 6. 


250. Dans les mémes conditions, ona 


6 


: b— ane b— a) 
S(6)—f(@a)= eS [Paes b)+ is (—=*)| ae ee a 
w% étant encore compris entre @ et 6 (1). 


251. Si dans Vintervalle (a—h, a+h) la fonction f(7) admet des déri- 
vées premiére et seconde, on peut écrire 


S(a+h)—2f(a)+f(a—h) 


ae = f"(a+ Oh), 


_§ étant un nombre compris entre o et r. 


252. Si les fonctions f(z), g(x), h(x) admettent des dérivées premiére et 
seconde dans un intervalle comprenant les nombres a, b, c, ona 


Ie yer 60). Sf \) >| Sa J Cee ay) 
&(a) g(6) g(c) | =5(6 e)\(ec—a)(a—6)| g(a) g’(B) a(x) ), 
h(a) h(b) h(c) h(a) h'(B) Ay) 


en désignant par 8, y des nombres compris entre le plus grand et le plus 
petit des nombres (a, 6, c). 


253. Quel que soit le nombre positif p, la série dont le (m —1)'*™* terme est 
(lgn)—P est divergente. 


254. Les équations différentielles 


(') Relativement aux exercices 248, 249, 250, voyes n° 331. 
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ol u et © désignent des fonctions de x et wv’, v leurs dérivées, sont vérifiées 
quand on y remplace wu et » par sinz et cosz. Montrer que, si w et ¢ sont des 
fonctions qui vérifient ces équations différentielles, w? + ¢2 est constant. Si, 
en outre, pour 2 =o, la fonction wu est nulle et la fonction » égale a1, ona 
nécessairement uw = sinzv, v = cosa”. 

En supposant que les fonctions sina et cosx soient développables en séries 
enliéres en 2, montrer comment on peut, en s’appuyant sur les résultats pré- 
cédents, déterminer les coefficients de ces séries. Montrer que les séries 
trouvées ont bien pour sommes respectives sinz et cosz. 


255. Limites, pour x =o, de 


tf by 1 
: lo — eS 
xv— sinz I1— Cos”, = simia (1+ @)\"—e 
ae 5 aa > ee ee ay, 
(ex — 1)3 cha—1 sin? x7 z 
: ‘ 1 
(2+ 4)—(2— a7 )er J2 —Siliee ; st ae 
5 ? oy sing lew, Tee e 7 tang 2; 
shia tanger — ax 


dans les trois derniéres, on suppose que a tend vers o par valeurs positives. 


Limite pour 2 = — de 


+ | =) 


fs 
lg tanga” — tang ( x7 — z) 


tang (@ = a 


256. Quelque petit que soit le nombre positif ¢, on peut trouver des valeurs 
de x positives et moindres que ¢ telles que la fonction 


soit aussi petite ou aussi grande que l’on voudra. 


1 
257. Si lon convient d’attribuer a la fonction e * la valeur o pour =o, 


cette fonction est continue et admet des dérivées de tous les ordres; montrer 
que ces dériyées sont toutes nulles pour 2 =o, Cette fonction peut-elle étre 
développée en une série entiére en a? 


258. Sia, 8, ..., A sont des nombres différents, il ne peut pas y avoir de 
polynomes (en 2), A, B, ..., L tels que Von ait, pour toutes les valeurs de 2, 


Aetx+ Bebr+...+ Lert =o. 
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259. Il n'y a pas de polynome en x, y qui devienne nul quel que soit 2, 
quand on y remplace y par e*. Il n'y a pas de polynome en a, y qui devienne 
nul, quelle que soit la valeur positive de x, quand on y remplace y par lga. 


260. On considére, sur un cercle de centre O et de rayon 1, un point fixe A et 
un point variable M: on prendra pour infiniment petit principal arc AM =z. 
Evaluer la partie principale des infiniment petits 


PM, AM, AT, PA, Al, MT, AT—2, o—AM, AI+IM— AM, 


INS NIM Sc aire AIM. 


CIR 


P est la projection du point M sur OA, T et [sont les intersections de la tan- 
gente en A ayec le rayon OM et la tangente en M. 


264. Quelle est la limite, quand 2 tend vers + «, dé 
J ns | 


ali/xr+ eh +1i— ayo)? 


262. Hn désignant par a, 1, c1, -.-, Apr, On, Cn des constantes, parmi les- 
quelles on suppose que a, a, ..., @, sont positifs, on demande de déter- 


miner des nombres x, 8 tels que l’expression 


Va, 02 -+ 2b,9 + Gy +Va,e?+ 2b. + Cy4 


+ (an x? + 26,0 + Cp—4ux— 


tende vers o quand zw tend vers +x. Les constantes a, 6 étant ainsi déter— 
minées, quel est le signe de l'expression précédente pour de grandes valeurs 
de x? 
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APPLICATIONS A L79ETUDE D’UNE FONCTION, A LA SEPARATION 
ET AU CALCUL DES RACINES D’UNE EQUATION. 


§ 4. — ETUDE DE LA VARIATION D'UNE FONCTION DONNEE. 


248. Quand on veut étudier la variation dune fonction /(x), 
donnée explicitement, la premiére chose a faire est de déterminer les 
intervalles dans lesquels la fonction est réelle et continue. 

Si, en particulier, l’expression de la fonction contient des radicaux 
indice pair, des logarithmes, etc., on n’oubliera pas que les quan- 
tilés dont on a a extraire la racine, ou a prendre le logarithme, doivent 
étre positives. Les valeurs de x pour lesquelles la fonction cesse 
d’exister, et celles pour lesquelles elle est discontinue seront des 
bornes des intervalles que lon aura a considérer. 


eran— 


Toutes ces valeurs de « doivent étre rangées par ordre de g 


deur. 

On étudiera ensuite le signe de la dérivée, en se bornant aux va- 
leurs de 2 qui appartiennent aux intervalles ot la fonction existe : 
on notera les valeurs particulicres pour lesquelles cette dérivée est 
discontinue ou infinie ('). On cherchera ensuite les valeurs pour les- 
quelles elle s’annule, parce que, si elle est continue, elle ne peut 
changer de signe qu en s’annulant; on reuendra celles de ces valeurs 
pour lesquelles elle change effectivement de signe. Parmi les valeurs 


de x, telles que la dérivée soit discontinue ou n’existe pas, valeurs 


(') A proprement parler, elle n’existe pas quand on dit qu’clle est infinie. 
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que je suppose isolées et en nombre fini, c’est aussi celles pour les- 
quelles la dérivée change de signe qu’il faut conserver. Toutes les 
valeurs de x ainsi conservées, rangées par ordre de grandeur, sont 
intercalées dans le tableau primitif. Le champ de variation de la va- 
niable w est ainsi décomposé en intervalles partiels tels que, @ l’inté- 
rieur de chacun deux, la fonction soit continue, et que sa dérivée 
ait un signe constant. 

Les bornes de ces intervalles sont les valeurs de x ot la fonction 
cesse d’exister, ot elle est discontinue, ot la dérivée change de signe. 

Pour simplifier le langage, je conserve le nom dintervalle a des 
symboles tels que (— x, «), (8, + 2%) qui désignent l'ensemble des 
numbres inférieurs oi égaux a z, supérieurs ou égaux a 8. 

Il suffit d’étudier comment la fonction varie dans chacun des inter- 
valles partiels ainsi formés. Considérons l’un de ces intervalles; a 
Vintérieur, la fonction est toujours croissante ou toujours décrois- 
sante : on sait distinguer les deux cas par le signe de la dériyée ou, 
lorsque la fonction est continue dans tout l’intervalle, y compris les 
bornes, par les valeurs qu’elle prend pour ces bornes. S’il y a, a Vin- 
térieur de Vintervalle une valeur pour laquelle la dérivée n’existe 
pas, il n’y a pas, pour ce qui concerne le sens de la variation de la 
fonction, a sen préoccuper. 

On a ensuite a porter l’attention sur les bornes. Lorsque x s’ap- 
proche indéfiniment d’une de ces bornes, la fonction, qui, dans I’in- 
tervalle, varie toujours dans le méme sens, ou bien tend vers une li- 
mite, ou bien tend vers + x» ou vers — x. On sera certainement dans 
le premier cas st la fonction est continue pour la borne que lon 
étudie : les deux autres cas se reconnaitront sur l’expression donnée; 
ailleurs, sil s’agit, par exemple, de la borne supérieure et sila fonc- 
tion ne tend pas vers une limite, elle tend évidemment vers + sl 
elle est croissante, vers —o si elle est décroissante; c’est l’inverse 
quand il s’agit de la borne inférieure. Des remarques analogues s’ap- 
pliquent encore lorsque x tend vers + x ou vers — x. 

Il n’y a rien de plus a dire si la borne considérée limite un inter- 
valle au dela duquel, ou en deca duquel la fonction cesse d’exister. 

Supposons que la borne considérée, que j’appellerai 6, sépare deux 
interyalles ot la fonction existe : 6 est la borne supérieure d’un pre- 
mier interyalle, la borne inférieure d’un second intervalle. Si la fone- 
tion est continue pour z = b, c’est que, d’aprés la facon dont on a 
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formé les intervalles, la dérivée change de signe pour 7 = 6 soit en 
s'annulant, soit en devenant discontinue ou infinie ('). 

Lorsque x traverse la valeur 6 en croissant, la dérivée peut passer 
du positif au négatif ou du négatif au positif; dans le premier cas, la 
fonction est croissante pour les valeurs de x inférieures a 6, elle est 
décroissante pour les valeurs de x plus grandes que 6; lorsque  tra- 
verse la valeur 6, la fonction cesse de croitre pour décroitre ensuite : 
elle passe par un maximum, si, au contraire, la dérivée passe du né- 
gatif au positif, la fonction, pour z—=b, cesse de décroitre pour 
croitre; elle passe par un minimum. On aura a calculer la valeur de 
ce maximum ou de ce minimum. 


Lorsque la fonction est discontinue pour z = b, on a a reconnaitre 
si, quand & croit et traverse la valeur 6, la fonction passe de +2 a 
—o, de —o« a +o; si, tout en devenant infinie pour r= b, elle 
garde son signe; st elle passe brusquement d’une valeur finie a une 
autre valeur finie, d’une valeur finie 4 +2, ou bien de +o a une 
valeur finie, quand on passe d’un intervalle a Pautre. 

I] peut d’ailleurs arriver que expression méme de la fonction de- 
vienne illusoire pour certaines valeurs de la variable. On a enfin a re- 
connaitre comment elle se comporte pour «= +. J’ai indiqué, a 
la fin du Chapitre précédent, la marche a suivre pour lever les diffi- 
cultés de cette nature. . 

Il sera toujours bon de résumer dans un graphique létude de la 
variation d’une fonction, soit qu’on représente, au fur et a mesure, 
la variation de la fonction par un trait de courbe, dans chaque inter- 
valle dont on a fait étude, soit qu’on ne construise la courbe qu’a- 
pres avoir terminé l'étude analytique. 

Relativement a ce graphique, les valeurs de la variable qui rendent 
la dérivée nulle, infinie, discontinue, sans que, pour cela, la dérivée 
change de signe, et qui ne figurent pas comme bornes des- inter- 
valles que j’ai décrits plus haut, ne sont pas sans intérét. Si la dé- 
rivée s'annule pour .c= 7%, c’est que la tangente au point dab- 
scisse Zo est paralléle a axe des x; si elle s’annule sans changer de 
signe, c'est que la fonction continue de croitre ou de décroitre; le 


(') On est dans le premier cas si la dérivée est continue; la fonction y = x" four- 
nil, pour 2 =o, un exemple du second cas. 
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trait de courbe traverse la tangente au point d’abscisse 2), qui est 
un point @inflexion (fig. 74, 75). 


=e 


Fig. 74. . Fig. 


| 


Examinons maintenant le cas ott la dérivée devient infinie sans que 
la fonction soit discontinue, et supposons d’abord qu/il s’agisse de la 
borne d’un intervalle (a, 6), par exemple de la borne inférieure a. En 
disant que la dérivée f’(z) de la fonction f(z) devient infinie pour 
“=a, on entend que la fonction f(z) devient infiniment grande 
quand x s’approche de a@ par valeurs plus grandes que a@ : il importe 
Jlia+h)— f(a) 

h 
méme infiniment grand quand / tend vers o par valeurs positives; ce 


est lui- 


de remarquer que, dans ce cas, le rapport 


rapport, en effet, en vertu du théoréme du n° 215, dont la démonstra- 
lion ne suppose pas l’existence de la dérivée pour 2 =a, est égal 
a f(a +h), 4 étant compris entre o et 1; or, par hypothése, cette 
expression esl infiniment grande, quand / est infiniment petit. Cela 
revient a dire que la droite qui joint le point de la courbe dont les 
coordonnées sont a, f(a) au point voisin, dont les coordonnées sont 
a+h, f(a+h), tend a devenir paralléle a Vaxe des y, ou encore 
que la tangente ala courbe, au premier point, est parallele a cet axe. 

Supposons maintenant que, pour 2 = 2, la fonction f(r) soit con- 
tinue, mais que la dérivée soit infinie, sans changer de signe; on 
verra comme tout a lheure que, au point d’abscisse xo, la tangente 
est paralléle a l’axe des y et que la courbe traverse sa tangente en ce 
point, qui est un point d’inflexion. 

Enfin, supposons que, pour 2 = 29, il y ait une dérivée @ droite 
et une dérivée a gauche, et que ces deux dérivées soient différentes ; 
la courbe présentera, au point correspondant, un point anguleux 


(n° 207). 
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249, La méthode précédente, toutes les fois qu’on peut décom- 
poser Vintervalle ou les intervalles dans lesquels la fonction est défi- 
nie en intervalles partiels ou la dérivée garde un signe constant, permet 
de se rendre compte du sens dans lequel la fonction varie. 

La formule de Taylor (n° 232) et, plus généralement, les expres- 
sions approchées que lon a appris a former dans le Chapitre précé- 
dent permettent d’obtenir des renseignements plus précis pour ce 
qui concerne I’allure de la fonction aux environs d’une valeur a de la 
variable. Supposons, par exemple, qu’on soit dans le cas ot la for- 
mule de Taylor est applicable, de sorte que, en posant 7 =a-—+h, la 
fonction f(x) se mette sous la forme 


(1) flathy=fla)+ 2p (a+... 


Ae ae Arvi ‘ r uy 
Tyee ee ee ae te t f (n+ 
eee eras ST ner (a+ Oh), 
ou 
(2) fle) = f(a) + ——/fa)+ 
(2 AY (2 —a)yrrt . 
Se Se YG) (A+ I @ Ni oe 
Pee oat Z To IC [a+ 0( me 


 étant un nombre compris entre o et 1; je suppose que la dérivée 
Jt" (ac) est bornée aux environs de a. Je suppose en outre que les 
coefficients de h, h?, ..., h? ne sont pas tous nuls. Dans ces condi- 
tions, le premier des termes én, h?,....; h® qur n'est) pas nul tant 
connaitre dans quel sens la fonction varie. On reconnait en particu- 
lier que, si la premiére des dérivées qui ne s’annule pas pour z= a 
est d’ordre impair, la fonction est croissante ou décroissante pour 
“=a suivant que cette dérivée est positive ou négative, que cette 
fonction passe, pour 7 =a, par un minimum ou an maximum si la 
premiere dérivée qui ne s’annule pas est d’ordre pair, suivant que 
cette dérivée est positive ou négative. 


Racines multiples. — Les formules (1) ou (2), par leur analogie 
méme avec les formules qui se rapportent aux polynomes, invitent 
a généraliser la notion de racine multiple et d’ordre de multiplicité. 

En conservant toujours les mémes hypothéses, supposons que @ 
soit une racine de l’équation /(.v) = 0, en sorte que f(a) soit nul. 
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Supposons, en outre, que les dérivées f(x), f"(a), ..., f(a) 
s'annulent pour =a, et que la dériyée f'?)(x#) ne s’annule pas 
pour wz =a, p étant inférieur ou égal an; il sera tout naturel de 
dire que @ estune racine d’ordre de multiplicité p de la fonction f(z). 

Ainsi, pour parler de ordre de multiplicité d’une racine a de 
Péquation /(.v), i faut, dune part, que la formule de Taylor soit 
applicable pour les valeurs x =a -+ h suffisamment voisines de a et 
qu'on puisse pousser le développement assez loin pour que l’ordre du 
terme complémentaire dépasse l’ordre de la premiere dérivée qui n’est 
pas nulle pour «=a, ce terme complémentaire étant borné aux envi- 
rons de a. Ces conditions seront vérifiées stirement si la fonction 
J(a+h) est développable en une série entiére en h. 

Par exemple o est une racine double pour l’équation 1 — cosx = 0, 
c’est une racine triple pour |’équation 


(2+ 7)—(2—ax)e~=0, 


comme le lecteur le reconnaitra sans peine. 

Il peut trés bien arriver qu’on ne puisse pas attribuer un ordre 
entier a une racine d’une équation; tel serait le cas pour les équa- 
I 


tions Vx =9, = 0 qui doivent étre regardées comme admettant 


lex 
la racine o. 
Si a est une racine multiple d’ordre p de l’équation f(2) = 0, on 


peut écrire, en vertu de la formule (2), 
J( 2) = (@#—a)P g(a), 


g(a) étant une fonction de z, continue pour «=a, qui, lorsque 
x tend vers a, s approche indéfiniment de la quantité non nulle 


f'P)(a@) 
aPhe 6 pe 


Si a est une racine d’ordre de multiplicité p, la courbe qui repré- 
sente la fonction traverse, ou non, l’axe des x au point d’abscisse a, 


suivant que p est impair ou pair. 


Concavité, convexité, points d’inflexion. — Aprés cette digression, 
revenons a |’étude, dans le cas général, de la fonction f(a) pour les 
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& 
J 
w 


valeurs de x voisines de a, en supposant toujours que les formules (1) 
ou (2) s’appliquent dans les conditions que Yon a dites. Désignons 
par A le point d’abscisse @ situé sur la courbe qui représente la fone- 
tion. 

La courbe quia pour équation 


B= (2 — GV? 


oy Le 
lis Dero off Dg CII ZES) 


Y=fla)y+ oe 


I 
< ee. ° ry : , 

est tres voisine, aux environs de A, de la courbe qui représente la 

fonction y = f(x), d’autant plus voisine, en général, que p est plus. 

grand. En particulier, la droite ayant pour équation 


y= f(a)+(e#—a)f'(a) 


est la tangente en A a cette courbe; la différence entre les ordonnées 
des points de la courbe et de la tangente qui ont méme abscisse x est 


(@—a)? ” (2 — i), 
eae TEs ie aies BEG) se 
(a—a)r st) (2=@ yar 7 
Sh QO) Sa ss Pl) 0(x2— 
oD o elt Ue) EE ae [a 0(2—a@)], 


ou, si l’on préfére, 


cette différence, qui s’annule pour 4 = 0, (x =a), est un infiniment 
petit du second ordre, quand on prend / pour infiniment petit prin- 
cipal, et que /”(a@) n’est pas nul. Elle est, en supposant que / soit 
suffisamment petit en valeur absolue, positive ou négative suivant 
que le nombre f”(a@) est lui-méme positif ou négatif; dans le premier 
cas, la courbe est au-dessus de la tangente, aux environs du point A, 
et l’on dit que, en ce point, la courbe tourne sa concavité vers les y 
positifs, ou vers le haut, qu’elle tourne sa convexité vers les y 
négatifs ou vers le bas; dans le second cas, la courbe est au-dessous 
de la tangente, ct lon dit qu'elle tourne sa conve.rité vers les y post- 
tifs, ou vers le haut, qu'elle tourne sa concavité vers les y négatifs, 
ou vers le bas. 

Si lon a /"(x) > 0 pour toutes les valeurs de x qui appartiennent 
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a Vintervalle (a, 8), la concavité sera tournée vers le haut sur tout 
Pare de courbe correspondant a cet intervalle : il est a remarquer que, 
dans ce cas, la pente f’(a) de la tangente a la courbe va en croissant 


Fig. 76. 


=O) oa I) x 


avec x; ce serait le contraire si lon avait f"(.c)<o dans Vinter- 
valle (a, 8). Il est clair, sur la figure, que, dans le premier cas, l’arc 
de courbe est au-dessous de la corde qui joint ses extrémités, qu’elle 
est au-dessus dans le second cas, je laisse au lecteur le soin de 
démontrer analytiquement qu’il en est ainsi. 

Si f"(a) est nul sans que f(a) le soit, on voit que, au point A, 
la courbe traverse sa langente, et que la différence entre l’ordonnée 
de la courbe et celle de la tangente est un infiniment petit du troi- 
siéme ordre. On dit alors que le point A est un point d’inflexion; si 


LES, San 


Yon a f(a) > 0, la fonction f(x) est croissante pour «= a, elle 
est done négative pour les valeurs de x un peu plus petites que a, 
positive pour les valeurs de w un peu plus grandes que a: les mémes 
conclusions ressortent de la formule 


I Oe Bei 
MORO) = = f(a) + — f(a) +. ee 


T. — II. 18 
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on voit que, lorsque x croit et traverse la valeur a, la courbe qui, 
pour les valeurs de 2 un peu plus petites que a@, tournait sa convexité 
vers le haut, tourne sa concavité vers te haut lorsque x est un peu 
plus grand que @; en un point d’inflexion, la convexité change de 
sens. I] est a peine utile de dire que, si f/(a@) est négauf, la courbe 
tourne d’abord sa concavité vers le haut, puis sa convexité. 

Si f'(a), f"(a), .-. étaient nuls, c’est la premiére dérivée non 
nulle qui indiqueraif, par son signe, lorsqu’elle est d’ordre pair, si la 
courbe est au-dessus ou au-dessous de la tangente en A, et, lorsqu’elle 
est d’ordre impair, si la courbe est d’abord concave ou convexe 
lorsque cette dérivée est d’ordre impair, il y a inflexion. 

Si, plus généralement, on considére la courbe dont léquation est 

DA = (Ga ——" f(a) tet © (OZ jo <M), 
la différence entre ’ordonnée de la courbe dont ’équation est y = f(x) 


et de la courbe approchée, est 


eG se alia, Peer (GPW 5 5- 
Deedee) 
En supposant f'?*') (a) différent de o, on voit que cette différence, 
qui est un infiniment petit d’ordre p + 1 lorsqu’on regarde hou 2 — a 
comme l’infiniment petit principal, change de signe ou ne change pas 
de signe, avec A, suivant que p est pair ou impair; les deux courbes, 
qui sont tangentes dans les deux cas, se traversent en A, dans le pre- 
mier cas, ne se traversent pas dans le second. On dit qu’elles ont un 
contact du p'*""* ordre ('). 
On a supposé, dans ce qui précede, que la formule de Taylor était 


(') D’une facon générale, si les deux fonctions f(x) et 9(a@) sont égales pour 
“2 =a, ainsi que leurs dérivées premieres, secondes, ..., p's, et si leurs dérivées 
(p—+1)™s sont distinctes, on dit que les deux courbes dont les équations sont 
yY=Sf(@),¥ = 9(e), qui ont un point commun A, d’abscisse a, ont en ce point un 
contact du p*™* ordre; ainsi elles ont un contact simple si Von a 


e(a)=f(a), e(a)=f'(a), "(a)Af"(a). 


Elles se traversent ou ne se trayersent pas en A, suivant que p est pair ou impair, 
comme on le yoit de suite en formant la différence des ordonnées de ces deux courbes 
qui répondent a une méme abscisse. Cette différence est un infiniment petit du 
(p +1)#"° ordre quand on prend x —a@ pour infiniment petit principal. 
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applicable a la fonction f(z) pour les valeurs de x voisines de a. 
Sil en est autrement, on cherchera, comme on l’a expliqué dans le 
Chapitre précédent, a se procurer quelque autre formule d’approxi- 
mation qui pourra mettre en éyidence soit la continuité de la fonction, 
pour 2 =a, lorsqu’on lui attribue sa vrace valeur, soit quelque dis- 
continuité : le cas de discontinuité le plus simple est celui ot la 
courbe est asymptote a la paralléle a axe des y dont Véquation 
est r=a; elle peut d’ailleurs étre asymptote en haut et en bas, 
en haut seulement, ou en bas seulement, des deux cdtés ou dun cdté 
seulement. On aura a étudier comment la fonction se comporte 
quand x s'approche de a par valeurs plus pettes, ou par valeurs plus 
grandes que @. Les formules d’approximation, quand on en a, four- 
nissent des courbes, d’équations plus simples que la courbe proposée, 


qui en sont trés voisines quand .v est voisin de a. 


Asymptotes. — Il y aura lieu, en particulier, lorsque la fonction 
J (x) est définie pour les grandes valeurs absolues de x, d’étudier 
comment la fonction se comporte pour ces valeurs ; On pourra poser 
C= = et étudier la fonction f(s) pour zx’ voisin de o. [Ll peut 


arriver que la fonction f (4) puisse étre développée suivant les 
puissances croissantes de 2’, et que le développement commence par 
un polynome en = cela revient a dire que la fonction f(x) est sus- 
ceptible, lorsque x est suffisamment grand en valeur absolue, d’étre 
mise sous la forme 


S| zr) = Ap xl? + A,;ami+, Soar Am - & 


en sorte que la fonction, lorsque x est infiniment grand, differe infini- 
ment peu du polynome Ayx”-+ A,xv™"'+...+ Am; la courbe 
définie par l’équation y = Ayx”-+ A,z”"'+...+ An est asymptote 


a la courbe définie par ?équation y = f(x); si, en particulier, m est 


égal a 1, on a affaire a une asymptote rectihgne. ; 
Considérons, par exemple, la fonction y = (42 + 8) e”; on pourra 
écrire 


ae 0 ys ea a 
y = (a+ 8) et aa ee) 
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la courbe est asymptote a la droite dont ’équation est y=ar+4-+ 8; 
lorsque x tend vers +, elle est au-dessus ou au-dessous de son 


asymptote suivant que = + 8 est positif ou négauf; c'est linverse 
ee Ae ake F - 
quand « tend vers —o; si : + % était nul, on devrait recourir au 


ti 
terme en —> eles 
2 


On trouvera dans le numéro suivant divers exemples ot les mé- 
thodes et les notions qui précédent seront appliquées a l'étude de la 
variation d'une fonction donnée f(z). On verra, en particulier, que 
cette étude fournit des renseignements précieux sur les racines de 
Véquation f(x)=0, ou de léquation plus générale f(x)=A, 
A désignant une constante donnée. A cet égard, on utilisera fréquem- 
ment la proposition suivante : si dans lintervalle (a, 6) la dérivée 
j'(x) garde un signe constant, la foncuon /(#), étant constamment 
croissante ou constamment décroissante lorsque z croit de a a 6, 
prend une fois seulement chacune des valeurs intermédiaires a f(@) 
eta f(b), etn’en prend pas d’autres, en sorte que I’équation f(x) =o 
admel une racine et une seule, comprise entre @ et 6 si f(a) el f(b) 
sont de signes contraires et n’en admettra pas si f(a) et f(b) sont de 
méme signe. Il est entendu que la fonction f(x) est supposée conti- 
nue dans Vintervalle (a, 6). On reviendra d’ailleurs un peu plus tard 
sur cette proposition. 

On dit qu'une racine de équation f(z) = 0 est séparée lorsque 
Pon connait deux nombres «, 8 qui comprennent cette racine et qui 
ne comprennent que celle-la. Séparer les racines de léquation 
J (a2) =0, c'est séparer chacune de ses racines, |’enfermer dans un 
intervalle (a, 3) qui ne contienne pas d’autre racine que celle-la. La 
séparation des racines d’une équation numérique f(xz)==0 est le 
premier pas a faire pour la résolution de cette équation. Elle est liée, 
comme on le verra suffisamment sur les exemples, 4 Vétude de la 
variation de la fonction f(z). 


250. Je vais appliquer les méthodes précédentes a quelques 
exemples. 

Relativement aux graphiques qui représentent une fonction 
y—=f(x), dont les coefficients sont numériques, je crois deyoir faire 
Vobservation suivante : 
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En parlant d’axes coordonnés, j’ai toujours supposé que l’unité de 
longueur était choisie en méme temps que les axes; toutefois, on peut 
désirer faire le dessin & une autre échelle, le faire en choisissant pour 
unité de longueur un segment de droite qui, avec l’ancienne unité, 
serait mesuré par le nombre a. On pourra conserver l’ancienne 
unité de longueur, quitte a remplacer l’équation vy = f(x) par l’équa- 


. ve . . . ‘ 
tion z Sea Toutes les courbes que l’on obtient ainsi, en faisant 


varier @, sont évidemment homothétiques entre elles, par rapport 
a lorigine. 

Considérons la fonction y= 2x? + px + g; on en simplifiera 
étude en supprimant le terme constant g qui n’influe pas sur le sens 
de la variation; on va donc étudier la fonction y= x7? + pz, ou la 
courbe qui représente cette fonction; la recherche des racines de 
Péquation z?+ px +q=o revient évidemment a la recherche des 
abscisses des points d’intersection de cette courbe et de la droite dont 
léquation est y =— q. 

Les dérivées premiére et seconde de y = x? + px sont respective- 
ment yj —= 32° 4p, = O07. 

La foncuon y = x* + pz est impaire; la courbe qui la représente 
est symétrique par rapport a Vorigine. Elle passe par cette origine; la 
tangente en ce point a pour équation y = pz; la courbe est au-dessus 
de sa tangente pour z > 0, au-dessous pour x < 0; lorigine est un 
point d’inflexion; la courbe tourne sa concavité vers le haut quand x 
est positif, vers le bas quand x est négatif. 

Relativement au signe de y/ il y a lieu de distinguer trois cas 
P=} o, p=0o0,p<o. 

Dans le premier cas, la dérivée est constamment positive, la fonc- 
tion y constamment croissante; elle croitde —«2a-+ 2% quand z croit 
de —«# a+; elle atteint une fois et une seule fois la valeur — q, 
pour une valeur positive ou une valeur négative de x, suivant que ¢ 
est négauf ou positif. En d’autres termes, |’équation 2? + px + q=0 
admet une racine, et une seule, de signe contraire ag. On reconnait 


aisément que la valeur absolue de cette racine est inférieure a i 


Il n’y a presque rien a changer dans le cas ot p est nul; seulement 
la tangente a Vorigine est l’axe des x; la racine unique de l’équation 


ae . ‘ 
Gee + px+gq=—o est alors /— q- Supposons maintenant que p soit 
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h “p Ra Pienitye 8 D 
négatif, La dérivée s’annule pour « =— Wx Ue eLxv=+ (/— se 
: oO 
‘ We 
Oa \)/ 3 D) 


on yoit de suite que y croit lorsque x croit de 


38. 


Puce 


x6 


/ 
yo 


eee : ) 
décroit quand x croit de ip f 
o 
de cette derniére valeur 4 + 2%; les deux racines de la dérivée corres- 
y) 
pondent lune a un maximum, lautre & un minimum; les valeurs de 


a) i P . croit lorsque 2 croit 
/ a 


Fig. 79. 


if 


ce maximum et de ce minimum s’obuiennent en remplacant 7 par les 
Px dela 
a) 


atte ght & : >) 
racines de la dérivée dans z* + px, ou mieux dans le reste — 


division de z'+ px par 327+ p. Le schéma ci-dessus donne une 
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idée suffisante de la courbe, qui rencontre Paxe des x aux points 


dabscisse —\/—p, 0, \/—p. Il est clair que la fonction x3-+ px 
atteindra une fois au moins la valeur —g; elle Vatteindra une fois 
seulement si — g West pas compris entre les valeurs du maximum 
et du minimum de 2+ p.x, c’est-a-dire si la valeur absolue de g 
nest pas inférieure a la valeur absolue des deux nombres symétriques 


“ 3 ; D 2p 
que Pon obtent en remplacant 2 par = v= P dans “eo, ou encore 
ro] x 


si Von n’a pas 


Gea = (—§) OU 4 p+ Dp Gpe << (0)s 


La racine unique de 23+ px +t q est du signe de — q. 

Dans le cas ou 4p? + 27¢q? est nul, — ¢ est égal soit au minimum, 
soil au maximum de xv? + px; P’équaton #*°+ px+q =o a une 
racine (double) commune avec l’équation dérivée 322 -+ p = 0; cette 


: . ' f ; Owe neat 
racine double s obtient en égalant a o le reste ye g de la division 
. ) 
: ; : 3 
de w?+ px +g par 3x?+ p; elle est égale a — =o 
Lorsque Von a 4p?+ 27g2?< 0, l’équation a trois racines réelles : 
| A} IGE ) I 


une dans chacun des intervalles de la suite 


? 
=f=2, \/-%, xe. 
a J 


Chaque racine est done séparée. 


| 
8 


La condition 4p? + 27qg?< 0 implique p < 0; elle est dans la con- 
dition nécessaire et suffisante pour que l’équation x? + px +q =o 


ail ses trois racines réelles et distinctes. 


Considérons la fonction y = e%” sing, ol Je supposeral % positif : cette 
fonction est toujours du méme signe que sing, s'annule pour toutes les va- 
leurs de w de la forme nz, ott m est un nombre entier, est positive dans Vin- 
tervalle [anz,(2n+1)t], négative dans Vintervalle [(2 nm —1)n, 2nz]. La 


dérivée de y est y’=c%"“(asina+ cosa); elle s’annule pour l’angle — w, 
: T 1 

compris entre o et — —, dont la tangente est — —, et pour tous les angles 
2 : a. 

nz —w; dans chacun des intervalles ot y est positif, il y a un maximum; il 


y aun minimum, dans chacun des intervalles ot y est négatif; les valeurs des 


maxima et des minima sont données par la formule 


(— 1) letut—) sinw. 


280 CHAPITRE XY. 


Ces valeurs deviennent trés grandes dés que le nombre nx devient un peu 
grand, en supposant 7 positif, Au contraire quand 7m est négatif, et que na est 
grand en valeur absolue, la valeur du maximum ou du minimum s’écarte trés 
peu de o. La courbe qui représente Ja fonction présente une infinité d’oscilla- 
tions trés inégales en hauteur; elle s’éloigne beaucoup de l’axe des # d’un 
coté, tout en le traversant toujours aux points d’abscisse égale a nz; de 
l'autre cdté, elle s’aplatit de fagon a se confondre avec lui. Je laisse au lecteur 


le soin de la construire, et de déterminer les points d’inflexion. 
1 


La fonction y = e* /x2+ 2x n'est réelle que dans les intervalles (— , — 2), 
(0, +); sa dérivée est 


il n'y a pas licu de considérer la racine — 2; on reconnait de suite que la 
fonction est décroissante dans l’intervalle (— 0, — 2), dans l’intervalle (0, V2) 
et qu’elle est croissante dans Vintervalle (2, +). 2 correspond a un mini- 
mum dont la valeur est 


a = eV\/9 4 9/2 = 4,78 environ. 


Lorsqu’on veut se borner a un dessin, méme assez précis, il suffit de faire 
les calculs assez grossiérement, par exemple, avec des tables de logarithmes 
(vulgaires) et d’antilogarithmes a quatre décimales; on aura ainsi 


loga= ee + : log 4,8284 (M = loge), 
5 D 
M é. M 
log —= = logM — 5 8 = OD on = Oss 
2 2 
loga = 0,6793, a = 4,778; 


la valeur a = 4,78 sera d’une exactitude plus que suffisante. 
On a dailleurs 


{ 
V2? 22 = 2% 4+-(— — + ..., 


22 


si @ est positif et trés grand, et 


Ve2+2r7 = (x —— bes) 


si # est négatif et trés grand en valeur absolue; on en conclut, en multipliant 
1 
i 


= ; ie Sete : I 
pabie— te —- sae que l’on a, dans le premier cas, y=@+o2+ ms +e} 
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I oe 

et, dans le second, y =—wv — 2 — got} pour w positif, la courbe est 
asymptote a la droite dont léquation est y=a#-+ 2, et, pour x négatif, 
a la droite dont l’équation est y =— 2 — 2; dans les deux cas elle finit cer- 


tainement par étre au-dessus de son asymptote. 
Quand z s’approche de o par valeurs positives, y devient infiniment grand, 
1 


\équivalent a Be): la courbe est asymptote a l’axe des y, a droite, vers le 


haut. 
1 


Pour & infini, ev est égal a 1, l'autre facteur est infini, y est infini. Quand 
croit de —x« a —»2, y décroit de + a0; au point d’abscisse — 2, la tan- 
gente est paralléle a l’axe des y; quand x croit deoa V2, y décroit de + aa, 
puis croit de @ a + « quand 2 croit de V2 a +2. 

Ce qui précéde suffit pour construire le schéma ci-dessous qui donnera une 
idée suffisante de la courbe. 


Fig. 80. 


Y 


Examinons quelques particularités. La forme méme de la courbe fait prévoir 
Vexistence d’un point d’inflexion pour x <— 2; la dérivée seconde est 


i 


1 
‘ PE A « a 
2( v2 + 40 + 2) 

5 bf 


3B 
u(x? +227)? 


Vabscisse du point d’inflexion est — 2 — V2, ou a peu prés — 3,41; Vordonnée 
est environ 1,64. 
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On peut se demander si la courbe rencontre ses asymptotes. On reconnait 
de suite que l’équation qui donnerait les abscisses des points d’intersection avec 
Pune ou Vautre asymptote est 


2 
(GPs = P= BRO I D5? 
ou, en supprimant la racine évidente 7 = — 2, 
2 
JE Se Fi SIEGES 


pour xz positif, le second membre est plus grand que le premier; il est en 
effet égal a 


Mas) oh Oe) 


4 
hy Ov. 908 


’équation n’a pas de racines positives. Pour chercher s'il y a des racines néga- 


tives, commencons par changer xv en — x’; l’équation se met sous les formes 


2 2 


2 I 


e i aber ee == ae. 


On n’a a s’oecuper que des valeurs de x’ plus grandes que 2; pour ces valeurs, 


F che Da : 
le second membre peut se développer en une série entiére en —) a savoir 
@ 


2 2 \2 ; - ; : 
i+ s=+ (=) +...3;il suffit de développer le premier membre pour recon- 
ez ae 
naitre qu il est plus petit que le second. 
La courbe ne rencontre qu'une de ses asymptotes, au point d’abscisse — 2. 
Si A est un nombre donné Péquation 


1 
er /ar+or=A 


n’a pas de racines quand A est négatif; elle admet une seule racine, plus petite 
que —2, si A est compris entre o et a; si A est plus grand que a, elle admet 
trois ractnes dont lune est comprise dans l’intervalle (— oo, — 2), une autre 
dans l’intervalle (0, V2), la troisiéme dans Vinteryalle (3, +). Dans le cas 
Owe oneaurallyeAs— a. V2 serait une racine double de Véquation. 

La figure méme donne quelques renseignements de plus sur les racines; on 
voit que la plus petite racine est plus grande que l’abscisse du point d’inter- 
section des deux droites dont les équations sont 


c’est-a-dire plus grande que — A— 2; de méme labscisse de la plus grande 
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racine est plus petite que A+ 2. On peut prévoir aussi que, si A est grand, 
les racines de l’équation seront trés yoisines : une de — A —2, une de 0, la 
derniére de A + 9. 


Considérons encore la fonction 


on doit dabord reconnaitre le signe de la quantité dont il faut prendre le 
logarithme; pour x positif, cette quantité est manifestement positive; on voit 
méme quelle est plus grande que 1, puisque l’on a 


Qe emai L 4573 
=Ic4 sot..e5 
Go ey (Bs 3 
ess sie ae : sug CEH 
pour 2 positif, y est positif. Si, maintenant, dans la quantite ———, on 
Ee 


change z en — x, on trouve 


Cm aol ex — | 
= gee 


le second membre est évidemment positif : le résultat qu’on vient d’obtenir 
suggére lVidée de chercher sil n'y aurait pas quelque relation simple entre les 
valeurs de vy, y; qui correspondent a des abscisses symétriques 2 eL— x; ona 


er —I I Cal 


I 
,S= = ile = =i le ==: 
y az? rex G - e v 
: Va A I _ z Bat é 
et, par suite, * “- — -; le milieu de la droite qui joint les points de coor- 
2 2 ; 
données 2, y et — ax, vy, a pour coordonnées 0, ¥; c'est un point fixe M de 


Vaxe des y: la courbe cherchée est symétrique par rapport a ce point; la por- 
tion de la courbe qui correspond a des abscisses négatives se déduit ainsi, par 
symétrie, de celle qui correspond a des abscisses positives. I] suffit évidemment 
@étudier cette derniére. 


Pour z=0, y se présente sous forme illusoire; on a vu au n° 247 comment 
se levait Vindétermination, et comment on pouvait développer y en série 


entiere en #, convergente pour les petites valeurs de 2; on trouve 


a 1123 


++ 


ae! 
am’ 24 


ae ins 
720 


On reconnait que la courbe passe par le point M; la tangente en ce point 
: ! Ea : arn ae yee 
a pour équation y = — + —, le point M est un point d'inflexion, puisque le 
2 24 
terme en x? manque dans le développement. Cela résulte d’ailleurs de ce que 


284 CHAPITRE XV. 
le point M est un centre de symétrie de la courbe, situé sur la courbe elle- 
méme. 

On peut écrire y sous la forme 


I—e- lea 1 
5 = 5 
lg = oe Piet AO Ge: LENS 


pour z positif, la quantité lg(1—e-“) est manifestement négative; on voit 
que y est plus petit que 1 et, d’ailleurs, que y tend vers o quand & tend vers 
+ 0; la courbe considérée est au-dessous de la droite dont l’équation est y = 1, 
a laquelle elle est asymptote, vers la droite. 

Ona 


; 1 [Se —*); 
seed oo : 


ex — J Bo. 


il y a lieu d’étudier le signe de cette expression pour 2 positif; il reviendra 
au méme d’étudier le signe de la fonction 
ex(a—1)+1 ex— |} 


z= le 


Ca 


cette expression est assez compliquée; on remarque toutefois que le signe 
transcendant lg disparaitra de la dérivée, qui ainsi sera rationnelle en x et 
en e*, et dont on peut espérer que l’on tirera quelques renseignements sur le 
sens de la variation de z, et par la méme sur le signe de z. Quoi qu'il en soit, 
c’est, pour le moment, sur la fonction z de x qu’on porte l’attention, en se 
bornant d’ailleurs aux valeurs positives de la variable; on trouve par un calcul 
facile 
(C2) eC 

a#(et—1)2?” 


le numérateur est le produit des deux facteurs 


rid 


u = c* —1— £e?, v= e*—1s+7e 


WTR 


? 


dont le second est manifestement positif, pour # > 0; quant au premier, sa 
dérivée est 


a x = to x oe” xr 
uli = ex — e2 — — e? = e? G a 
2 2 


le second facteur est positif, on a vu en effet, plus haut, que et —1— a était 
posiif pour # >o. Ainsi w’ est positif; uw est donc croissant quand a est 
positif; w est nul pour z =o, il est positif pour 2 > 0; par conséquent, z’ est 
toujours positif, est croissant pour 2 >o. Pour x =0, s se présente sous 
une forme illusoire: on reconnait sans peine que sa vraie valeur est 0; il suit 
de la que z est positif pour x > 0; il en est de méme de y’; donc, lorsque x 
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croit de 0 a +, y croit a partir de $, en s’approchant indéfiniment de 1; ces 
renseignements suffisent a construire la courbe qui représente la fonction pro- 
posée; je laisse ce soin au lecteur. Celui-ci reconnaitra sans peine que l’équation 


n’admet pas de racines, sauf dans le cas ot A est compris entre —t et +1; 
celte racine est de méme signe que A, 


Dans les exemples qui précédent, l’étude de la variation d’une 
fonction f(z) a toujours conduit, de la maniére la plus simple, a la 
séparation des racines de l’équation f(z) — Ao, oa A est une 
constante donnée. Lorsque c’est surtout de la séparation des racines 
qu’on se préoccupe, il peut étre avantageux de prendre pour A non 
pas précisément le terme constant de l’équation, mais bien quelque 
autre coefficient par rapport auquel on commence par résoudre 
Péquation. 


Considérons, par exemple, léquation #?—100%+1=0, qui appartient 
d’ailleurs a un type que lon a étudié plus haut, mais qui frappe par ce fait 
quil y a un coefficient beaucoup plus gros que les autres; en la résolvant par 

. I : 
rapport a ce coefficient, on la met sous la forme 100 = #?+ —, et l’on voit 
z 
qu’on en obtiendra les racines en cherchant V’intersection de la courbe définie 
: ea! Se Py aa 
par V’équation y = «2+ — avec la paralléle a axe des 2 dont léquation 
x 
est y = 100. 
fl suffira au lecteur de tracer grossiérement la courbe pour reconnaitre que 
,o) 
’équation proposée a une racine négative, un peu plus grande que — 10, une 
racine positive trés petite, une autre racine positive un peu plus grande 
que 10. 


Il arrive fréquemment qu’on ait affaire a4 une équation contenant 
un paramétre variable m, les autres coefficients étant numériques. Le 
nombre et la nature des racines de |’équation proposée dépendent 
alors de la valeur de m et c’est cette dépendance méme qu’on se pro- 
pose d’étudier. Il est alors en général avantageux de résoudre, lorsque 
cela est possible, l’équation donnée par rapport a m et de la mettre 
ainsi sous une forme telle que f(«) =m, /(#) ayant ses coefficients 
purement numériques : on étudiera la fonction f(z) et Von exami- 
nera si elle peut atteindre la valeur m; il est 4 remarquer que les 
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racines de l’équation f’ (2) = 0, qui jouent le role essentiel dans cette 


étude, ne dépendent pas de m. 


Si par exemple on avait affaire a léquation 


— mxr—od0, 


on la mettrait sous la forme 


Pétude de cette équation a été faite un peu plus haut. 

Quelquefois, au lieu de traiter directement l’équation donnée, en 
cherchant lVintersection avec l’axe des x, ou avec une parallele a cet 
axe, de la courbe qui représente le premier membre de cette équa- 
tion, il est préférable de ramener la résolution de cette équation a la 
recherche de Vintersection de deux courbes convenablement choisies, 
et en particulier d’une telle courbe avec une droite. 

Je ne donnerai ici d’exemple que pour ce dernier cas, d’autant que 
Pétude de Pintersection de deux courbes suppose quelques proposi- 
tions qui ne seront établies que dans le Chapitre suivant. 


Considérons l’équation tangv — # = 0. Je commence par recueillir les ren- 
selgnements qui résultent de la considération du premier membre de cette 
équation et de sa dérivée. 


Le premier membre est une fonction continue de # a Vintérieur d’un inter- 
valle limité par deux multiples impairs, consécutifs, de —; sa dérivée tang? x 
D 


est toujours positive, la fonction tangz— & est croissante ; elle ne peut s’annu- 
ler qu’une fois dans chacun des intervalles considérés : considerons Vinter- 


valle [ Did == ie +, (2n+1)- — :| , ole est un nombre positif trés petit. 


En substituant dans l’expression tangz — x les deux bornes de l’intervalle, on 
trouve 


T : T =I 

tang +s (2n 1)-—2= — (27 — 1) —€, 
2, 2, tange 2, 
15 \ TT [ qc 

tang ( — —<})—(2n+1) f= : (2m +1)—-+8; 
(@ 2, tange »D 


le premier résultat est négatif, le second est positif; il y a une racine et une 
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7 
seule dans l'intervalle considéré, les racines sont séparées. On peut aller un 
peu plus loin, en substituant le nombre nz, intermédiaire entre les deux 
bornes de Vintervalle, le résultat est — nz. 
9 
Supposons rn > 0; il y a une racine entre = et =, une entre 27 et ‘— tee 


entre nz et (22 + 1)—; on obtient ainsi les racines positives; puisque la fone- 
2 


tion tangw@ — wv est impaire, a chaque racine positive correspond une racine 
symétrique. Enfin la racine évidente o est la seule qui soit contenue dans l’in- 


tervalle (- re e ) . 


v2 2 


Au lieu de chercher a résoudre l’équation tanga — x = 0, on peut chercher 


Pintersection de la courbe qui a pour équation y = tang, et de la droite qui 
a pour équation y = 2. 

De cette facon, non seulement les résultats précédents apparaitront claire- 
ment, mais on va trouver d’autres résultats importants concernant les racines, 
et, si lon se donne la peine de construire la figure avee quelque soin, sur du 
papier quadrillé, on pourra obtenir ces racines avec une certaine approxima- 
tion. 

La droite dont l’équation est y = x n’est autre chose que la bissectrice de 
Vangle des coordonnées positives. 

Quant a la courbe dont l’équation est y = tanga, on observe d’abord qu’elle 
est symétrique par rapport a Vorigine, parce que la fonction tangz est im- 

: ‘ : : ae : 
paire; sil’on a construit la courbe pour lintervalle eas a on en déduira par 

2 
\ 


symétrie la portion de courbe qui correspond a V’intervalle (— oes 0) 
. 2 


i 


La formule tang(z +a) = tangz montre que les ordonnées de la courbe 
sont les mémes pour les points d’abscisse w et x + x; le point de coordonnées 
Z+a, tang(7+ 2x) se déduit du point de coordonnées x, tangx par une 
translation paralléle a axe des w, égale a x; quand on a construit la courbe 

,: ee TETC) i : See ne al P 
pour lintervalle al Me, ar en faisant subir la translation précédemment dé- 
finie a cette courbe, on obtient la portion de courbe qui correspond a lin- 


(am 3% 
tervalle 5? 
» 


) par une nouyelle translation, la portion de courbe qui cor- 


Sa) Da 


respond a l’intervalle ( a We ee 
He 83 


De méme, du coté des  négatifs. La courbe totale se compose d’une infi- 
nité de branches égales a celle qu’on a commence par construire, pour linter- 
T T 1 wy , . 0 
valle (— —) wis Cette premiére branche sera d’abord construite avec soin, 
2 ® 
puis répétée a droite et A gauche. Pour la construction, il sera commode de 
se servir d'une table de tangentes naturelles. Toutes les paralléles a axe des y 


dont la distance 4 cet axe sont des multiples impairs de — sont des asymptotes. 
2. 
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Pour wtrés petitona y=a+ = + ...; lorigine est un point d’inflexion;: 


pour x positif la courbe est au-dessus de sa tangente, dont léquationest y= 2. 


Fig. 8r. 
ry. 


Il suffit de jeter les yeux sur la figure pour apercevoir la disposition de 
racines positives de l’équation tanga — x = 0, on voit de suite qu’elles sont 
Dos Sfue (Qt G)ige 


: , 37 , 
respectivement plus petites que a ein 4 9 eg aa ore et que, si 72 


est un peu grand, il doit y avoir une racine trés voisine de (22+ 1) —- Si 
2 


; : T i S06 ° 
Von represente cette racine par (2n+1)——e, ©€ étant positif el petit, on 
2. 
doit avoir 
1 Te 
———. = (2N+1)— —e. 
tange 2 


Si n est trés grand, ¢ sera trés petit, on aura a trés peu prés 
I 
tange = ————____,, 
T 
(27n +1) = 
Dy 


: 1 ‘ nee 
et aussi, € = ——————> puisque l’arc est alors trés voisin de la tangente. Je 


/ 4 
(BSE 30) = 
2 


me borne a indiquer ces résultats, qu’il y aurait lieu d’étudier d’un peu plus 


, ‘ oe I 
prés : le lecteur reconnaitra trés aisément que l’on ae < 


(an+1)— 
27 — 
Ns 
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§ 2. — SEPARATION DES RACINES. 


251. Les exemples précédents ont suffisamment montré au lecteur 
comment l’étude de la variation du premier membre d’une équation 
permettait de séparer les racines de cette équation. Il convient de 
nous arréter un peu sur ce dernier probleme. 

[| pourrait étre regardé comme a peu prés résolu, si on savait ré- 
soudre le probléme suivant : 


Sachant que la fonction f(a) est continue dans VU intervalle 
(a, 6), trouver le nombre de racines réelles de léquation 


J(x)=0 ('), comprises dans cet intervalle. 


Ce probleme, qui n’a d’ailleurs de sens que si le nombre de racines 
comprises entre @ et 6 est fini, n’est pas susceptible dune solution géné- 
rale; mais tous les renseignements qui fournissent une réponse méme 
partielle a la question posée sont précieux. 

Ona déja vu au Chapitre XI que lon pouvait tirer quelque parti 
du signe des quantités STG) 0): 

Je supposerai tracé le trait de courbe qui représente la fonction 
y =f(a«) dans Vintervalle (a.6); je désignerai ce trait de courbe 
comme l’are AB, A et B étant les points dont les coordonnées sont « 
eLy(a), Det f(b); je supposea <b. 

Si les deux nombres f(a) et f(b) sont de signes contratres, le 
trait de courbe AB traverse axe des x un nombre impair de fois 
(une fois au moins) : Si chaque racine de l’équation f(x) = 0 admet 
un ordre de multiplicité au sens du n° 249, on peut dire quwilya 
entre a et 6 un nombre impair de racines, en comptant chaque ra- 
cine distincte pour autant de racines qu’il y a d’unités dans son ordre 
de multiplicité : en effet, on a vu que, pour une racine simple ou 
d’ordre de multiplicité impair, le trait de courbe traversait axe des x7; 
qu il ne traversait pas cet axe pour une racine multiple d’ordre pair. 

Si les deux nombres f(a), f(b) sont de mémes signes, le trait 


(1) Au lieu de dire racine de l’équation f(x) =o, il m’arrivera fréquemment 
de dire racine de f(x) : cetle facon de parler a été employée dés le Chapitre I, 
quand il s’agissait de polynomes. 


Ars Whe ug) 
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de courbe AB ne traverse pas Vaxe des x ou le traverse un nombre 
pair de fois. Si Von est encore dans le cas ot chaque racine admet 
un ordre de multplicité, on peut dire qu’ily a entre a et bun nombre 
nul ou pair de racines, en comptant chaque racine distincte pour 
autant de racines qu il y a d’unités dans son ordre de multiplicité. 

Il est a peine utile de dire que les propositions précédentes s’ap- 
pliquent aux polynomes, puisque, alors, ordre de multiplicité d’une 
racine se définit immédiatement. 

La formule de décomposition d’un polynome en facteurs réels du 
premier ou du second degré (n° 114) fournit d’ailleurs, dans ce cas, 
une démonstration immédiate des propositions précédentes. 

Si Pon désigne eneffet par 7,, 22, ..., x, les racines réelles du po- 
lynome f(z), chacune étant répétée autant de fois qu'il y a d’unités 


dans son degré de multiplicité, on peut poser 


f(@) = (@ — a1) (w — a2). ..(@ — 2p) 9(@) 


\ 


en désignant par 2(2) le produit des trinomes du second degré (a 
coefficients réels ) dont les racines sont les racines imaginaires de f(z), 
multiphé par le coefficient de laplus haute puissance de x dans f(x). 
Quel que soit 2, o(x) a le méme signe que ce coefficient : on déduit 
de la 

f(a)=(a—2@)(a—@)...(a—Z,) 9(a), 

J(6) = (b6— 2%) (b—-@g)...(b — @,) 9(b), 


puis 


J(a)f(6) = [((a1 — @) (a, — b)| [(@_ — a) (a— b)]...[(a,— a) (a,— 6)| 
< ¢(a) o(b). 


Le produit 9(@), ¢(6) est essentiellement positif; chacun des fac- 
teurs entre crochets est négatif si la racine correspondante est com- 
prise entre a et 6, positif dans le cas contraire; d’ou la conclusion : 

Le produit f(a) /(6) est négatif sil y a un nombre impair de ra- 
cines de f(2) comprises entre a et b; il est positif s'il y en a un 
nombre nul ou pair. 

Par exemple, en substituant les nombres — a, 0, + 2 dans un po- 
lynome, a coefficients réels, de degré n, pour lequel Je coefficient de x” 
est positif, on arrive aux conclusions suivantes : 

Sin est pair et sile terme constant est négatif, le polynome a au 
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moins une racine négative et au moins une racine positive; le nombre 
de ses racines négatives est impair, ainsi que le nombre de ses racines 
positives. 

Si 7 est pair et si le terme constant est positif, le polynome a un 
nombre pair, ou nul, de racines positives et de racines négatives. 

Si 7 est impair, le polynome a un nombre impair de racines réelles, 
de signes contraires au signe de son terme constant. 


Considérons encore l’équation 
=m 


ot 2 — 3x” + m(i— 3a?) = 0; il est assez naturel d’essayer la substitution, a 
1 I 


donneront des résultats purement numériques. En substituant les nombres 


la place de 2, des nombres — qui annulent le coefficient de m, et 


on trouve les signes 


léquation du troisiéme degré a ses trois racines réelles et distinctes, quel que 
soit m. 


I] est rare qu’on puisse arriver a un résultat précis, comme dans 
lexemple précédent. Toutefois, en intercalant au besoin, entre a, et b, 
des nombres suffisamment rapprochés, que l’on prendra le plus sou- 
vent en progression géométrique, en calculant les valeurs correspon- 
dantes de f(z), en figurant sur du papier quadrillé, a une échelle con- 
venable, les points correspondants de are AB, dont on a ainsi les 
abscisses et les ordonnées, on arrivera d’ordinaire a tracer cet arc avec 
une exactitude suffisante pour reconnaitre 4 peu prés sirement s’1l 
coupe ou ne coupe pas l’axe des x, pour reconnaitre aussi la position 
approximative des points d’intersection. Il pourra toutefois se pré- 
senter des difficultés provenant, par exemple, de ce que l’arc AB 
s’approche beaucoup de l’axe des & sans l’atteindre, de ce qu'il le ren- 
contre en deux points trés rapprochés, etc. 
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252. Les renseignements que fournissent les signes des quantités 
f(a) et f(G) sont au contraire tres précis lorsque l'on sait que la fone- 
tion f(z), continue dans Vintervalle (a, 6), va toujours en augmen- 
tant, ou toujours en diminuant, lorsque z croit de aa 6. Ainsi qu’on 
a déja euloceasion de le dire plusieurs fois, il y aune racine dans l’in- 
tervalle (a, 6), et une seule, si f(a) et f(b) sont de signe contraire ; i] 
n’y ena pas si f(a) et f(b) sont de méme signe. Si Pune des quan- 
tités f(a), f(6) était nulle, Péquation f(2) =o n’aurait pas, dans 
Pintervalle (a, 6) d’autre racine que celle des bornes de l’intervalle 
qui annule f(r). 

Dans ce cas, lorsqu’ona séparé une racine 2»), Comprise par 
exemple dans Vintervalle (a, 6), on peul resserrer autant qu’on le 
veut cet intervalle, approcher autant qu'on le veut de 2); supposons, 
pour fixer les idées, que l'on ait f(a) <0, f(b) > 0; on prendra un 
nombre a,, compris entre @ et 6, et l'on cherchera le signe de f(a, ); 
Zo est compris entre a@ et a, Ou entre a, et & suivant que f(a@,) est 
positif ou négauif; on continuera ainsi aussi longtemps qu’on voudra. 


Par exemple la fonction y = 2.2 —sinz —1 a pour dérivée 2 — cosa; cette 
dérivée est toujours positive; la fonction continue 22—sina—1 ne peut 
s’annuler qu'une fois; elle est négative pour # = 0, positive pour x= —, la 

5 


; : we: T fa : , T 
racine est separee. Pou Neat 5) Be est négatif, la racine est comprise entre 77 
4 4 


rig a ri oc 
et —; si l’on veut aller plus loin, on utilisera une table de valeurs naturelles 


du sinus (!) 
On a par exemple pour 


T : 
—— + =k > a 2 =. an fo 
Bi 10,00 Se sin av” = 0,8090, Y= 0,076, 
Li 0n— sin Zz = 0,7604, y =— 0,032, 
R 
eae ke . 
Pi O,00)—> SUING SS ORO, y=— 0,011, 
> ‘ 
2 at 
[2 4). Sy) sin Z = 0.7908, VF OS ONO: 
2 


(1) On en trouve dans les Nouvelles Tables du service Géographique (Gauthier- 
Villars), dans le Recued de Tables et de Formules numériques de J. Hover (ibid.). 
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a 
a 


la racine cherchée est comprise entre 0,56 — = 0,879, ... et 0,57 - = 0,893 ... 
la valeur 0,9 est approchée par excés, a un demi-dixiéme prés. 
On a montré au n° 250 que léquation tanga — r= 0 avait une racine, et 


\ 


; 37 : 
une seule, dans lVintervalle (x. — ), oti la fonction tang. — @ est croissante; 
9, 
» 


, . noe “ < TT oT , 
afin d’avoir affaire a des arcs compris entre 0 et — posons 7 = — — 2’; le pro- 
2 2 


bléme est ramené a la recherche de la racine de Véquation 


F , 3 3% hea 
cota’ 4-2 — — =o = ACRE 
* z 


qui est comprise entre o et —- On s’aidera dune table de tangentes naturelles ; 


2 


1 


9 
re) 


pour 13 grades, la cotangente est égale a 4,8288; elle est plus grande que —; 


la 


: ; . > 1 ™ 
la racine cherchée est stirement plus grande que 0,13 —; pour a’ = 0,14 —on 
2, 2 


~ 


trouve 


A F 3m 
cota’ + a’ — — =—o,01908; 
Dy: « 


la racine est inférieure a 0,14 —; mais la petitesse du résultat qu’on vient de 
2 
trouver permet de supposer qu’elle est voisine de 0,14 —; en effet on trouve 


wlta 


1 


v 


an résultat positif en substituant 0,139 —- La racine de l’équation en 2’ est 


P we IG T ‘ Ge : 
done comprise entre o,| 39 —et 0,140 -- La racine de | equation tangx—x=o 
2) 2, hi 


est yoisine de 4,5. On la calculera plus exactement un peu plus loin. 


On reconnait habituellement que la fonction f(x) est toujours 
croissante ou toujours décroissante dans Vintervalle (a, 6), par ce fait 
que, dans cet intervalle, la dérivée /"(”) ne change pas de signe; si, en 
particulier a, 6 sont deux racines consécutives de l’équation f(x) = 0, 
c’est-a-dire deux racines qui ne comprennent aucune autre racine de 
cette équation, et si la fonction f(x) est continue dans lintervalle 
(a, 6), on est certain que cette fonction garde le méme signe lorsque 
varie entre a et b, puisque, autrement, la fonction f”() s’annulerait 
entre a et 6; par conséquent, lorsque x varie de aa, la fonction f(x) 
est toujours croissante ou toujours décroissante; elle n’admettra pas 
de racines entre a et 6 si f(a) et f(b) sont de méme signe, elle 
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admettra une racine, et une seule, si f(a) et /(b) sont de signes con- 
traires : cette racine est alors séparée ('). 

De méme, si bestla plus grande racine de /"(x), et si la fonction f/"(Z) 
est continue pour x > 4, il est certain que //(z) garde le méme signe 
pour z > b et que l’équation f(x) =o ne pourra avoir qu'une seule 
racine pour 2 > 6; cette racine n’existera pas si f(a) et f(+ 2) sont 
de mémes signes, elle existera si f(a) et f(+ x) sont de signes con- 
traires; dans ce cas, on peut la regarder encore comme séparée. Des 
considérations toutes pareilles s’appliquent aux valeurs de x infé- 
rieures ala plus petite des racines de la dérivée, quand cette dérivée 
est continue pour ces valeurs. 


De la la regle suivante, qui est d’un usage continuel : 


Soit(A, B) un intervalle dans lequel la dérivée f' (a) reste con- 
tinue; se suppose N< B. Sotent ay, a2, ..., a» les racines de cette 
dérivée comprises entre A, Bet rangées par ordre de grandeur 
crotssante. On considere la suite (?). 


(1) DONG Dip Qoweeay psa UB 


>) 


dans chacun des intervalles (A, a,), (a), dz), «.., (a, B) formés par 
deux termes consécutifs de cette suite, tl ne peut y avoir qu’une 
racine de l’équation f(x) = 0. On détermine les signes des termes 
de la suite 


(2) F(A), « f(a1), f(a2), «+, far), f(B). 


Sideux termes consécutifs de cette derniére suite sont de mémes 
signes, tln’y a pas, dans Vintervalle correspondant, de racine de 


(1) Le raisonnement peut étre présenté d’une autre facon, qui montre que la con- 
clusion implique seulement lexistence de la dérivée f'(z) entre les deux racines 
consécutives a, 6 de cette dérivée et non sa continuite. 

Sil y avait entre a, 6 dewx racines a, 8 de la fonction f(z), il y aurait une ra- 
cine de f'(x) entre a, 8 (n° 215) ; a, 6 ne seraient pas deux racines consécutives 
de f'(z). Entre deux racines consécutives de la dérivée f’(z), il ne peut donc y 
avoir qu’une seule racine de la proposée f(z). 

Il est a peine utile de dire que, en admettant l’exvistence de la dérivée dans Vinter- 
valle (a, &), on adinet par cela méme la continuité de la fonction f(z) dans cet in- 
tervalle. Si la fonction f(#) n’est pas continue dans cet intervalle, la proposition 
nest pas applicable. bi 

(*) On lui donne souvent le nom de suite de Rolle relative a lintervalle (A, B). 
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Véquation f(a) = 0; tly enaune, au contraire, st ces deux termes 
sont de signes contratres. 


A cet énoncé, je joindrai les remarques suivantes : 

Ll peut se faire que Pun des termes de la suite (2) soitnul; ona 
alors déterminé une racine de l’équation f(z) =o. Si cela arrive 
pour d’autres termes que pour les termes extrémes, la racine consi- 
dérée est, en général, multiple (n°? 249). On aura alors a déterminer 
son ordre de multiplicité. D’ailleurs, dans les intervalles partiels que 
borne le terme considéré, i] n’y a évidemment pas de racine de l’équa- 
tion f(.c) = 0. en vertu du raisonnement général. 

Les racines @,, @,..., a, de la dérivée f’(.x) n’interviennent dans 
le raisonnement précédent qu’en ce que, pour ces racines, la dérivée 
changeant de signe, le sens de la variation de la fonction /(.z) change 
aussi. Si donc, en résolvant l’équation /’(.c) = 0, on apercoit quelque 
racine pour laquelle la fonction //(z)s’annule sans changer de signe, 
par exemple une racine d’ordre de multiplicité pair [ pour /"(z)], on 
n’a qu’a supprimer cette racine de la suite de Rolle, aprés avoir 
constaté toutefois qu'elle n’annulait pas f(z). Si, par exemple, a, est 
une racine double pour f’(z), la fonction f’(z) garde le méme signe 
quand . croit de a, a ay, la fonction f(x) dans Vintervalle (ay, as) va 
toujours en croissant, ou toujours en décroissant; ellene peuls’annu- 
ler qu'une seule fois. 

Si la dérivée //(x) est continue pour toutes les valeurs de x, on 
remplacera dans les raisonnements précédents A et B par — x, +. 


Considérons l’équation 


f(2) =(i—cosx)tanga—x+sinzx =o, 


a 


7 


oi % est un arc donné compris entre o et —; f(a) est une fonction continue 


wo | 


de x, quel que soit w, ainsi que sa dérivée 
= 


WN@)) = sing tang *z—1+ cos4 = 2S5in— (cos SUA ears LO ) 
2 : ; 2 


Jes racines de léquation /’(z) =o sont données par les formules 


r= 2AMT, C= 2 + 20, 


ot m, nm sont des nombres entiers quelconques: 27, 2mT + 2%, 2(m-+1)t 
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constituent trois racines consécutives; on a d/ailleurs 


f(2mr) = 2m7; 
flennz +24) = (1 — cos2a) tanga — 2»%—»nr + sin2ae 


—=2)\((tan eo — 0 — 7r70)) 


Puisque lon aoa =, tangxz—~ est positif; il en résulte que, si metn 
2. 


sont négatifs, f(2m7) et f(2nrz + 27) sont positifs, Il est aisé d’en conclure 
que l’équation f(z) =o, qui admet la racine (double) 2 =o, n’a pas de 
racines négatives. 

Occupons-nous maintenant des racines positives : entre deux termes con- 
sécutifs de la suite 


One 2: TCO Tet On ATCA Mbit Onn eterels 


il y a une racine, ou il n’y a pas de racines, suivant que ces deux termes 
donnent, par la substitution, des résultats de signes contraires, ou de mémes 
signes; lesnombres 27, 47, ... donnent des résultats négatifs; soit v le plus 


’ 


petit nombre entier tel que lon ait 
vr 2 tanga — a, 
et supposons d’abord v > 1, les nombres 
OG De St AF cong PAWS) ae = 


donneront des résultats de substitution positifs : ’équation f(a2) =o n’ad- 
mettra pas de racine autre que o dans lintervalle (0, 2); elle en admettra une 
et une seule dans chacun des intervalles formés par les termes de la suite 


DOr Mm DTU se DT mtn DIC reeng)  DA( i=) tbe =f Ce Te 


elle n’en admettra pas de supérieure a 2v7z, sauf dans le cas ot l’on aurait 
vr = tanga —a, auquel cas 2vm + 2% serait une racine (double) de I’équa- 
tion f(@) =o. L’équation admet »v —t racines simples que l'on a séparées, 
la racine double 0, et dans le cas particulier ot vz = tangz —a, la racine 


double 2vz + 2%: le nombre v est trés grand quand « est voisin de 

Si ’onay =f, il y a une racine simple comprise entre »% et 27, il n’y en 
aura pas de plus grande, sauf dans le cas ott l’on aurait tangz —« = 7m, auquel 
cas 2% + 24 serait une racine double. 


Considérons encore l’équation 


(2) 1622 — s0273—=- 57 — mm = 0. 


Ona 


$f (x) = 162'— 1907? +1= (442 +1)?— 2027: 
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les racines de (équation /"(a) = 0 sont les racines des équations 


2! 


4a +1+o27V75=0, (o?+1—»97 /5 =0; 


en les rangeant par ordre de grandeur on obtient 


5 3 a 5 5 — I Wi ea 
a, = ————_» ( Ol oreo ees eae 
, 7 3 4 ’ 

4 sf I 


on aa les substituer dans /(2 ); le calcul se simplifiera en substituant a, et ay 
dune part, @; et a,, dautre part, dans les restes 2 a et 
—4a—m+y5 de la division de F(xe) par 4a?+ 205 +1 et par 
4vr?—ar/5 +1; 


La sutte de Rolle-est formée par les nombres 
(1) SEs a), 2, a3) ay, ES 
On a écrit ci-dessous les résultats dela substitution de ces nombres dans f(x) : 


(2) —-x, I—m, —I—m, 1 Mm, 1—m 


Supposons que Von ait ~1 <m<1; les signes des termes de la suite (2) 
seront 
—- + —- + — 4+. 


L’équation /( 7) =o a cing racines réelles (nécessairement distinctes ). 

On reconnait sans peine que, si 7 est plus grand que tr, il n’y a qu’une ra- 
cine, comprise entre a, et +x; que sim est plus peut que —1, il n’y a qu'une 
racine, comprise entre —x et @. 

Enfin, sil’on avait m2 =1, a, et a3 seraient des racines doubles du polynome 
f(x), qui admettrait en outre la racine simple #=1; st Von avait m=—1, 
a, et a, seraient des racines doubles de f(a), qui admettrait en outre la 
racine simple 7 =—t. 


253. Théoréme de Rolle. — La proposition fondamentale, en vertu 
de laquelle la dérivée //(7) @une fonction f(2) dont a, 6 sont deux 
racines s’'annule pour une valeur de x comprise entre @ et 6, doit étre 
complétée par quelques remarques, qui se rattachent au théoreme que 
voici, important en lui-méme. 

Soit f(.z) une fonction de x admettant dans Vintervalle (p, g) une 
dérivée continue f/(x). Je suppose que, dans cet intervalle, les fone- 
tions f(x), f/(x) ne puissent s’annuler qu'un nombre fini de fois, en 
sorte que lintervalle (p, g) puisse étre subdivisé en un nombre fini 


Vintervalles partiels tels que, 4 Vintérieur de chacun deux, lune ou 
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autre des fonctions f(z), f(z) garde un signe constant. Soit a une 
: Me 8 § 
racine de f(x) appartenant a lintervalle (p, 7). 


e > foncty, ‘(op / SO > “IP 
Les deux fonctions f(x) et f'(«) sont de signes contratres pour 
les valeurs de x un peu plus petites que la racine a de f(x); elles 
sont de mémes signes pour les valeurs de x un peu plus grandes 
que celle racine. 


La vérité de cette proposition apparait aisément en se représentant 
le trait de courbe qui figure f(z) dans Vintervalle (p, q) : ce trait de 
courbe a un point, d’abscisse a, sur Vaxe des x; il peut d’ailleurs soit 
traverser l’axe des x en ce point, soit rester, aux environs de ce point, 
au-dessus ou au-dessous de l’axe. 

Supposons, par exemple, qu'il le traverse de bas en haut quand x croit; 
la fonction /(7), négative pour «un peu plus petit que a, est nulle pour 
a=a;elle croitquand ons approche dea, par valeurs plus petites que a; 
la dérivée /'(.7) estdonc alors positive ; quand ona dépassé la valeur a, 
la fonction devient positive; elle étaitnulle pour. =a, elle est crois- 
sante ; la dérivée reste positive. La proposition est vérifiée dans ce cas; 
la vérification est la méme dans tous les cas. 

Au reste, la démonstration rigoureuse résulte immédiatement de la 
formule des accroissements finis, appliquée aux deux nombres yoi- 
sins @ eta +h; cette formule peut s’écrire f(a+h)=h f'(a+ Oh), 
puisque f(@) est nul : elle montre que f(a + h) et f(a + 4h) sont 
de signes contraires ou de mémes signes suivant que / est positif ou 
négatif; or le nombre a+ 49h, puisque 4 est positif et plus petit que 1, 
peut étre supposé aussi voisin de @ qu’on le veut; il est plus petit 
que a, ou plus grand, suivant que fh est négatif ou positif; il y a 
done des valeurs de x, plus petites que a, aussi voisines de a qu'on 
le veut, pour lesquelles f(x) et /’(x@) sont de signes contraires; il y a_ 
de méme des valeurs de x, plus grandes que a, aussi voisines de a 
qu’on le veut, pour lesquelles f(z) et f(x) sont de mémes signes : si, 
dans Pintervalle (@— =, @-+ ¢), ol ¢ est un nombre positif aussi petit 
qu’on le veut, les fonctions f(x), f/(.7) ne s’annulent pas pour une 
autre valeur que @, en sorte que chacune conserve son signe, soil 
4 Vintérieur de l’intervalle (@ — ¢, a), soit a Vintérieur de Vintervalle 
(a, a+ ¢), il est clair que les deux fonctions auront des signes con- 
traires dans le premier intervalle, et les mémes signes dans le second. 
Crest ce qu'il fallait établir. On va en conclure la proposition suivante : 
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Soient a, b deux racines consécutives de f(a): on suppose que 
dans Vintervalle (a, b) la fonction f(x) reste continue ainsi que 
sa dérivée f'(x); putsque, a Vintérteur de cet intervalle, la fonc- 
tion continue f(x) ne sannule pas, elle conserve son signe; je sup- 
pose en outre que la fonction f'(x), dans cet intervalle, ne putsse 
s'annuler qwun nombre fint de forts. 

Dans ces conditions on peut affirmer que, lorsque x croit dea 
ab, la dérivée f'(x) change de signe un nombre impatr de fois. 


Supposons en eflet que le nombre positif ¢ soit assez petit pour que, 
a Vintérieur des intervalles (@, a+ ¢), (6 —<, 6), les fonctions f(x), 
/'(@) ne s’annulent pas; elles sont de mémes signes dans le premier, 
de signes contraires dans le second; la fonction f(z) garde le méme 
signe dans tout lintervalle (a, 6); la fonction /’(.v) a donc changé de 
signe quand on passe de a+e ab —g, elle a changé de signe un 
nombre impair de fois; puisqu’elle garde le méme signe a l’intérieur 
des intervalles (a, @+-<), (0 —¢, 6), elle change de signe un nombre 
impair de fois quand z croit de @a 6. Si Von peut attribuer un ordre 
de multiplicité 4 chacune des racines de f’(.x) contenues a Vintérteur 
de Vintervalle (a, b), on peut dire que le nombre de ces racines est 
impair, en comptant chacune des racines distinctes pour autant de 
racines qu il y a d'unités dans son ordre de multi plicité ('). 

Cette proposition, avec le sens précis quon vient de lui donner, 
s'applique en particulier quand f(z), //(2) sont des polynomesen 2. 


Entre deux racines consécutuves a,b @un polynome, tly aun 
nombre impatr de racines de sa dérivée. 


Si le polynome f(z) a toutes ses racines réelles, il en est de méme 
de sa dérivée f'(z). 

Soit n, en effet, le degré de (2), f'(x) sera de'degré n —1. 
Supposons d’abord que les n racines de f(x), qui, par hypothése, 


(') Lorsque la fonction f(z) s’annule pour z = —«%, ou pour 2 =-+a, la propo- 
sition précédente et sa démonstration s’étendent aisément aux intervalles (—x, «), 
(%, +c) en désignant par a et @ la plus petite et la plus grande des racines de f(z). 
On suppose bien entendu que. pour toutes les valeurs de x supérieures a , par 
exemple, la dérivée f'(.z) soit continue. On reconnait alors sans peine que, pour les 
grandes valeurs positives de x, f(x) el f'(2) sont de signes contraires, si f(a) tend 
vers o quand z tend vers +x. Le raisonnement s’achéve ensuite de la méme facon. 


9 
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sont réelles, soient toutes simples, et désignons-les, en les rangeant 
par ordre de grandeur, par a, dz, ..-, Gn- 

La suite qu’on vient d’écrire comporte n —1 intervalles; dans cha- 
cun de ses intervalles, il y a une racine de f'( x). 

Ce dernier polynome a donc ses rn —1 racines réelles et distinctes. 
Entre deux racines consécutives de Pun des polynomes f(x), f'(x) 
il y a une racine, et une seule, de l'autre. 

Considérons maintenant le cas ot léquation f(.7) = 0, dont on 
suppose toujours que les ” racines soient réelles, admet des racines 
multiples. Si a, racines sont égales a a, et si, en conservant les nota- 
tions précédentes, on suppose a, = a, =...= G,,, 4, — £ intervalles, 
de ce fait, disparaissent de la suite précédente; mais, d’un autre cote, 
Véquation dérivée f’(.c2) =o admet x,—1 racines égales 4 a,; on 
voit que les conclusions relatives au nombre de racines réelles de la 
dérivée ne sont pas changées; le polynome f’(x), en dehors des 
racines qui lui sont communes avec f(x) et qui sont multiples 
pour f(x), admet autant de racines, foreément simples, quil y a 
(interyalles dans la suite formée par les racines distinctes de f(z), 
c’est-a-dire p —1, si f(x) admet p racines distinctes. 

Il’ est & peiné utile de‘dire que-les polynomes f" (a), f" (x), -.., 
f'"—" (xv) ont tous leurs racines réelles. 

Réciproquement, sil’équation /'(.r) == 0 n’a pas toutes ses racines 
réelles, ou si elle a des racines multiples qui ne sont pas racines 
de f(x), léquation f(x) =o a forcément des racines imaginaires. 
Le lecteur pourra retrouver et préciser ce résultat, en comptant le 
nombre dintervalles formés par la suite des racines réelles distinctes 
de f'(x) précédées et suivies de — x» et de + 2 (suite de Rolle), 
intervalles dans chacun desquels il ne peut exister qu'une racine réelle 


der nce)) 


§ 3. — CALCUL APPROCHE DES RACINES D'UNE EQUATION. 


254. Une équation numérique f(2) =o étant donnée, on devra 
d’abord séparer ses racines, c’est-a-dire déterminer autant d’inter- 
valles (p,q) quil y ade racines, chacun d’eux contenant une racine 
et une seule. Les bornes d’un intervalle peuvent étre regardées comme 
des valeurs approchées de la racine correspondante, mais cette quali- 


fication ne conyient que quand ces bornes different peu. 


APPLICATIONS A L’ETUDE D'UNE FONCTION, ETC. | 301 


On a vu plus haut le rdle que tiennent dans cette séparation l'étude 
de la dérivée (théoreme de Rolle) et la représentation graphique. 

Celle-ci, quand elle est faite avec soin, permet d’obtenir des valeurs 
vraiment approchées des racines. 

On se servira pour cela de papier quadrillé, de papier millimé- 
ltrique par exemple; les axes de coordonnées seront placés suivant 
des lignes ( perpendiculaires) du quadrillage, et Vunité de longueur 
sera choisie dans un rapport simple avec les dimensions des petits 
carrés, de maniere a pouvoir placer de suite le point dont on donne 
les coordonnées et a lire immédiatement les coordonnées d’un point 
du dessin. 

La représentation graphique, si on veut en tirer parti pour le calcul 
approché des racines, devra étre faite avec grand soin dans le voisi- 
nage de ces racines, et il conviendra, dans certaines régions, de déter- 
miner un bon nombre de points de la courbe qui représente la fonc- 
tion. Il est naturel de prendre, pour abscisses de ces points, des 
nombres en progression arithmétique, des nombres enters consécu- 
tifs, des nombres entiers de dixiemes, etc. Lors méme qu’on ne fait 
pas-de représentation graphique, ces calculs n’en sont pas moins 
utiles pour séparer les racines ('), et pour rétrécir chacun des inter- 


(') Ils donnent lieu a une théorie intéressante, celle des différences, que je ne puis 
développer. Je me borne a quelques définitions et a quelques remarques immeédiates. 
~ Considérons une suite de nombres uw, rangés dans uae colonne verticale (comme les 
logarithmes des nombres entiers). Les différences entre les termes conséculifs for- 
ment une autre colonne, la colonne des différences premieres Au; celle-ci engendre 
de méme Ja colonne des différences secondes A’u, etc. Chaque colonne se déduit de 
la précédente par des soustractions. Inversement, connaissant un terme d'une 
colonne, tous les termes de cette colonne se déduisent de la suivante par des addi- 
tions. 

Supposons que les nombres uw de la premiere colonne soient les valeurs d’une fonc- 
tion f(z) pour des yaleurs de la variable en progression arithmétique, ..., @, a+ h, 
a+2h,.... Les différences secondes pourront étre regardées comme les différences 
premiéres, pour les mémes valeurs de la variable, de la fonction f(2+h) — f(z), elc.... 
La formule des accroissements finis suffit a faire comprendre eomment les diffé- 
rences premiéres sont, en général, petites par rapport aux valeurs de la fonction, 
lorsque la raison f de la progression arithinétique est petite, comment les difté- 
rences secondes sont petites par rapport aux differences premicres, etc. 

Si les différences secondes étaient nulles, les differences premiéres seraient con- 
stantes. Le lecteur s’explique comment, dans les Tables numeériques qu'il pratique, les 
différences premiéres sont a peu pres constantes dans des intervalles relativement 
assez étendus, et doit comprendre que, dans des tables plus étendues, il y a lieu 
dintvoduire les différences secondes. Remarquons encore que, si la fonction: f(z) 
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valles qui contiennent une racine et parvenir a des valeurs qu’on 


puisse regarder comme étant vraiment approchées. 


255. Méthode d’approximation de Newton. — Soit f(x) =o une 
équation numérique donnée, soit, en supposant p< g, un intervalle 
(p, 7) qui comprenne une racine « de /(z) et une seule. 

Je suppose que dans l’intervalle (p,q) la fonction f(z) soit con- 
tinue, ainsi que ses deux premiéres dérivées f’(.x) et f" (ax); je sup- 
pose enfin que dans Vintervalle (p, 7) la dérivée f(z) ne s’annule pas, 
en sorte que la racine x est simple (') et que, dans l’intervalle (p,q), 
la fonction f(x) varie toujours dans le méme sens : f(p) et f(q) 
sont de signes contraires; on a vu, plus haut, comment, en interca- 
lant des nombres entre p et g, et en examinant le signe des résultats 
de la substitution de ces nombres dans f(x), on peut s’approcher 
autant qu’on veut de «; toutefois, ce procédé, qui permet de resserrer 
autant qu’on veut lintervalle (p,q), est assez long, et, lorsque, en 
Vappliquant, on est parvenu a une valeur a que l'on juge suffisam- 
ment approchée de z, il ya heu d’employer, pour avoir des valeurs 
encore plus approchées, un autre procédé plus rapide. 

La recherche d’une racine de f(x) revient a la recherche des points 
d'intersection de l’axe des x avec la courbe qui représente (2). Dire 
qu’on connait une valeur approchée d’une racine revient a dire 
quwon connait les coordonnées a et f(a), d’un point A de cette 
courbe, voisin d’un point d’intersection avec l’axe des x. La courbe 
aux environs de A se confond presque avec sa tangente, dont l’équa- 
uon est 

y — f(a) =(#—a) f(a). 


est un polynome de degré n, la fonction f(#+h)— f(z) sera un polynome du 
degré n —1, la différence suivante sera du degré n—2, ..., les différences ni*™*s seront 
rigoureusement constantes; dou un moyen évident de calculer par de simples addi- 
tions les valeurs que prend un polynome pour une suite de valeurs de la variable en 
progression arithmétique; de la aussi, lorsque l’on a constaté que les différences 7'?™es 
@une fonction peuvent, a une certaine approximation, étre regardées comme con- 
stantes, dans un certain intervalle, le moyen de construire un polynome du n*™’ degré 
qui, dans cet intervalle, représente approximativement la fonction. 

(') La méthode que je vais exposer s’appliquerait si x était une racine multiple 
(n° 249) et si f’(xv) ne s'annulait pas dans lintervalle (p, g) pour d'autres valeurs 
de x que x. Toutefois, certains points de l’exposilion deyraient alors étre modifiés. 
Je laisse ce cas de cote. 
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I] est donc naturel de substituer, au point d’abscisse x ott la courbe 
coupe l’axe des x, le point d’abscisse 


a 
CEA rake) 
Jt (@) 
ou cetaxe est rencontré par la tangente en A; a, sera, en général, 
une valeur plus approchée que a; les nombres 
t(ay) JS (42) 


rn Az = as 
f(a) as: 


Ay= Ay— —— 
y . f'(a3)’ 


approcheront de plus en plus, et trés rapidement, de la racine x, sous 
certaines conditions qui seront précisées tout a l’heure. 

Il convient d’observer que, en vertu des hypothéses, le quantité 
J'(a@) est certainement différente de zéro en sorte que l’expression 
de a, aun sens; les quantités f/’(a,), f'(a@2), ... seront aussi diffé- 
rentes de zéro, si @,, @2,... apparuiennent a Vintervalle (p,q). Au 
cas ot! lun des nombres @,, az, ... tomberait en dehors de cet inter- 
valle, on serait prévenu, par la méme, que la méthode ne s’applique 
pas et que l’on est part d’une valeur a insuffisamment approchée. 


Fig. 82. 


On a figuré ci-dessus une courbe rencontrant l’axe des x en « et 
le point A, d’abscisse a; la tangente en A rencontre l’axe au point A, 
dabscisse a,; la tangente au point A,, de méme abscisse a,, ren- 
contre l’axe au point Aj d’abscisse ay, etc. On voit assez, sur la 
figure, comment les points A‘, A,, A), ... s’approchent du point 
d’intersection de l’axe et de la courbe. 
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Les mémes résultats apparaissent analyuquement; soit @ +h =» 
la racine exacte; on peut écrire, en désignant par 4 un nombre com- 


pris entre zéro el 1, 


j, We h? , 
o= f(a+h)= flay+—f'(a)+ — f'(a+ oh). 


La méthode de Newton consiste a supprimer dans le dernier 
membre le terme en h?, parce que, A étant supposé tres peut, fest 
beaucoup plus petit; on obtient alors Péquation f(a) + h f'(a) =o, 

/(a@) 


d’ou Von tire 2 ==— Fay c'est le méme résultat que tout a Vheure. 


Ce procédé nous fournit une évaluation de l’erreur commuise en 


prenant a, pour a. On a, en eflet, exactement, 


Fi) f'(a+h), 


be bua) fia) 6 


Verreur commise en remplacant % par @ est 


h? f"(a+bh) 
eee VAC ate 


A la vérité on ne connait pas le nombre 4; mais, si h est tres 

peut, /”(a+ 4h) sera voisin de f”(a@) et il sera, d’ordinaire, aisé de 

a7 , 

ss: (a+Oh 

trouver un nombre positif M auquel la valeur absolue de Se 
2 a 


sera notoirement inférieure, el méme tel que l'on ait 


jt Be. 
2t(Y) 


|<. 


lorsque xv et y restent dans Vintervalle (p,q) que Je suppose suffi- 


samment petit. On pourra, par exemple, obtenir ce nombre comme 
PB : 
le rapport ,, de deux nombres dont le premier P est une valeur gros- 


Q 


siérement approchée, par exces, de | /"(a)|, quand x appartient a 
Vintervalle (p,q), dont le second Q est, de méme, une valeur gros- 
siérement approchée de |» /"(x)|, par défaut. Si, dans Vintervalle 
(p,g), f'(e) et f"(x) vont toujours en croissant ou toujours en 
décroissant, on pourra prendre pour P le plus grand des nombres 


|7"(A)|, |f"(B)|, pour Q le plus petit des nombres | 2 f’(A)|, 
| 2 f"(B)|. 
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Ceci posé, Verreur commise en substituant a, a a@ sera moindre, en 
valeur absolue, que Mh?; ala vérité, on ne connait pas h, mais si l’on 
sait que A doit étre inférieur, en valeur absolue, 4 un nombre positif 7, 
on sera assuré que Verreur est moindre que M72. Or on peut prendre 
j=97—4 oud —p suivant que la racine % est comprise entre a et g 
ou entre p eta, ce que lon sait reconnaitre par le signe des quantités 
S(P), F(@), f(g). On arrive ainsi a une conclusion certaine. Si par 
exemple 4 est égal a 107”, erreur sera moindre que Mio~2”; Vow la 
régle pratique suivante, qui peut se trouver en défaut quand M est 
grand: Ayant calculé une valeur approchée a de % avec n décimales, 
on calculera a, avec 2” décimales, a avec 4n décimales, etc. Sans 
doute, les résultats ainsi obtenus ne sont nullement certains; mais s1, 
dans les calculs successifs, les décimales antérieurement calculées ne 
sont pas modifiées, on est par cela méme rassuré, au moins dans une 
certaine mesure, sur leur exactitude; au reste, si lon procéde de cette 
facon, on devra s’assurer de la valeur du résultat auquel on s’arréte, 
en le substituant dans /(z), en constatant l’ordre de petitesse du 
résultal et son signe : si le nombre que l’on essaie a donné un 
résullat d'un certain signe el sice méme nombre, augmenté ou diminué 
dune unité du dernier ordre décimal, donne un résultat de signe con- 
traire, on sera certain que lerreur est moindre qu’une unité de ce 
dernier ordre décimal. Un autre procédé consiste a regarder h comme 


f(a) ; 


étant égal a sa valeur approchée Su Aca: a évaluer grossiérement 


Yordre de petitesse de M/?, et a ne conserver dans l’évaluation de a, 
que des chiffres qui soient ainsi a peu prés assurés; la vérification 
qu'on a expliquée tout a ’heure conduira a la certitude. 

J’ajoute les remarques suivantes : on se trouve dans des circon- 
stances d’autant plus favorables que M est plus petit. M peut étre 
assez petit pour que la méthode de Newton s’applique lors méme que 
est plus grand que 1 en valeur absolue, auquel cas h? étant plus grand 
que h, on nest pas, tout d’abord, tenté de Pappliquer. Cette circon- 
stance peut en particulier se présenter quand /(.) est un polynome 
qui comporte de grands coefficients, auquel cas | /f'(a)| peut étre 
grand relativement a | /(@)|. 

Par contre, les circonstances seront mauvaises si f/(z) reste tres 
petit dans l’intervalle considéré, c'est ce qui arrivera s'il y a une 
racine de f’(z) voisine de z; cette derniére circonstance se présentera, 

T. — AL. 20 


306 CHAPITRE XY. 

en vertu du théoréme de Rolle, s'il y a une racine de f(x) qui soit 
elle-méme yoisine de # : on peut alors étre obligé de beaucoup res- 
serrer lintervalle (p, 7), ou @employer une précaution qui sera indi- 
quée tout a Vheure. 

La méthode de Newton est d’autant plus avantageuse que h est plus 
petit, comme le montre la limite Mh? de Verreur : il y aura done 
avantage, en général, lorsqu’on possede deux valeurs a et b qui com- 
prennent la racine a, de choisir, pour appliquer la méthode, celle que 
Von juge étre la plus approchée, c’est-a-dire celle pour laquelle f(x ) 
a la plus petite valeur absolue. 


On a fait remarquer au n° 250 que l’équation 2*— toov -+1=o0 avait une 
racine positive trés petite z, une racine yoisine de fo, une racine voisine 
de —10. Calculons la premiére; on a ici 


: : ; ? Ce A 
J(@) = @— 100e == 1, J (@) =327— 100, Sif (GA)) Seas 
D 


La racine positive étant trés petite, son cube est a peu prés négligeable; 
elle doit donc étre a peu prés égale a4 0,01; c'est la d’ailleurs une premiére 
application de la méthode: si l'on prend @ = 0,01, on aura 


Ui) S1o-s J (a) =— 100 + 0,00038, pf MB) SO, O3% 


I 
a 
J(@) étant positif et décroissant pour 7 = @, on voit de suite que la racine « 
doit étre un peu plus grande que o,o1 et qu'elle est plus petite que 0,02; on 
peut prendre ici p=a=0,01 etg=0,02; dans lVintervalle (p,q), f(x) 
reste trés voisin de — 100, ~ f"(a) reste inférieur 4 0,06; on peut prendre 
De 
M = 10-3; les circonstances sont trés favorables, parce que M est petit: l’appli- 


5 ; Om: 
cation de la méthode de Newton donne 


———,, pour valeur approchée 
100 — 0,003 


de A; on aurait, en adoptant cette valeur, 


Lh? 10712 
Mh2= <a to—18; 


% DIN) 
10° (100 — 0,005 ) 


il est assez clair qu'une seule application de la méthode fournira une valeur 
trés approchée de a On a d’ailleurs 


to-® 10-8 


100 — 0,003 io LOme 
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On peut prévoir que 
10-7 + 10-§ = 0, 01000001 


constitue une valeur trés approchée de «. Le lecteur n’aura pas de peine 
a trouver des valeurs aussi approchées des autres racines. 


Les régles qu’on vient de donner et qui suffisent d’ordinaire dans 
la pratique comportent des exceptions; elles ne permettent pas d’as- 
surer que @,, calculé comme on I’a expliqué, soit plus approché de « 
que a. Il y a intérét a avoir une méthode tout a fait réguliére et qui 
permette d’approcher sirement de la racine z, avec une approximation 
indéfinie. 

Je suppose que les nombres a, 6 appartenant a Vintervalle (p,q) 
comprennent entre eux la racine «; les conditions énoncées plus 
haut pour l’intervalle (, 7) sont évidemment réalisées pour Vinter- 
valle (a, 6); je suppose en outre que, dans cet intervalle, la dérivée 
J" (a) ne change pas de signe : des trois nombres 


S(@) f(a) . f'(a+bh) 
Fay, PG) 2f'(a) ‘ 


le dernier est la racine cherchée; le second sera une valeur plus 
approchée que le premier si les trois nombres sont rangés par ordre 
de grandeur (croissante ou décroissante), c’est-a-dire si les deux 
nombres 

f(a) f'(a+ bh) 


cae apa). | 


ou les nombres f(a), f"(a+ %h), sont de mémes signes, ou encore, 
puisque a + 4h appartient a l’intervalle (a, 6), si f(a) et f"(a@) sont 
de méme signe. Obseryons que si f(a) et f"(@) ne se trouvent pas 
étre de mémes signes, f(b) et f"(b) seront de mémes signes, puisque 
f(a) et f(b) sont de signes contraires. 

On choisira donc pour appliquer la méthode de Newton celut 


des deux nombres a et b pour lesquels f(x) et f"(x) sont de 
mémes signes. 


Cette régle est due 4 Fourier. Elle peut étre en contradiction avec 
celle qu'on a donnée plus haut; elle a l’avantage de donner un résultat 
certain, 
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Supposons que la régle de Fourier s’applique au nombre a; elle 
s'appliquera a tous les nombres compris entre a@ et z, puisque pour 
tous ces nombres, f(z) garde le méme signe, comme /f"(z); elle 
s'appliquera donc aux nombres a@,, dz, ...; chacun d’eux sera stire- 


ment compris entre le précédent et a. 


Il est aisé de déduire de la que la suite illimitée @, a;, a2, ..., fournie par 
Vapplication successive de la méthode de Newton, a pour limite ~. 

En effet, si, pour fixer le langage, on suppose a<a, les nombres ay, 
Az, .--, An, »-. Vont en croissant, ils restent inférieurs a a; ils tendent donc. 
quand nm augmente indéfiniment, vers une limite 8 inférieure ou égale aa. Il 
en résulte que, dans les mémes conditions, la différence 


AI an) 


Qnv1— 2p = — Wide 


et, par suite, le numerateur f(@,) du second membre tendent vers la limite o: 
d’autre part, puisque f(a) est une fonction continue, f(a,) tend, quand nr 
croit indéfiniment, vers la limite /(8), On a done /(8) =o et, par suite, 


Bian 


Le sens géométrique de l’addition apportée par Fourier a la méthode 
de Newton est aisé a reconnaitre. 

Dire que /”(z) ne change pas de signe entre a et b, c’est dire que 
le sens de la convexité de la courbe entre les points A, B dont les 
abscisses sont respectivement a et 6, ne change pas sur l’are AB; on 
choisira, pour appliquer la méthode de Newton, celui des deux points 
qui est tel que la tangente a la courbe soit comprise entre l’are de 
courbe et la paralléle a l’axe des y qui va vers l’axe des x; sur la 
figure, ot la-concavité est tournée vers le bas [ f"(2) << o], ola tan- 
gente est au-dessus de la courbe, c’est le point A [ f(a) <0] qui 
faut choisir, de maniére que la droite AA’ soit au-dessus de la tan- 
gente. L’examen des différents cas de figure, qui est aisé, conduit 
toujours a la régle de Fourier. 

Il ne faut pas s’exagérer la portée de cette régle : la figure 83 one 
et il est aisé de voir analytiquement, que si lon choisissait le point B 
au lieu du point A, la tangente en B couperait axe des x en un 
point B’, qui serait, par rapport au point « ot la courbe coupe axe, 
du méme cété que A’; il en résulterait que Vabscisse 6, du point B, 
serait du cdté qu’indique la régle de Fourier. La seconde application 
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sera donc, d’elle-méme, conforme a cette régle. Ce dernier raisonne- 
ment tomberait en défaut si B) n’était pas compris entre A’ et B’; 
mais, de cela, on sera immédiatement prévenu par le calcul méme; 


on abandonnerait alors la valeur approchée 6. 


On a vu au n° 252 que l’équation 


3T 
cOoUZ 2 —— 0 
2 
: : : aT 2 UE 
avail une racine comprise entre 0,109— elt 0,14 —-> 
2 2 
Cela revient a dire que l’équation 
TL Tx 31 
~(x) = cot — + ——- — — =0 
200 200 ») 


a une racine comprise entre 13,9 et rj; ona 


(13,9) > 0, o(14) <0 


et, d’un autre cété, 


T I ae T Tx 
o'(xr) =— — + = — — cor , 
: 200 ALT 200 2.00 200 
: 2.00 
Tx 
, Cos — 
i Aye 200 
lA) = 95 —— ; 
: , 200 Tet 
sin? 
2.00 


pour x compris entre o et 100, 9”(@) est positif; c’est donc de la valeur 
a =13,g quiil convient de partir si l’on veut appliquer la régle de Fourier; 
on ne doit pas compter sur une grande approximation en appliquant une pre- 
miére fois la méthode de Newton, on pourra se servir de tables a quatre déci- 
males. On trouve ainsi 


13,97 is ; : 
cot <2 =O OmOn (13,9) = 0,0130, 
13,9 6(13,9) 
(13,9) =— —— cot? —~— = — 60,3192 ee eee OOF 
g | »9) 300 x0 ? 92, 0/(13,9) 7949/ 


Ce qui donnerait a@,=13,9407; il ny a aucune raison pour conserver les 

quatre chiffres décimaux; si l’on veut en garder trois, on peut hésiter entre 

les valeurs 13,940 et 13,941, et la réegle qui consiste a forcer le dernier chiffre 

décimal quand le premier chiffre négligé dépasse 4 conduirait a choisir 

la seconde; mais, si lon veut étre certain de rester du méme cété de la 
’ ? 
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racine, afin d’appliquer la régle de Fourier, on est amené a choisir le premier, 
qui est sirement approché par défaut. On devra, pour continuer les calculs, 
se servir d’une table a cing décimales (au moins): on trouve ainsi, en suppo- 


sant @ = 13,940, 


l 
= SC DIO®, Si PA 9( a1) == 0,0002. 


L’incertitude relative au dernier chiffre ne permet guére de continuer 
a appliquer la méthode de Newton, et le calcul précédent ne constitue qu'une 
vérification qui montre, par la petitesse du résultat obtenu, que la valeur 13,940 
est trés prés de la racine. Si Von fait les calculs analogues en conservant le 
méme nombre de chiffres décimaux, pour @=13,9{1, on trouve 9(a@,) = 0. 
De ce résultat, pris en lui-méme, on ne peut pas conclure que 13,941 est une 
valeur approchée par défaut ou par excés; que cette valeur soit effectivement 
approchée par excés, c’est ce quil est aisé de reconnaitre, en se servant de 
tables plus étendues. 


La racine correspondante de Péquation tang.z — 7 =o est comprise entre 


eu 
~(3 — 0, 13941) = 4,493 404.... 
Dy 


En prenant 2 = 4,4934, on a done la racine cherchée avec quatre décimales 
exactes, 


L’application de la méthode de Newton donne lieu aux obser- 
vations suivantes. 


bak 


: a) 
Quand on veut calculer a — Ea ee peut pas, le plus souvent, 


calculer exactement f(a) et f’(a); 11 est d’ailleurs inutile de calculer 
ces quantités avec plus de chiffres qu’il nest nécessaire pour Vapproxi- 
mation a laquelle on veut se tenir. L’erreur qui résulte, pour le quo- 
tient, des erreurs ¢, ¢’ commises sur f(a), f’(a) est donnée par la 
formule 
é e SG) . 
ye (aja e Na Cayce Faw 


Pe: f(a) : : j 
en général, Fla) esl trés petit, en sorte que c’est le premier terme de 
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la formule qui importe le plus. Il suffira d’avoir une valeur grossiére- 
ment approchée, par défaut, de | /’(a@)| pour se rendre compte de 
ordre de grandeur de lerreur ¢ que l’on peut se permettre dans 
évaluation de f(a), puis de Verreur ¢’ que l’on peut se permettre 
dans lévaluation de /’(a) de maniére que la somme des valeurs 
absolues des deux termes de la formule précédente soit notablement 
inférieure a erreur que l’on veut se permettre sur le quotient. 

En appliquant la méthode de Newton, on se trouve avoir a cal- 
culer f(z) et f'(.x) pour plusieurs valeurs de 2 voisines de @; il peut 
étre commode de se servir pour cela des formules 


s ’ lO. h2 
S(a+h) =f(a) + 7 J (4) + — f"(a) +..., 
haere 
7 + ier eB te 
fl(ath)=f'(a)+ mei (Beer (@) FF 25 
ow, 
en néghieant les termes, aux seconds membres, qui n’ont pas d’in- 


fluence sur le résultat : le calcul, une fois fait, de f(a}, /'(2), 


J" (a), .-. servira ainsi pour plusieurs essais. 


256. La méthode de Newton consiste au fond, quand on a une 
valeur approchée a d’une racine z d’une équation, a prendre pour 


inconnue h = %— a, a former I’équation en /, eta lui substituer une 
équation du premier degré, en supprimant les termes en h?, h*, 

La méme méthode s’applique a des systemes d’équations a plusieurs 
mconnues, lorsqu’on a une solution approchée : c’est ce que j’exph- 
querai en me bornant au cas d’un systéme de deux équations a deux 
inconnues o(x7, y)=0, Y(a, 7) = 0, dont je suppose qu'on connaisse 
une solution approchée a, 6; on posera c=a+h, y=b+h4, et 


Von sera ramené ala résolution des deux équations 


o=9(a+h, b+k)=9(a,b6)+ho(a+ bh, b+ 6k) 
ae key (a+ Oh, By ADE), 


0 = WCGSE Ih, OSE f= 5 once baat coomday sh yon Boeu OUP a8 


o' (a+ bh, b+4%k), o).(a+%h, b+ 9k) désignent ce que deviennent 
ae . / om 
les dérivées partielles o',, ¢., quand on y remplace x, vy par a+ 9h, 


‘ 


b+ 4k; on remplace, dans ces équations, ©,(a + 9h,6+9k),... 


(a,b), ..., ce qui reyient & supprimer dans les équations 


par oy 
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én’ #, & les termessenth?, AKA, sae), et Lon parvient aux 
équations du premier degré en h, 4, 


hei(a, 6) + kel(a, b) + ¢9(a, 6) =0, 
h¥z(a, 6) + kY,.(a, b) + 4(a, 6) =0, 


qui fourniront, en général, des valeurs approchées pour h, k. On 
aura soin de vérifier les résultats ainsi obtenus en les substituant 
dans o(x, y), 4(a2, v), de facon a s’assurer de la valeur du résultat 
obtenu. 


Sur ces équations, je me bornerai 4 remarquer que leur détermi- 


nant est la valeur pour 7 =a, y= 6, de l’expression 
is ff ie 
Cee Covet 
1c Ty y Tx ’ Wy! 
Svar Mae! 


a laquelle on donne le nom de déterminant fonctionnel des fonc- 
tions 9, 4. Lorsque ce déterminant est nul pour =a, =), il 
n’y arien a tirer des équations en fh, k, pas plus que de la méthode 
de Newton quand la dérivée est nulle pour 2 =a. Lorsque la valeur 
du déterminant pour =a, y = 6 se trouve trés petite, il y a leu 
de se défier beaucoup des résultats que donnerait la méthode que je 
viens d’indiquer. 


257. Méthode d’interpolation. — Revenons aux équations a une 
inconnue. Supposons que lon ait séparé une racine a d’une telle 
équation f(z) =o et qu’on en ait deux valeurs approchées a, 4, 
Pune par défaut, l'autre par exces. Une méthode tout aussi natu- 
relle que celle de Newton pour approcher de la racine « consiste 
a substituer a la courbe qui représente la fonction f(a), non plus 
la tangente en l’un des points A, B dont les abscisses sont a et b, 
mais bien la corde AB, dont l’équation est 


(Oia) 
es see! as (ae 


(1) Le lecteur, pour s’en convaincre, n’a qu’a penser au cas oll o(2, 7) est un 
polynome en a, y. 
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celle-ci coupe l’axe des x au point dont l’abscisse est 


! (6 ox a) 
Oe as 
[3a 
on prendra @ pour valeur approchée de «. 
Il suffit de jeter les yeux sur la figure 83 pour reconnaitre que, 
lorsque la convexité de la courbe ne change pas de sens sur l’arc AB, 


Fig. 


to) 


(o/2) 
oo 


la méthode précédente, dite méthode dinterpolation, donne un 
résultat approché dans l'autre sens que la méthode de Newton, apph- 
quée suivant la régle de Fourier. L’emploi des deux méthodes four- 
nira done non seulement une yérification, mais un renseignement 
sur l’ordre de Vapproximation. 

Il convient de remarquer que les approximations obtenues par les 
deux méthodes sont du méme ordre de grandeur; en effet, la précé- 
dente yaleur de a’, obtenue par la méthode d’interpolation, peut 
s’écrire, a cause de la formule des accroissements fints, 


; fla) 
v= a— ~— 
Fy. 


en désignant par 3 un nombre compris entre @ et 6; on voit assez 
co) | \ 5) 
que cette valeur cloit étre tres yoisine de 


/(a) 


1 
: f(a)’ 
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pourvu que f’(z) ne soit pas petit pour les valeurs de x comprises 
entre:a et 6 ("): 
Considérons par exemple |’équation 


231 23 — 31542 105@ —5 = 0; 


en substituant dans le premier membre les nombres 0, 0,1, 0,2, .--5 
0,9, 1, on trouve quil y aune racine entre o et 0,1, une autre racine 
entre 0,4 et 0,5, une autre enfin entre 0,8 et 0,g. Occupons-nous 
de la seconde; ona 


SA COm/) == OA, f(o,5) =— 2,275. 
La regle précédente donnera pour la valeur approchée 


0,1384 


3,659 


Il est clair qwil n’y a pas lieu de chercher a évaluer le second 
terme du second membre avec une grande approximation; on trouve 
pour les premiers chiflres 0,037.... On pourra prendre, pour @, 
0,43 ou 0,44. On trouve d’ailleurs 


[KOPES)) =O, POOH (0,44) =— 0,106 496, 
et l’on est par conséquent conduit ala seconde valeur approchée 


0, 002726 17 


a 


0,379 113 cee 

Prenons @’= 0,4372; il restera, si méme on ne veut pas pousser 
lapproximation plus loin, a essayer cette valeur et ase rendre compte 
du degré @approximation quelle comporte. Jusqu’ici on a calculé 
exactement les résultats de substitution, et lon a pu_ observer, 
a chaque fois, que ces résultats comportaient notablement plus 


f(a) ; 
(') L’expression a — ¥(8) est labscisse du point oi Vaxe des x est rencontré par 
- 
“ ‘ 
la paralléle menée par le point A a la tangente a la courbe au point d’abscisse 8; on 
peut remarquer, a ce propos, que, dans le cas ot f"(z) ne s’annule pas dans Vin- 


f(a) J(a@) 


tervalle (a, 6), la racine « est comprise entre a — : el a 


f'(a) Fie 
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de chiffres qu’il n’était utile pour Vapproximation suivante. Les 
caleuls exacts seraient maintenant assez fastidieux. 

Convenons de ne conserver que sept décimales. Pour substituer 
0,4372 dans f(x), on appliquera la régle du n° 54, on multipliera 
0,4372 par 231, ce qui donne 100,9932; on retranchera 315, ce qui 
donne — 214,0068; on multipliera par 0,437; en ne conservant que 
les sept décimales et en ajoutant 105, ce qui ne change pas lerreur, 
on trouve 11,4362270, avec une erreur moindre que - 10-7; en mul- 
tiphant par 0,4372, ne conservant encore que sept décimales, et 
ajoutant — 5, on trouve —0,0000815 avec une erreur moindre 
que 107"; le résultat de la substitution est négatif, le nombre 0,4372 
est approché par exces. 

On pourra essayer de méme le nombre 0,4371 et constater quil est 
approché par défaut; il est @ailleurs aisé de s’en rendre compte avec 
des calculs insignifiants ; dans lintervalle de 0,4 40,5, la dérivée /’(.x) 


: ae: . f(0,5)— (0,4 iP Seer: : 
est a peu pres égale a Fe, = il 4), elle est négative et reste mani- 
1 


? . 
festement plus grande que 30, en valeur absolue; on a d’ailleurs 


I 
10% 


t'(&), 


(0,437 1) = flo, 9372) — 


en désignant par € un nombre compris entre 0,4371 et 0,4372 : or, 


comme ona évidemment 


30 


- > 0,000081 5, 
10# 
il est clair que f(0,4371) est positif; la racine cherchée est done 
connue ayec quatre décimales exactes. 


EXERCICES. 


263. Construire les courbes qui représentent les fonctions 


1 : 
= Sinz =F 
aR Hp GHD Mies ti, uae (ieee) ae 


1 1 1 


x2 re 


1 
FRO GRR UO OO Va +4. 
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4 . : . Cees ’ > 
Reconnaitre le nombre de racines de I’équation obtenue en égalant lune 
quelconque de ces fonctions a une constante donnée. 
Forme des courbes qui représentent les fonctions 


eed nea . ae 
sm-, gxsin—, tanggy elas, sina lg tang — 
@ @ : 2 


264. Déterminer les constantes % et 8 de maniére que l’équation obtenue en 


égalant a o la dérivée de la fonction 


arta a Tas 
ea == i 


admette 1 comme racine double. Représenter par une courbe la fonction ainsi 
déterminée. 


265. Construire la courbe définie par l’équation 


3si1n 2 
= zk — ~——— * 
y 2+ cosx 


a 


Entre quelles limites y varie-t-il quand x varie de o a me 
4 


Soient A, B, C les angles d’un triangle rectangle en A et a, 6, c les cédtés 
opposés. Montrer que si l’on éyalue B en degrés on a approximativement 


1726 
ec+2a 


Quelle erreur maximum peut-on commettre sur B en le calculant par cette 
formule, lorsqu’on suppose a, 6, ¢ donnés? 


266. Construire la courbe définie par l’équation 


Y= Var pat q. 

Montrer que cette courbe a, en général, un point d’inflexion et un seul. Dans 
quel cas y a-t-il exception? Si la courbe présente deux parties, le point d’in- 
flexion est situé sur la branche infinie. 

267. Construire la courbe dont léquation est 

(y —= 5) yy oa ay. 


Cette courbe a deux branches tangentes a l’axe des 2, a Vorigine. En pre- 
nant # pour infiniment petit principal, quel est, pour chacune des branches 
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de courbes, l’ordre infinitésimal de vy? Quel est Vordre de la différence entre 
les ordonnées de deux points qui correspondent a une méme abscisse ? 
Cette courbe a-t-elle des points d’inflexion? 


268. L’équation y — x siny = w, ota estun nombre donné, compris entre o 
et 1, définit y comme une fonction de z, continue dans tout intervalle, crois- 
sante quel que soit «. Montrer que, sil’on a construit la courbe (C) qui repré- 
sente cette fonction pour les valeurs de x comprises entre 0 et z, on peut en 
déduire la courbe tout entiére. Trouver les points d’inflexion dle cette courbe, 
reconnaitre le sens de la concavité. En quels points la tangente est-elle paral- 
léle a la bissectrice de Pangle des coordonnées positives? 


269. En combien de points la courbe qui a pour équation y = chaz peut-elle 
étre rencontrée par une droite? Quelles conditions doivent vérifier @ et 6 pour 
que la droite dont léquation est y = ax + 6 rencontre cette courbe en deux 
points distincts? En deux points confondus? 


270. Nombre de racines de l’équation 


(~— sing — 2+ sinz) — tang—(cosz 
2 


R 


cosz%) = 0, 


ou % est un nombre donné compris entre o et z%. 


271. Reconnaitre d’apreés la valeur de a le nombre des racines réelles des 


équations 
, Ole 38 
eo ax we 5 == 9} 
l 16 
x ari+ ax == Op 
9 vy) 


972. Si, dans lVintervalle (a, 6), la fonction f(a) et sa dérivée seconde sont 
continues et si les deux fonctions ne sont jamais de signes contraires, la pre- 
miére ne peut s’annuler qu'une fois dans Vintervalle (a, 6). 


273. Soient u, » deux fonctions de x qui, dans l’intervalle (a, 6), sont con- 
tinues ainsi que leurs dérivées wu’, ; si, dans ce méme intervalle, la fonc- 
tion uv’ — u'y ne s’annule pas, il y a entre deux racines consécutives de l’équa- 
tion “ = 0, comprises entre a et b, une racine de lVéquation » = o. 


Q74. Soit (C) la portion de la courbe, définie par l’équation y = tang x, qui 


° TT TT A 
correspond aux valeurs de x comprises eniles—= 5 Ci a soit % un nombre 


donné compris entre 0 et 6 la conditio) pour que la droite dont l’équation 
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est 
y= et 


COs? 4 
rencontre en trois points distincts la courbe (C), est que la valeur absolue de 6 
soit moindre que «(t+ tanga) — tanga. On prouvera que cette derniére 
quantité est positive. 
En combien de points la droite dont l’équation est 


Cea : 
= —— — tanga 
y COS? a g 
rencontre-t-elle la courbe (CQ)? 
275. Les équations 
2B | sO 
: x Cie 
ex —[— — — == (iy, 
1 Ug? 
Ge x an 
Cea = == =0 
I r.2 Ne ol 
n’ont pas d’autre racine reéelle que x =o. 
276. L’équation 
Le : 
7am mmm) 0 a0) 
6 


n’admet pas d’autre racine réelle que 7 = 0. 


277. La dérivée nieme de e-” est de la forme P,,e—*”, ot P,, est un polynome 
du degré n (Ex. 226). Montrer que toutes les racines de l’équation P, = 0 
sont réelles et distinctes. 


AS dee I Q 
278. La dérivée niéme de ——— est de la forme ——“~—.,, ot Qy est un 
2 (I+ Oi eet 


I+” 
polynome de degré n (Ex. 224, 225). Montrer que toutes les racines de Péqua- 
tion Q, =o sont réelles et distinctes. 


279. Combien léquation 


a-t-elle de racines réelles? 
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280. L’équation 


a2 we ar 
-- ao as 7 ==) 
Ticey 2 Lod OP Gea cnet) 


x 
ig eer as 


n’a pas de racine réelle si n est pair; elle admet une racine négative, et une 
seule, si 2 est impair; montrer que la valeur absolue de cette racine augmente 
avec n, quelle augmente indéfiniment quand nv augmente indéfiniment. 


281. Soit x, la racine comprise entre o et — de l’équation 


tang 7 —Z2%#=nNntT, 


ou m est un nombre naturel donnée; montrer que w, augmente avec 7 et tend 
Te Bae eae 
vers — quand n augmente indéfiniment. 
7 - 
La série a termes positifs 


in ; Te 3 : 
aa) = = = 98% |) S35 5045 ey Hbeoc 
2 2 2 


\ 


est divergente. 


282. On considére un rectangle de carton dont les cotés sont a et b(a>b); 
-on trace a l’intérieur du rectangle des paralléles aux cotés, a une distance x << — 
2 


de ces cétés; on supprime les quatre petits carrés qui se trouvent ainsi déli- 
mités aux quatre coins du rectangle, et l’on plie le carton le long des lignes 
tracées, de maniére a former une boite rectangulaire ouverte, de hauteur 2 

1° En regardant a et 6 comme donnés, déterminer x de facon que le volume 
de la boite soit Je plus grand possible; calculer expression ¢ (a, 6) de ce 
volume maximum en fonction de a et de b. 

2° On se donne la surface m? du rectangle de carton; déterminer a et 6 de 
maniére que o( a, Ob) soit le plus grand possible. 


283. Trouyer avec trois chiffres significatifs exacts les racines des équations 


Le ep Oy e—62e+6=0, 
; : ZB. Lee: 
“v*+ £7 — 1000 = 0, sing =>, © —Zsinx=7, 
2+ @ I SS xv 
ex — ——_ = —— ., lg(a + fi+ 2?) = - : 
2— 2X 10000 100 


984. Trouyer avec trois chiffres significatifs exacts la plus petite des racines 
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positives des équations 


ex sina = 7, e** sin xv = 10000. 


285. Que donnent la méthode de Newton, ou la méthode d’interpolation, 
appliquées a une équation du premier degré. quand on prend pour valeurs 
approchées de la racine des nombres quelconques. ‘ 


286. Soit(C) la courbe dont Véquation est y = #*— 1. Par un point M de 
Vaxe des x, d’abscisse plus petite que 1, on ne peut lui mener qu'une tangente. 
Comment varie Vabscisse du point de contact avec l’abscisse du point M? 

Soient A, le point de contact de Ja tangente issue de l’origine des coordon- 
nées et Aj la projection du point A; sur l’axe des x: soient, de méme, Az le 
point de contact de la tangente issue du point Aj et A$ sa projection sur l’axe 
des x, A; et Aj le point de contact de la tangente issue du point A, et sa pro- 
jection sur l’axe des 2) =. 2. Montrer que les abscisses a7, a2, ---5 On, --. des 
points A,, As, ..., / An, .-. forment une suite de nombres négatifs dont les 
valeurs absolues croissent indéfiniment. Soit @ un nombre qui n’appartienne 
pas a cette suite; montrer que la suite 


PCI 2a% +1 203 == 1 
a= SS OS ee 
; 3a 


formée, d’aprés la méthode de Newton, en partant du nombre a, a pour limite 
Punité. Qu’arrive-t-il quand on forme la méme suite a partir d’un nombre a 
qui appartient a la suite <1, a, ..-, Gp, ...? 


287. Appliquer la méthode de Newton a l’extraction de Ja racine carrée d’un 
nombre positif A. 
Montrer que, si l’on pose 


I AY 1 A \ I A 
“y= = | B+ — Js Hz = - a = > 23 = — | V+ — Jo trey 
2 xv zy 4 2, XL 


ona 


limite de x, pour 7 infini. 


Si Pon prend A = 2, = +, quelle erreur commet-on en prenant poury’2 le 


Cus 


valeurs 23 ou x,? 
288. Soient « et f les racines réelles ou imaginaires de l’équation 


ax?+2bx+c=0, 
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dont les coefficients peuvent étre réels ou imaginaires, mais dont on suppose 
les racines différentes. Soit 2 un nombre queleconque, assujetti seulement a 
étre représenté (n° 95) par un point qui soit inégalement distant des points 
qui figurent les nombres a, 6. Soit ensuite 


ax®+2bx+e axr-—c 
2(ax+b) 2(ax+b) 
ax? —c 
L, = SS SR 


une suite de nombres formée en appliquant la méthode de Newton a partir du 
nombre 2; montrer que le point z, a pour limite, quand n augmente indéfi- 
niment, celui des points x, 6 qui est le plus voisin du point 2. 

On montrera, pour cela, que l’on a 


Ly~— 4 (Z — 7) 
x;— a— 
La suite 2), 72, ..., 2,,.-+ ne peut avoir aucune limite, pour 7 infini, quand 
Je point x est également distant des points z, §. 
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EQUATIONS ALGEBRIQUES. 


§ 4. — RELATIONS ENTRE LES COEFFICIENTS ET LES RACINES. 
FONCTIONS SYMETRIQUES. 


258. Ona vu au n? 113 qu'une équation du n*"* degré 


(1) Aga + Ayat'!+,...4+ Anyr+A,=0 


a coefficients réels ou imaginaires Ay, Ay, ..., An (Ay #0) avait 
n vacines réelles ou imaginaires 74, /’2,.+-, 7, distinctes, ou non. Si 
ces racines ne sont pas toutes distinctes, il faut entendre que, dans 
la suite 74, %2,.-.-, Tn, chaque racine distincte figure autant de fois 
qu’il y a d’unités dans son ordre de multiplicité. 

Dans ces conditions, on a identiquement 


(2) Apart + A,at—1+...+ Anyx + Ay = An(% —71)(@ —1re)...(4@— Tn); 


d’ou, en développant le second membre, en l’ordonnant suivant les 
puissances de x, et en égalant dans les deux membres, divisés par Ag, 
les coefficients de la méme puissance de a’, on tire les égalités 


| Ay 
AS tei fs aPC sea are 
Ay 
Ay 
My Pat Mrgt... t+ lniln = +") 
Ay 
ar sol ese Sos st dado 2.0 SS ee CROP See rec are eeRO Sae ahs 
(3) ( R 
a, Bs 5 = - ; Eup 
UNUD ED Oem oo om pn aE ooh (= Oa 
Ay 
ROHR aistedceackeReme er rata eorere hemes Pe aoe Cini SO uate 
yn An 
rPy7s Vn =(—1) ——— * 
Ay 


Ces relations qui fournissent lexpression, au moyen des coeffi- 
cients, de la somme des racines, de la somme de leurs produits deux 
a deux, trois a trois, ...,p ap, ..., de leur produit proprement dit, 
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sont fondamentales : elles permettent d’écrire immédiatement les 
coefficients d’une équation du n° degré dont on donne les 7 racines. 

Je les écris explicitement pour une équation du troisiéme degré 
Ayx3 == A, Tie a Ame + Az =a 


Ay 
A ee a 

Ao 

A» 
FA ees iat BEL | art A Leh = 9) 
Ao 

As 
Mm ?rg?3=— . 

Ag 


Réciproquement, si 2 nombres 7, 72, -., “, vérifient les équa- 
tions (3), il est clair que légalité (2) sera vérifiée identiquement 
en x et que ry, 72, ---; Tn serontles n racines de |’équation (1). En 
d'autres termes, la résolution de l’équation (1), & une inconnue a, ou 
la résolution des rn équations (3) a m inconnues 7,, Py, .. 5 Mn, SONt 


deux problemes équivalents. 


259. Fonctions symétriques des racines d’une équation. — Soient 
ToS; -2+5 Sn les nm racimes de |’équation 
(£) Ap v=- Aya! ——., Ay, = 0. 


On appelle fonction symétrique de ces racines une fonction 
Lis to, +. =, 2n) des Variables ’2,,).72, <.., Xp, qui prénd toujours 
la méme valeur quand on remplace «,, 22, ..., 2, par les nombres 
ry, May +++; Pa; quel que soit ordre dans lequel ces nombres sont 
rangés. 

Pour constater que f(x, #2, ..., ©,) est une fonction symétrique 
des racines de l’équation (1), on a done a former les n! arrangements 
nan des nombres r,, rz, -.., “2, 4 substituer, a la place de x,, x2, ..., 
%n, dams f(a; L2, .--, Xn), les n nombres qui constituent chaque 
arrangement et a constater que les n! résultats obtenus sont égaux. 

Une pareille constatation est en général difficile; elle suppose que 
Péquation (1) soit résolue et implique de longs calculs. Voici quelques 
exemples oti elle est aisée : 

Soient 71, 72, 73 les trois racines de l’équation 2° + px + q=0; 
Je vais montrer que a2} — 22.2; est une fonction symétrique de ces 
racines; on voit de suite, en effet, que, si l'on remplace wx), vz, 23 par 
les six arrangements, trois 4 trois, des nombres 74, 72, 73, on ne 
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os 


trouve. que les trois expressions distinctes r? —ror3, 7) —13T1, 
1 —71,Ms} ces ois expressions sont égales ; la différence entre les 
deux premieres, par exemple, est, en effet, 


rt — 73 r3(— 72) = (Ma (Pp + ra + 713); 


elle est nulle puisque le terme en 2? manque dans |’équation 
x3 SOLE == g =.0 et que, par conséquent, la somme des racines de 
cette équation est nulle. 

Quand une équation a toutes ses racines égales, toute fonction de 
ses racines peut étre regardée comme une fonction symeétrique de ses 


racines. 


La définition qu’on a donnée plus haut d’une fonction symétrique des 
racines 74, 72, -.-, Tn d'une équation du nieme degré Y(z) =o n’implique pas 
que les 2 variables a, #9, ..., #» figurent explicitement dans cette fonction : sil 
ne figure effectivement que p variables 2,, %2, ..., 2»). on devra entendre que la 
fonction considérée a toujours la méme valeur quand on remplace respective- 
ment 21, 2, ..., 2» par les nombres qui figurent dans les n(z—1)...(m—p+t) 
arrangements p a p des lettres 7, 72, -.., 7p; il pourrait méme ne figurer 
qwune seule variable. Un polynome en a; qui garde la méme valeur quand on 
remplace 7, par 74, 72, .-+, “n doit, de ce point de vue. étre regardé comme 
une fonction symétrique des racines de l’équation U(a) =o; tel est, par 
exemple, le polynome (2) lui-méme, qui est nul pour chaque racine. En 
supposant que l’équation donnée Y(2) =o ait toutes ses racines inégales, il 
est aisé davoir la forme de tout polynome f(a) qui prend ainsi la méme 
valeur V quand on y remplace 2 par 74, re, ..., “,. Le polynome f(x) — V 
doit, en effet, étre nul quand on y remplace 2 par 7, 72, ..-, 7n5 11 doit, par 
conséquent, étre divisible par Y(); par conséquent, V est le reste de la divi- 
sion de f(z) par ¥(a#) et Pon a f(r) = g(#) v(x) + V, en désignant par 
g(x) un polynome arbitraire; en particulier, si f(a) jouit de la propriété 
considérée et si l'on sait qu'il est de degré inférieur an, on peut affirmer 
qwil se réduit a la constante V, 


260. Ll y a un cas trés important ot il est clair qu’on a aflaire a 
une fonction symétrique des racines de l’équation 


(1) Apart + Ayxv''+...+A,=0, 


et cela quelle que soit cette équation, pourvu quelle soit du degré n : 
c'est celui ot lamfonction /(21, 5 y. %,) -estoun polynome en 
L4, Ly, +++) Ly Syméetrique par rapport a ces variables (n° 126), c’est- 
a-dire qui reste le méme polynome, quand ony échange deux ya- 
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riables quelconques, ou qu’on effectue sur les variables une permu- 
tation quelconque. On montrera bient6t que la valeur que prend un 
tel polynome, quand on y remplace les variables a4, v2, ..., ®, par 
les racines de l’équation (1), s’exprime sans difficulté au moyen des 
coefficients de cette équation et que, ainsi, cette valeur peut étre 
cealculée sans résoudre ’équation. En admettant, pour un instant, 
cette proposition, je vais montrer que, toutes les fois que lon sait 
qu'une fonction rationnelle F(x,, x2, ..-, %n) des variables x,, 
Hy, +++, L, est une fonction symétrique des racines de l’équation (1), 
au sens qu’on a précisé plus haut, on peut en ramener le calcul au 
caleul @un ou de deux polynomes symétriques par rapport aux va- 
PiapleS 3, Lo, secs Bns 

Supposons d’abord, en effet, que Hiri, £5,.2:.; £7) sot un poly- 
nome en 1, Ly, ..., Ly; en effectuant sur ees variables, dans ce poly- 
nome, toutes les y=1.2...n permutations possibles, on obtiendra 
y polynomes F,, F., ..., Fy dont Pun sera le polynome proposé F. 
Ces v polynomes pourront, suivant les cas, étre tous distincts, ou en 
partie identiques; ils seraient tous identiques si F était symétrique 
en £1, Ly, ---, Xp Quoi qu'il en soit, ils prennent, par hypothese, la 
méme valeur V quand on y remplace les 2 variables par les racines 
ry, 2; +++, Tn de l’équation (1) : cette valeur V est donc égale 4 celle 
que l’on obtient en remplagant 2), x2, ..., 2) pat 1, %2,+++) 2 dans 
le polynome F, + F,+...+ Fy, et en divisant le résultat par y; mais 
ce dernier polynome est une fonction symétrique des nr variables 
L4,Uy,.-+, Ly, puisque, si Pon effectue une méme permutation, d’ail- 
leurs quelconque, sur les y arrangements na 7 des lettres 71, 2, -.., 
X_p, On reproduit ces mémes arrangements, dans leur ensemble. 
Tout est donc ramené au calcul de F, + Fy+...+ Fy. 

Si Von applique, par exemple, cette méthode a la fonction 
“LY — LyX, dont on sait qu’elle est une fonction symétrique des 
racines /*;, 72, rs de Péquation xi + px +g =o, on aura 


aye Fo... y= D(aae — £3) + 2( x3 — gy ) = 2. (ae — &1X2), 


T ‘i = 5 
V= 5 | ri+aez+ ec} Bol, — L30,— Bh). 


Supposons maintenant que F(7,, 22, .-., Ln) soit le rapport 


E(11, T2, ++ , Fn) 


LOGI HO Soa Cae) 
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de. deux polynomes.¢, # en a), #5, -40, xp. Pour que-le pro= 
bléme propos ait un sens, 11 faut supposer que le dénominateur 
h(ay, 2, +++, L,) ne sannule pas quand on y remplace les variables 


N14 


foyer 
gO ir 
lon 108 


oy > . . . , . fy rye 
Se les vy fractions ratonnelles que l’on déduit de 5 en effectuant sur 
Sf 


. o 5 
les variables z,j, %3.. @p, dans > toutes les permutations pos- 
l 


sibles; toutes ces y fractions rationnelles prennent, par hypothése, 


oy 


par les racines de l’équation (1). Ceci posé, désignons par 


des valeurs égales quand on y remplace .z,, 22, ..., , par les racines 
de Péquation (1); et il est clair que ces valeurs sont égales a celles 
que prend la fraction 


Shiota 62 ates esate ON. 
’ 
Ay hy t... + hy 


dont les deux termes sont manifestement des polynomes symétriques 
Gl Washoe: acousOn 

On peut done se borner a étude de ces polynomes ou, comme on 
dit, des fonctions symétriques entiéres de z,, £2, ..., L,- Dams ce 
qui suit, en parlant dune fonction symétrique entiére des racines 
@une équation de degré n, Cest dun polynome symétrique en 
43 Lo, .2.5, Lp quion entendra parler. 


261. Fonctions symétriques entiéres de n variables. Enoncé du 
théoréme fondamental. — La proposition fondamentale concernant 
les polynomes symétriques en 2%, 2, .--, Ln, qui est une des propo- 
sitions les plus importantes de PAlgébre, a été déja annoncée au 
n°? 126. 

Si Pon désigne par s,, 52...-+, 8, les fonctions symétriques élémen- 
taires des variables x1, x2, .-., Zp, cest-a-dire la somme de ces 
variables, la somme des produits deux a deux, trois a trois, ..., le 


produit des ~ variables; si, en d’autres termes, on pose 


Sy = Vy + Mote... + Ly; 
| Sp = 21 Hz MHX3g-.. + Xn 1p, 
i a) Md te Via coletti atin) atetio% otal Mahe) ae este ayas e<gWatn vol ase atig 
| Sp = Dy asin Epa 6 Ly Da pees eins 
Spy = L122 Un 


tout polynome f(y, 2, ..-, Ln), Sy Mctrique Ciyiy, sly eee es peut 


a 
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étre mis sous la forme d’un polynome 9(s,, sa, ..:, $1) EM $4, $2, «+5 Sn} 
c’est-a-dire qu’il existe un polynome 9(s,, sz, ..., Sn) qui devient 
identique a f(2,, £2, ..., L,) quand on y remplace Sj, Soy =< oy Saal 
les seconds membres des égalités (1). 

Si lon regarde s,, s2, .--, s, comme des notations abrégées pour 
représenter ces seconds membres, il est clair qu’on a identiquement 
SCI ob ET A ear 


(2) (@ — a)(@%@ — 22). ..(%@ — yx) = OP — 8, B+ 59 72... + (— 8)" 5,5 


en d'autres termes, 51, S2, ---, 5, sont, au signe pres, les coefficients 
dune équation en x de degré nr, dans laquelle le coefficient de x” 
est 1, et dont les racines sont 7), 22, ..., r,. Je désignerai par o (x) 
le premier membre de cette équation, ou Pun ou autre des deux 
membres de Videntité (2). Il me sera commode de représenter les 
coefficients de o(x), avec leurs signes, par P,, 2, ---5 Pr, € est-a-dire 
de poser pr=(—1)'s, (r=1, 2,..., 2), em Sorte qu’on ait-identi- 
quement 


(2) O@2) SE — ye = B55 Noo al Bp) SSPE I DO a na Die 


Dire que-le polynome f(%,, x2, ..., Z,) peut étre mis sous la 
forme d'un polynome en s,, s2, ..., 52, Ou sous la forme d’un poly- 
nome en /4, Ps, --+5 Pn, c'est évidemment dire la méme chose. 

Si Von admet la proposition énoncée et si lon a obtenu l’expres- 
st0n dey (a, 75,54, 22) comme un polynome en Pry Paces. Pay! 
est clair qu’on obtiendra la valeur que prend le polynome f/ quand 
on y-remplace 7, %5,.-.., @, par les racines7",, ry, ..., 7, de léquation 


Agate Ayar—l+...+A,=0, 


en remplacant, dans le polynome en py, Po, -++, Pry ces dermieres 
lettres par 


Ay Ay ING 
Ay’ 


Le probleme qui consiste a exprimer au moyen de 5), 52, «-+5 82 
un polynome symétrique en x, £2, ..., a, peut étre ramené a des 


problémes plus simples. 
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Considérons un terme du polynome donné; il sera de la forme 


Axi n% he, 
ot A est une constante et a, %, ..-, % des enters positifs ou nuls; 
tous les monomes analogues qu'on déduit de celui-la en permutant 
@une facon quelconque les lettres ry, wy, ..., vy, et en laissant les 
exposants 4, %, .--, %, & leurs places, doivent figurer dans le poly- 
nome donné, avec le méme coefficient A : autrement, ce polynome 
ne serait pas symétrique. : 

Si, par exemple, il s’agit d’un polynome symétrique en 2,, 2X2, 
X3, X,, qui contient le terme d.c}.x5 23, ce polynome doit contenir, 
en outre, les termes 


503 72 7? PS aya earyae Fmd m2 m2 oe p2o2 Aad p22 
Os i ae ae IVI LULZ M7, IVZUT LMS, INSU X,, IXZ V3 2X7, 
a 3 m2 2 3 2 2 5 m3 2 2 5 a3 92 72 5 a? 2 2 
DOPRIER TG,  QURRIR aD) GREP San EPR Tir Naa U RR aaa 
3 mt 2 
DF M5 x 


Dans la méme liypothése, lexistence, dans le polynome proposé, 
du terme 7.2} 27523, ou les ois exposants sont inégaux, entrainerait 
Vexistence de vingt-trois termes analogues, puisqu il y a vingt-quatre 
arrangements de quatre lettres trois a trois : tous ces termes auraient 
pour coefficient 7; les trois variables qui figurent dans un terme 
seraient toujours affectées des exposants 1, 2, 3. 

Pour en revenir au cas général, il est naturel de réunir tous les 
termes distincts qui se déduisent du terme A i ee! oe Dal kes aie 
verses permutations des lettres 7,, %2, ..., Zp. (Il y en ayait douze 
dans un des exemples précédents, vingt-quatre dans lautre.) Si, 
ensuite, on met, dans tous ces termes, A en facteur, ce facteur mul- 
uplera une somme de termes, tous distincts, et qui se dédutsent, 
comme on l’a expliqué, du monome .r#!x%...4%"; une telle somme se 


ni? 


représente habituellement par le symbole 


DRGRAUGISE 3 conn ER 
le nombre des termes qui y figurent est, au plus, Vie=T. seooeeoen 
atteint cette limite si tous les exposants %,, #..... 2, sont différents ; 
il serait égal a 1 si tous les exposants étaient égaux; le terme consi- 
déré, dans ce dernier cas, serait évidemment égal a Spel 
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Dans cette notation, les fonctions symétriques élémentaires se 
représenteraient par 2%,, 22%, Xo, ..., U2, H2...2Xp, la derniére étant 
réduite a un seul terme. 

Hest clair que, si l’on savait exprimer au moyen de sy, 52, ..-, Sy 
les fonctions symétriques telles que Yx* x%.. 7%, le probleme serait 
résolu. Remarquons de suite que, si aucun des exposants @,, 4, ..., 
4, nest nul, etsiaest le plus petit de ces exposants, on peut mettre en 
facteur 2% 2%. ..2% = s* dans tous les termes de la somme et ramener 
ainsi le probleme a un probléme analogue, mais relatif 4 une somme 
plus simple. 

Lorsque les exposants sont suffisamment petits, on peut aisément, 
en partant des définitions des fonctions symétriques élémentaires, 
résoudre le probleme posé; j’indique quelques exemples avant d’ex- 
poser les méthodes générales. 

Supposons qu'il s’agisse de la fonction symétrique de trois va- 
rig 1.0) Pe\sBe sa ey ee 


Lax, xr? = 1,03 + 2,02 + HU? + £902 + 1307 + 1323; 


il est clair que tous les termes de ¥x,x} se trouveront dans le pro- 
duit de Lz, par Lx, x2: ce produit contiendra en outre trois fois le 
terme 2; 2223. On a ainsi 


2103 = 814$2— 383; 


on trouvera de méme 


S 


ae 


crt 
I 
n” 
mre 
i) 
~” 
M4 
8 
mr 
8 
wre 
H 
ic) 
wie 
| 
| 
a 
an 
o” 
we 


Soit encore a calculer Lx} x2; on peut ramener le calcul de cette 
somme au calcul de sommes analogues, mais ott les exposants sorent 
inférieurs a 3; si, en effet, on pose comme plus haut 


o( 2) = (2 — 21)(2— £2)(x — @3) = v3 — 5, U7 4- SoX — Say 
il est clair qu’on aura x} — s, 77 + Sy ©, — 53= 0; cette égalité ayant 
lieu idenliquement en %,, Xz, Z; lorsqu’on suppose que 54, S2, 3 


sont remplacés par leurs expressions en 21, 2, @3; on en tire 


we =" S4 we — $2%1 + $3, 
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puis 


we = $403 — $90? + $34, = $1 (5,0? — $2%, + $3) — $2 X7 + 832 


= (S$? —- $9) #7 + ($3— $182) + $153. 


Il est a peine utile de dire qu’on pourrait continuer et exprimer de 
la méme facon x7, z',... sous formes de polynomes du second degré 
en x,, polynomes dont les coefficients seraient des polynomes en 
$4, 8S, S3 (1); mats c’est seulement de l’expression de G quesyial 


besoin 1¢c1. On a de méme 


xb = (5? — So) ”3 + ($3 — 51482) %2+ $153, 
wt = (Ss? — $9) 2%} + (53 — $1 $2) H+ $153. 


Si, maintenant, dans les six termes de la somme Y.r' x,, on rem- 
) 2) | 2) 
place respectivement x}, x3, x} par les expressions précédentes, on 


, 
4 


i Z» se met sous la forme 


voit @abord que le terme x 


Lt Ly = (S? — $q)L7 X24 ($3 — $4$2) V1 Lz + $1 $32L2 


et, en faisant la somme des cing expressions analogues, que je laisse 


au lecteur le soin d’écrire, on trouvera 
Sart Go = (S$? — $2) DHF 2+ 2(53— $150) DH, %e+ 25,53 374; 
en utilisant expression trouvée pour Yzvtax,, on obtient 


UH} @_=(S7— $2) ($1 52— 383) + 2(53— $1 $2) S$g+ 257 83 


= 8} S82 — S753— 35153 + 55253. 


Sans que je m’yarréte, il suffira au lecteur de réfléchir un peu sur la 
méthode qu’on vient d’appliquer pour voir que, sil a a calculer une 
expression de la forme Yx%.ch...2c%, il pourra s’arranger toujours, 


en utilisant les identités o(2,) = 0, .c,9(x%,) = 0, ..., pour ramener 


(') D’une facon générale, si Yon divise x" par 9(x), on parvient a une identité de 
la forme 
a" = 9(x) Q(x) +R(z), 


ou R( a) est du second degré en 2: en remplacant dans cette idenlilé 2 par x,, on 


obtient 
x2" =R(2,). 


ONG 
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le caleul de cette expression au calcul d’expressions analogues ot les 
exposants seront tous inférieurs a 2. 

Apres ces exemples, j’arrive a la démonstration du théoreme fonda- 
mental, énoncé au début du présent numéro. 


262. Je Vétablirai d’abord pour des fonctions symétriques parti- 
culiéres, les sommes 2 27, Sx}, ..., Za; des puissances des variables; 
avec les expressions de ces sommes au moyen de s,, Ss), ..., 8, ou de 
Pts Pas «++s Pas il sera aisé dobtenir toutes les fonctions symétriques 


entiéres. Je poseral pour abréger 
SS i a toa 


le probleme consiste a exprimer S, sous forme d'un polynome en 
P1s Pos +--+ Pr qui devienne identique a S, quand on y remplace 
Pet p see pe par leurs expressions-en 2), 23, ¢ <.7 Ln- 

On observera d’abord que le calcul de expression des poly- 
nomes S,, au moyen de py, Po, ---, Pn, Se rameéne au calcul des po- 
lynomes S,, 52, -.-, Sx_1, ot Vindice 7 est inférieur 4 n;, en effet, 
on a identiquement, en désignant par 2, Vune quelconque des 
variables 2,, 22, ..., £, et park un nombre entier quelconque, 


ke ke +k n+k—2 ; he ‘ 
L49( Ly) = HQ + pre 1 peXG TS bt Pn ty = 0: 


en écrivant toutes ces identités pour z= 1, 2,..., 2 eLen les ajoutant 


membre a membre, on trouve évidemment 
Spee? am op Sntk—y P2 Spthk—g beet Pn i O, 
ou, en supposant successivement 4 = 0,1, 2,..., 


(Sn + piSn-1 + p2 Spore on tte NPn =02%, 
| Spat t Pidn = PoSp—4 +--+ Pnd1 = 0, 
Spiea+ PiSntit paSn +...+pyrS.= O, 


De la premiere de ces égalités on Urera 5, au moyen de Sz, 
eee eo ucl- de Day Pons Pn) dela, seconde. on tirera Sys 
exprimé au moyen de S,, Sy4, .-+) 5; eb par suite au moyen de 
Opis pods. --) Diy «os LOut estsévidemment ramené ay calcul de S,, 
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So, ..., Spy. C'est Papplication de la méthode expliquée a la fin du 
précédent numéro, 

Les sommes 5 = 5,495,195, Op ei S obtiennent au moyen de 
Vartifice suivant, qui est di a Newton. 

En désignant par 9/(a) la dérivée (par rapport a x) du polynome 


O( 2) — (a) (@ — a5). (a, ) a pyc. yr, 


O(@) =" (B= 2s )\(G — 75)... (2 = @,) 


+ (@ — 21) (#% — 3)... .(@ — Xn) +... + (@ — 21) (@ — He). ..(@ — Xn) 


Cae cae ena 
L— 2 an 
On a d’ailleurs (n° 54) 
o(x 
(2) Eicay = er-l (a+ py) ar? 
ZL — £1 
+ (B+ Pye pyar 3+..c+ (ai tpiey t+... p-)xerr-t 
oe. OPS py ay? +... + Pr—i; 
: x) aR) (a) 
et des expressions analogues pour Pe, ) ue: Fuss, hee en 
U— Ly L—2: L— wy 


supposant toutes ces expressions écrites et en les ajoutant, on obtiendra 
le polynome en x 


nor! (S,+ np, )ar + (Set pS; + np2)e’ 3+... 


+ (Sp piSparee ee pra Sit npyp)erll +... 


+ Sn-1+ Pi Sp—2+ 32. + Pn—2 Sit NPn—1; 
puis, en égalant les coefficients de ce polynome a ceux du polynome 
O(a) = nah (ni — 1) pe? (7) pppoe prot, 


‘ 


on a, en faisant tout passer dans un membre, 


Si+ P1 =Os 

Se+ piSit+ 2prza=o, 

(3) er Ee Ee yt ae tore 
Sp + piSr-i + pe Sp2 Hee t PraSi t+ rp, =a. 


Sa-1+ PA Sp—3-- P2 Sng eee Pn-291 +(2—1)pn-1= 0. 
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De la premiére de ces formules on tre S,= — p,, résultat que l’on 
connaissait d’avance ; de la seconde et de la troisiéme on tire 


Se=Pi—2po, Ss=— pi+ 3p, pr--3ps, 


I serait aisé de vérifier ces formules en remplacant dans les seconds 
MEMDVES P45 fz, Psy... < par leurs expressions en %,, 72, 2.7.4 ,- Il 
est clair que les formules (1) et (3), auxquelles le nom de Newton est 
attaché, résolvent le probleme pocé! et que Oi, 99) 485 Orga peuvent 
étre mis sous forme de polynomes en py, Po, -+-, Pn, a coefficients 
enuers. 

On remarquera que la premiere des formules (1) (A = 0) suit la 
méme loi que les formules (3); cette loi est changée pour les 
sulyantes. 

En adjoignant aux équations (3) la premiére des équations (1), a 
savoir 


Srn+ Pi Sa-1+ P2 Spa... Pr-1 Sit NPn= 0, 


on obtient, lorsqu’on regarde S,, So, ..., 5, comme des données, un 
systéme de n équauions du premier degré qui peuvent étre résolues 
par rapport a p,, Po, .--, Pr» Cesn derniéres quantités peuvent done 
s’exprimer au moyen de-S,,; 5.2, ..., Sp ("). 

Considérons maintenant les sommes 


au moyen desquelles on peut exprimer tout polynome symétrique en 
1, La, -.-, Lp. On vient de montrer qu'une somme telle que z*, 
dont chaque terme ne contient qu’une variable, peut étre mise sous 
la forme dun polynome en /,, Po, -.+, Pr. Passons aux sommes telles 
que Yxr% x, dont chaque terme contient deux variables : il y a dans 
une telle somme n(—1) termes, si a, 8 sont différents; il y en 


‘ 


n(n—t : j A 
Mee ee si a est égal a fs. 


Dans le premier cas, tous les termes de Yx*%.r$ figurent, chacun 


(') On en conclut, en regardant x,, @, ..., Z, comme les racines d’une équation 
g(a) =0, dont les coefficients seraient p,. Ps, ..-5 Py, que les coefficients d'une 


équation sont déterminés quand on se donne la somme des racines, Ja somme de leurs 
carrés, de leurs cubes, ..., de leurs m**™** puissances. 
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une fois, dans le produit de Yx* par Yv?, produit qui content en 


a+ 


“+? et tous les termes analogues; on en conclul 


outre @ 


( - O Q 
Lary? = Sa5g—Sa+g. 


Dans le second cas, si l’on fait le produit de Yz* par L.rf, ou le 
carré de Sy, on voit que le terme z*z% sera obtenu deux fois et lon 


aura 


On voit de méme que tous les termes de la somme Yx%x8a¥ 
» . (- vy 
figurent dans le produit de Yx*z¥ par Vx}, et que lon a, en sup- 
posant , 9, y différents, 8 différent de «+ y, # différent de B + y, 


se ey AN oY ice 
(Lay xs )Er3; = SgSe8/-— Sy188, 

OG CON yp eee Oaks ce om, SO (G0 Gee gee Oey 
(Sarah) Sak == GANAS aa = pare ICON. Nisei ne 


f- , 
less Oa ‘ C , aa = 
= BX HZ XL; + Sa4ySB— SatB+y + SadpB+y — SatB+ys 


el, par suite, 
: By rape : ‘ : a < 
LX efah x3 = SaSeSy— SgiySa— Sat+y~S¢— SaigSy+ 2Sa+B+y- 


Il est facile de voir les modifications qu’il y a lieu de faire a cette 
formule dans les cas d’exception. En procédant aimsi de proche en 
proche, on apercolt comment tout polynome symétrique €Nn L,,2%2,..-+, 
Ln peut étre mis sous la forme d’un polynome en S,, Sz, 53, ---, et, 


par suite, sous la forme d’un polynome en py, Po, ---, Pr: 


263. Méthode de Waring. — La méthode précédente n’est pas 
toujours la plus commode pour le calcul d'une fonction symétrique. 
Celle que je vais exposer, outre ses avantages pratiques, va mettre 
en éyidence d’importantes propriétés. Elle repose essentiellement 
sur une maniere d’ordonner un polynome a rn variables z,, 2, ..., 
Ln, symétrique ou non. 

Imaginons que les variables 7,, x2, ..., %, soient rangées sur une 
échelle verticale, en descendant : x, est sur l’échelon le plus haut, x, 
sur celui qui est au-dessous, .... De deux variables, celle qui a le 
moindre indice est sur un échelon plus élevé que l'autre; je dirai 
quelle est plus haute que Vautre. 
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Considérons deux monomes 
AE eta eT Batiaes... bn, 


ou A, Bisont des constantes, ot @, Gz, -..; Zn, O15 bo, -+., On sont 
des entiers positifs ou nuls. Je dirai du premier monome qu'il est plus 
haut que le second, si lon a a, > 6,; ou, dans le cas ott l’on auraii 
O,—0,, si l'on a Q)>.65; ou, dans le cas ou lon aurait 4 la ‘fois 
a, = b,, a,= bz, sil’ona a;> 63, etc. En d'autres termes, la pre- 
mere des différences @,;—6,, @.— 06s, --., @n— by qui n'est pas 
nulle indique, par son signe, lequel des deux monomes est plus haut 
que l'autre : c’est le premier, si cette différence est positive; les diffé- 
rences qui suivent n’interviennent pas ('). 

De deux monomes en x7,, %2, ..., %,, qui ne sont pas semblables, 
Pun est nécessairement plus haut que l'autre. Deux monomes sem- 
blables sont regardés comme de la méme hauteur. 

Si lon fait abstraction des coefficients, il n’y a qu’un nombre 
limité de monomes qui soient moins hauts qu’un monome donnée. 

Etant donné un polynome (réduit) en z,, %o, ..., Zp, OM peut en 
ranger les termes de maniére que chaque terme soit plus haut que 
ceux qui le suivent; par exemple les fonctions symétriques élémen- 
ainsi ordonnées, s écrivent, 


PULeS Cele ins go Die, 


H,+ Lot 34-2, 


LZ, Loa+ 1X3 + XH, Hy, F Be %3 + Lo XM, L3 Ly, 
BL LV_H3 + Ly La Ly A L1 L3H, + Lo L3X,,, 


LY, Hyg H3 Ly. 


Si l’on fait le produit de deux polynomes en x,, 22, ..-, Zp ainsi 
ordonnés, le terme le plus haut du produit proviendra évidemment, 
sans réduction, des premiers termes des deux facteurs. Cette obser- 
vation s’étend au produit d'un nombre quelconque de polynomes. 

Considérons, par exemple, l’expression 


Ba aM a, 
PNOSiin Sie eter iar, 


(1) C’est d@aprés une régle toute pareille qu’on reconnait, de deux nombres entiers 
écrits dans le systéeme décimal, lequel est le plus grand. La facon d’ordonner un 
polynome que l’on indigue ici serait identique a celle que Von a indiquée a 
Vexercice 40, si lun conyenait de ranger les variables non dans lordre 2,, 2, ..., 2, 


mnais) dans lordire inverse 7, 021, «22, 2- 
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ot’ A est une constante, ot %,, %, ..., %, sont des nombres enters 
positifs ou nuls, et ot s,, sy, ..., 8, représentent les fonctions symé- 
triques élémentaires de %,, 22, ..., Zn- 
Cherchons quel est, dans ce polynome en 7), 22, .--, Zn, Suppose 
développé et réduit, le terme le plus haut. ; 
Les termes les plus hauts, dans s,, S2, 53, .+-, Sv) sont respective- 
ment 


Ly, Uy~Xg, UL, X2X3, wey My LQVZ +0 Bpny 


Gy hs tn 


Oe HPN : 
US SOML, Cala Sis, ies aS te eS 


Ay, 


7a apts % in gen gpm |, a %n, 


2037, Mqr Lo ES, +25, Dy HS 
Le terme le plus haut dans As*'s%...s% est donc 


A Lea a +kn tet hats On gin, 


Les termes les plus hauts qui proviennent du développement de 
deux monomes en s,, S2, ..-, 5, qui ne sont pas semblables, 
A sis. stm, Asis. 9h 


gS, »Sno5 


ne peuvent étre de la méme hauteur, car les égalités 


y+ tet... +%,= 4, +a,+...tal,, 
4 4 ee Lo / 
ho nn hy = aH... 2), 

= ef 

Le Zn 


entramenbevidemment 4 =). =. 0. On =O One desudenx 
monomes EN $1, $3, .--, Sn, IL y en a un qui est (em $,,59, ..., Sn) de 
degré plus élevé que lautre (a, + 4. +...+ 4, > a +a,t...+4/), 
cest évidemment celui-la qui fournit le terme le plus haut. Conve- 
nons de dire, en général, de deux monomes en s,, sy, ..., Sp; que le 
premier est plus haut que l'autre, si le plus haut terme du développe- 
ment qu’il fournit est plus haut que le plus haut terme du développe- 
ment que fournit le second. Alors, des deux monomes en sy, so, 


oe on 
que Pon vient d’écrire, le premier sera le plus haut si la premiére des 
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différences 
(@,-+ a4 + py) — (a, +a, t + al), 
(Q — + ny) — (Gih aie +a), 
Xn Ch. 


qui ne s’annule pas est positive. 

Ll est clair que tout polynome en s,, sy, ..., S, peut étre ordonné 
de fagon que chacun de ses termes soit plus haut que ceux qui le 
suivent. 

Ceci posé, partons d’un polynome f(2,, £2, ..., Zn), symétrique en 
H,, Hy, ..., Ln, et admettons qu'il existe un polynome F'(s,, so, ..., Sn) 
qui lui devienne identique quand on y remplace s,, sy, ..., 8, par 
leurs expressions en %,, ®2, ..., Z,; OM va voir comment, en suppo- 
sant les deux polynomes f et F ordonnés ainsi qu’on la expliqué, les 
termes successifs de F se déterminent d’une facon nécessaire. Réci- 
proquement, la facon dont seront obtenus ces termes montrera que le 
polynome formé par leur réunion répond a la question. 

Soient, en désignant par A et A’ des constantes, par a, @2, .-., An, 
1, U2, .-+, %, des entiers positifs ou nuls, 

INGE eR 5 RM ESAS So UR 
les termes les plus hauts dans f et dans F, respectivement : dans le 
développement de F, le terme le plus haut proviendra de celui que 
Von vient d’écrire, il sera 


Ai gtr tat thn Det hate Aon ay, 


San 


i] devra étre identique au premier terme de /, c’est-a-dire qu’on 
devra avoir A’= A, puis 


Ay + Bot... t+ An —= Y, 


29 weet ayy — Wp, 
Zn =Any 
P 
Ale par consequent, 
a, = a, — &2, 42 = Az,— 43, a) an—1 = An—1— An, An = An. 


T. —I1, 22 
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Ainsi, le premier terme de F sera 
IS OE 3a 


ws : 7 ’ 
Désignons maintenant par fi (2), 22, ---, Zn) le polynome que l'on 


obtient en remplacant dans la différence 
MCB Be 6.0 05, Cp) —— NE EO 5 oO 


Sis Sages © 2 Spe PAR OURS expressions E0245 05, » -=; Vn, Gey eloppant et 
réduisant; ce polynome, différence de deux polynomes symétriques 
ell 24, £2, >--, Ln, est lui-meme symetrique en 2), 25,2. >) Vay il ne 
contient plus de terme aussi haut qu’en contenait /(2,, 22, ..-, Ln). 
Ce polynome /, doit étre identique au polynome en s,, 52, .-., Sx 


A4—tlg gAg—Asy a 
| Phe Ya Ge UE SS 5 6 ace 


lorsqu’on y remplace s,, sz, ..., Ss, par leurs expressions en 2, 


Dy, +; One sh done on degione par 


by bn 


b 
BIB AASO 33 Mephee 


le plus haut terme de /,, le premier terme de F, (le second terme 
de F) devra étre 


Bishi sis os, eee 


Tous les termes de F se détermineront ainsi individuellement les 
uns aprés les autres: l’opération se terminera sirement, puisque, a 
chaque fois, le plus haut terme est moins haut que dans Vopération 
précédente, et quil n’y a qu’un nombre fini de monomes, moins 
hauts qu’un monome donnée. 

Il est & remarquer que c’est précisément la méthode qui vient d’étre 
exposée, qu’on a appliquée, d’une facon un peu inconsciente, dans 
les exemples simples traités au n° 261. Reprenons le calcul des quan- 
utés Lavi x2, Lx} x; en supposant maintenant qu'il y ait 7 variables. 
Pour f= x7} x2, la méthode de Waring fournit s;~-'s} comme premier 
terme de F; le produit s,s, est d’ailleurs égal 4 Yx? 7+ 324,222; 
dans ce produit, en effet, le terme 7, 27223, par exemple, est obtenu 
trois fois, comme produit de 7,73 par x,, de x, x3 par 22, de x, xy 
par x2;. On a done 


2 £3 Lo = 51452 — 353. 
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Pour f=X27i x3, la méthode de Waring fournit s)s} comme pre- 
mier terme de F; on a d’ailleurs 


Ss 


wre 


= Lee ee + 2B 72 H2%34+ 612% U3 2, 


(dans le carré, le terme 22,2,23;x, est répété trois fois, comme 
double produit de 2,7. par x,2,, de 7,23 par %ox,. de 42x53 par 
a,x,). Tout est ramené au calcul de 2x? x7.73;; la méme méthode 
fournit s{'s$s; comme premier terme du polynome en s,, Sz, .-.., 
qui doit étre identique a 2x7 x.73; le produit s,s3 est @ailleurs égal 
ALL? x2%3+ 422, 22x53x,; ona donc 


Nx? x3 = 83} — 65, — 2(5153— 45,) = 83 — 25,534 28 


She 


Cest au méme résultat que conduit la méthode de Newton, en par- 
tant de Végalité Lx} x5 = $(S5 —S,). 

264. De la méthode de Waring résultent tmmédiatement les pro- 
priétés suivantes, pour l’énoncé et la démonstration desquelles je 
reprends les notations employées dans l’exposition de cette méthode. 

Etant donné un polynome /f, symetrique en 2, ,7%5,.+-,275 1m yao 


qu'un polynome F en sy, 52, ..-, s, qui devienne identique a f quand 
on y Templace s;,, Soy -.-, Sn par leurs expressions en! @,, #35) 4-4 2a- 


En effet, les monomes qui constituent F se déterminent l'un apres 
Vautre, dune facon nécessaire. 

Les coefficients du polynome F s’expriment en fonction linéaire, a 
coefficients entiers, des coefficients du polynome f: cela est clair, en 
effet, pour le premier A; d’ailleurs les coefficients du polynome /f;, 
symétrique en.7v,, %2,..., 2,, auquel on raméne le calcul, s’obuennent 
évidemment en retranchant des coefficients de f les produits par A de 
certains nombres entiers, etc. En particulier, si les coefficients de f 
sont des nombres entiers, i] en sera de méme des coefficients de F. 
Que les coefficients de f s’expriment en fonction linéaire, a coeffi- 
cients entiers, des coefficients de F, c’est ce qui est bien évident. 

Quand on regarde s,, s2, ..., s, comme des variables, le degré de F 
est le degré de son plus haut terme, c’est-a-dire 


(@1— @2) 4+-(@2— 43) +... + An = Ay 


c’est le degré le plus élevé avec lequel figure dans / l'une quelconque 


. 
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des variables x1, Lo, ..., Ly». Ce degré est ce qu’on appelle /’ordre 
de la fonction symétrique (2), £2, .- gn): 

Supposons que celle-ci soit homogeéne et de degré p en x71, Ly, .-., 
Ds Sip $35.1 285 SmSONnt, Cll Lis Gay. -, La, des polynomes homogenes 


des degrés respectifs 1, 2, ..., n. Un terme quelconque 


L ght sha, =: sin 

de F sera un polynome homogéne en 2,, %2,:,.-, Zn de degré 
Ay + 2he+...+nhy,. Dans le développement, les termes qui ne sont 
pas de méme degré ne peuvent se réduire entre eux; pour que le dé- 
veloppement soit homogeéne et de degré p, il faut done que lon ait, 
pour chaque terme, 


ya 2hot... + nNhn= p. 


On appelle pords @un monome en sy, sz, ..., S$, son degré en x, 
Ly, +++) Ly qu'on vient dapprendre a calculer. Tous les termes du 
polynome F(s,, so, ..., s,) qui devient identique a une fonction 
symétrique homogéne f(2,, %2, ..., Z,) quand ony remplace s,, 
Sh: +7 Sp pax leurs-expressions en #,, 22, ...., @,, doivent ¢tre dun 
méme poids égal au degré m de fen 21, 2, ..., Ln- 


265. Vajoute quelques bréves indications sur une autre méthode de calcul 
des fonctions symétriques qui est due a Cauchy et qui mériterait une étude 
plus approfondie. 

Observons d’abord, en conservant toujours les mémes notations, que 


lorsqu’on sait mettre un polynome f symétrique en 2, %2, ..., Zn sous la 
forme 

P aes P, 7-1 fis | 
(1) 0%), 1Un aie cote alae ms 5 


ou Py, Py, ..., Px sont des polynomes en pi, Po, ..-, Pr (et, par conséquent, 
des polynomes en #,, %. . ., py), il est aisé d’avoir son expression au moyen 
de Py, Pr, +++, Pn: si, en effet, dans le polynome précédent, ol je suppose 
que Pj, Po, ---; Pa, qui figurent dans Po, Py, ..., Py, soient remplacés par 
leurs EXPressions ven wv), Wy, ..., Zp, On Eéchange les lettres 2), et zy, zp et 
Lo, +++, Ly et Lp-4, le polynome ne change pas, puisqu’il est identique au 
polynome f, symétrique en 2, #2, ..., 2,3 mais cet échange ne trouble en 
rien Po, Py, ..., Pz qui sont eux—mémes symetriques en 24, %2, ..., Zn; cela 
revient a dire que le polynome en @& 


Pow*+ Pywt-t-+-...+P,—f 
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est identiquement nul quand on y remplace a par a, para, ..., par &p, 
Sate 

ou quil est divisible par o( 7) = (2 — 2%) (2 —2)...(%2 — £,), Ou encore 

que fest le reste de la division par o(x) du polynome Po.x*+ Py vh—-1-+...4+ Py, 

reste dot w disparait nécessairement : en effectuant la division par 


ee Dyer, + Pp 


du polynome Py w*+ P,xv*-1+-....+ Px, ot Po, Pi, ..., Px sont des poly- 
nomes en Py, Po, ..-, Pu, le reste (indépendant de w) fournira Vexpression 
cherchée de f. Si, en particulier, & était inférieur a n, il faudrait, pour que 
le polynome Pyw*+ Pya*-t+...+ Py—f fut divisible par o(a) que ce poly- 
nome en a fit identiquement nul, en sorte que P, serait l’expression cher- 
chée de /. 

Au lieu de faire une division, on peut se servir des identités 


9 | “1)) == _0y, LnO( Lp) = 0, LRG Ly \=@, 


pour faire disparaitre de Vexpression (1) les puissances de x, supérieures 
an —1; les autres disparaissent d’elles-mémes; il ne reste plus qu'un polynome 
en Pj, Po, -+-, Pn, qui est Vexpression cherchée du polynome /. 

{l est dailleurs certain que tout polynome symeétrique en a, @, ..., ®p—1 
peut etre mis sous forme d’un polynome en a, dont les coefficients sont des 
polynomes en py, Po, .--, Pri en effet, Pidentité 


5( 2) 
eidNae ls = (2% — @)(@ — @2)...(%@ — Fpn=1) 
L— Ly 


= 2-1 + (y+ p) v2 + (2+ pr ant po) 3+... 


oA ee \ 
Sei = 4D yy el ah 4 


montre que les fonctions symétriques élémentaires des nm —1 variables 71, 
Hy, .- , yn, sont identiquement égales a 


1 2 b Dwi 
—=(4n+P1),- p+ Pi®n+ Pa, —(EPR+ pPiTi+ Pren+ Ps), «-- 


(a, disparait de ces quantités quand on y remplace py. Po, ..-, Pr par leurs 
expressions en 7, %2, ..-, Ln): tout polynome symétrique en 2, %2, -.-, Ln-1 
pouvant s’exprimer au moyen des fonctions symétriques élémentaires de x, 
Lo, ..», Ln—1, la proposition est évidente. 

Si maintenant on considére un polynome f symétrique en 2, %2, --., La, 
on peut l’ordonner par rapport a x,,; les coefficients sont des fonctions symé- 
triques en 2, 72, -.., %,-,. Admettons qu’on sache résoudre le probléme 
pour les fonctions symétriques de mn —1 variables, c’est-a-dire qu’on sache 
exprimer une telle fonction symétrique au moyen des fonctions symétriques 
élémentaires de ces nm —t variables, on saura, par la méthode méme qu'on 
vient d’expliquer, mettre le polynome /, symétrique en ay, v2, ..., Fn, Sous 
forme d’un polynome en x, dont les coefficients sont des polynomes en py, 
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P2) +++) Pr, puis finalement obtenir Vexpression de f au moyen de /p,, 
Jp adon Nec 

On voit que cette méthode raméne le calcul dune fonction symétrique 
de n variables au calcul dune fonction symétrique de nm—1 variables. Le 
calcul d’une fonction symétrique de deux variables est aisé, il permet d’ob- 
tenir l’expression d’une fonction symétrique de trois, quatre variables, etc. 


266. Puisque Von sait exprimer une fonction symétrique entiere 


des variables 7,, 2, ..., %, au moyen des fonctions symétriques 
élémentaires 54, S2, ..., Sa, on sait, comme il a été dit plus haut, 
calculer ce que devient une fonction symétrique quand on y rem- 
place x1, Zz, .-., Z, par les racines d’une équation dont on con- 
nait les coefficients : on n’a qu’a substituer dans l’expression trouvée 
les valeurs de p,, Po, ..-, Pn ou de 84, Sy, ..., S32 quand on y suppose 
que 21, 2, .-., Zp sont les racines de |’équation, valeurs que four- 


nissent de suite les coefficients de cette équation. 

Toutefois, quand on a a calculer une fonction symétrique des 
racines d'une équation, on ne s’astreint pas, le plus souvent, a cal- 
culer son expression générale au moyen de s,, sz, ..., 8,3 on profite, 
dés qu'on le peut, des simplifications qui peuvent résulter des va- 
leurs numériques des coefficients. I] est clair, en particulier, que les 
formules de Newton, si l’on y regarde py, ps, --., Pr comme rem- 
placés par les coefficients de léquation donnée, fournissent, en 
résolvant par rapport a S,, Sz, 53, ..., la somme des racines, des 
carrés des racines, de leurs cubes, etc., ou, comme on dit, des pucs- 
sances semblables des racines de cette équation. En appliquant, par 
exemple, cette formule ala recherche des puissances semblables de 
léquation binome «”—1= 0, on reconnait de suite que la somme 
des r*™* puissances des racines de cette équation est nulle, sauf dans 
le cas ot ¢ est divisible par n, auquel cas la somme est rn. De méme 
quand on applique la méthode de Waring ou qu’on combine diverses 
méthodes, 11 est commode de donner de suite a s,, 52, -.-, S, OU 
a Pr, P2, +++) Pn leurs valeurs numérigues et de regarder x, La, . 
x, comme les racines de l’équation proposée. 


se 


Au heu de représenter ces racines par £4, £2, ..-, Lp, On peut 
aussi bien, si Pon veut éviter les confusions qui naissent facilement 
de ’emploi des indices, les désigner par des lettres distinctes, telles 
WTO, Cynical Pordre de succession de ces lettres, dans Papplica- 
tion de la méthode de Waring, se substitue a ordre des indices, 
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c’est-a-dire quon regardera, par exemple, chacune des _ lettres 
a, b,c, ..., comme plus haute que celle qui la suit. On simplifie 
autant qu'on le peut la fonction symétrique a calculer en se servant 
des valeurs connues des fonctions symétriques élémentaires de a, b, 
C,..., ou, ce qui est la méme chose, des relations entre les coeffi- 
cients de l’équation donnée et de ses racines, ou en se servant des 
formules de Newton, ou encore en se servant de |’équation proposée, 
que doivent vérifier a, 6, c, ..., de maniére a faire disparaitre les 
termes ot quelque racine figurerait a un degré plus élevé que celui 
de l’équation. On applique ensuite, d’une fagon plus ou moins régu- 
liére, la méthode de Waring, en faisant disparaitre, du polynome 
donné, les termes les plus hauts, et en le réduisant ainsi, petit a 
petit. 


Supposons, par exemple, que l’on veuille calculer 


¥a@3b?= ab2+ ast ab atc3+ 63 c2+ b2¢3, 


en désignant par a, 6, ¢ les racines de léquation 23+ pxr—+q =o. 
On remplacera d’abord a’, 63, c? par —pa—q, — pb—q, —pce—q, et 
lon sera rameneé a calculer 


—X(pa+q)? =—pra?b—2q >a 
On a déja calculé 
Sea, La®=— 2q, 
on a donc 
2a3h?=—3pq~ 4pq = pq. 


Si lon avait, pour la méme équation, a calculer La*6?c, on remarquerait 
dabord que abc =—q se met en facteur dans chaque terme de la somme, 


il reste a calculer 


Sathb = %(— a? p—aq)b=— pXab—2qXab 
: ee OG epg = Ids 
on a finalement 
Barbe = 5 pq. 


Désignons par a, 6, c, d les racines de l’équation du quatriéme degré 


a+ Av+Bao?+Car+D=o0, 
et posons 


a= ab+cd, 8 = ac + bd, y=ad+ be; 
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il est aisé de constater que les trois quantités 
OP Ys BY ye seaB, aby 


sont des fonctions symétriques de a, 6, c, d: on va les exprimer au moyen 
des coefficients A, B, C, D de l’équation du troisiéme degré. On a 


a+8+y7=tab=B, 
By -+ ya + a8 = Larbe, 
Loy bcd Sab e* 


Le calcul de Sa2be (ou de Sx? a7.73) a déja été fait; on a 
1 V2 %3 J 
Sazbc AGW. 


On a dailleurs 


Ya‘ bed = abcd Sa? = D( A?— 2B); 


puis, en appliquant encore la méthode de Waring, 


S a2 b2c2? = (Sabc)?— 2a? bcd 
= (?— 29abcd Sab = C2— 2 BD, 
et finalement 
at+6+y=B, 
By + 4+ a = AG— 4D 
aby = D( A?— 2B) + C?— 9» BD 
= A?D+ C?— {BD. 


En sorte que a, 8, y sont les racines de l’équation 


I 


ss3— Bz2?+ (AC—4D)z+ 4BD— A2D — C2 


Je laisse au lecteur le soin de montrer que, si ’on connait une racine z de 


cette équation, la résolution de l’équation du quatriéme degré se raméne a la 


résolution des équations 
LAG 
x 


ee 


u=— oO, 


He == ai 2) = ©, Lr 


Appliquons la méthode de Cauchy au calcul de la fonction symétrique 
R=(6—c)?(ce—a)?(a—b)? des racines a, b, ede l’équation 73+ px+gq =o. 

Je vais chercher a mettre R sous forme d’un polynome en a@ dont les coeffi- 
cients soient des polynomes en p, g; 6 et ¢ sont les racines de l’équation 


22+ axe 4+ a*+- p = 0. 
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(Se) 
a 
Or 


On a, par suite, 


(6 — c)?= a?— 4(a@ p)=—3a2— fp; 
d’autre part (a —c)(a—b) sobtient en remplacant x pat @ dans 
U2 - AX 4- a+ p; 


ona done 
(a—ec)(a—b)=3a2+p 


et. par suite, 


(a— c)?(a— 6)? = ga‘+ 6 pa?+ p? 


— Qa--pa—g)- 6 pa2=- p 
= SOC — OGG) == JO. 
et, enfin, 


R= (3a?+4p)(3pa?+~9qa—p’) 
= gpat—27qa0°+ 9 p?a*+- 36 pga — { p? 
= gpa(—pa—q)+27q(— pa—q)+o9p?a@+ 36pqga— 4 p 


== 4 P* =279'9"- 


2. — ELIMINATION. 


- 267. Eliminer x entre deux EGUAHONS f(@)=— Of 2 (ir) == 0,67 6st 
trouver la condition nécessaire et suffisante a laquelle doivent satis- 
faire les coefficients de ces deux équations pour qu’elles puissent 
étre vérifiées par une méme valeur de z. : 

Plus généralement éliminer nr inconnues .7,, 22, ..., Z, entre n + 1 
equations! f; — 6, fs==0,)< 22). frqn— 0, C'est wouver la condition 
nécessaire et suffisante a laquelle doivent satisfaire les coefficients de 
ces équations pour qu'il y ait un systéme de valeurs des inconnues 
qui vérifient a la fois les n +-1 équations. 

A ce probléme se relie immédiatement la question suivante : La 
condition pour que les nm +1 équations admettent une solution étant 
vérifiée, trouver cette solution. 

Le probléme général n’offre aucune difficulté lorsque n des n +1 
équations sont du premier degré en 7, ©, ..-, Zn; On résout alors 
ces n équations par rapport aces m inconnues et Von substitue les 
résultats dans la (2 + 1)'*"*®, qui doit étre vérifiée apres la substitu- 


tion. 
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Dans ce qui suit, je me bornerai au cas de deux équations 
f(2) =0, g(x) =0, en supposant que f(x), g(x) soient des poly- 
nomes en &. Il s’agit de trouver la condition pour que les deux équa- 
tions alent une racine commune, et de trouver cette racine com- 
mune. 

Si les deux polynomes /(x), g(z) ont une racine commune a, ces 
deux polynomes ont un diviseur commun £— a; sls ont un divi- 
seur commun, ils ont autant de racines communes que ce diviseur 
admet de racimes. Le probleme posé se ramene done a celut-ci : 
trouver la condition nécessaire et suffisante pour que les deux poly- 
nomes aient un diviseur commun, et trouver ce diviseur commun. 

Le premier de ces problémes a été traité aux n°’ 167...170; ul va 
étre repris par des méthodes indépendantes de celles qu’on a déve- 
loppées alors. 

Quant au second probleme, la théorie du plus grand commun 
diviseur en fournit imimédiatement la solution. Lorsque les deux 
polynomes f(z), g(.7) ont une ou plusieurs racines Communes, on 
trouve cette racine Commune ou ces racines communes en cherchant 
le plus grand commun diviseur des deux polynomes /(x), g(a) et en 
résolvant Péquation obtenue en égalant a o ce plus grand commun 
diviseur. Je rappelle que, lorsque les deux polynomes n’ont qu'une 
racine commune, lorsque leur diviseur commun est du premier 
degré, cette racine commune s’exprime rationnellement au moyen 
des coefficients des deux polynomes (n° 71). Elle est réelle si ces 
coefficients sont réels. 

On a déja fait observer que la solution des deux problémes posés 
était immédiate quand l'un des polynomes est du premier degré : si 
lon a, par exemple, g(x)=ax-+6(aH0), la condition cher- 

bY 


chée CSU) (= ) =o, et. si cette condition est vérifiée, la racine 


\ a 


b 
commune est — st 


Il est encore aisé de résoudre ces deux probleémes quand l’un des 
polynomes est du second degré : Supposons, par exemple, que Von 
ait g(x) =ax?+ bx+c(aH0), on fera la division de f(x) par 
g(z) au sens du n° 51; soient Q(x) le quouent et Ax +B le 
reste, on aura idenliquement en x 


f(@%) = (axv?+ ba+c)Q(x7)+Ax+B; 
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toute valeur de x annulant az?+ bx +c et f(x) annule Az + B; 
supposons d’abord que A ne soit pas nul, la valeur de x qui annule 


B : 
Azx+Bestz =— q; si cette valeur annule ax?+ ba +, c’est- 


a-dire si ona 
aB2?— 6AB+ cCA?2=0, 


elle annulera évidemment f(z). On vient donc d’écrire, dans ce cas, 


la condition nécessaire et suffisante pour que les deux polynomes 


‘ as : : B 
/(x©), g(@) aient une solution commune, et cette solution ¢ = — x 


sexprime rationnellement au moyen des coefficients de f(x) et 
de g(z). 

Si lon a A =o, ilfaut évidemment, pour que les deux polynomes 
/(“), g(#) aent une solution commune, que lon ait, en outre, 
B =o; dans ce cas, f(z) est divisible par az?+ bx +c; les deux 
polynomes f(z), ¢(#) onten commun les deux racines de |’équa- 
tion az?+ bx +c=o. Les conditions A=o,B=o sont les con- 
ditions nécessaires et suffisantes pour que les deux équations 
f(x) = 0, g(#) = 0 alent deux racines communes. 


Supposons, par exemple, 
J(@y=e+pr+g, g(r)=f(#) =327+p; 


le reste de Ja division de 73+ pa +q par 3x2?+ p sobtient en remplacant x? 
ip oh || iv plac 
ee 2px ae ant 
par — P, il est — oa + q. Sip nest pas nul, la condition pour que f(a) 
d 


et f(x) aient une solution commune est 


27 q? ; 
_ cA = ou Np og -— O, 
We 


Pas 


9 


; OU. eee : 4 
la racine commune est ¢ = —£- Si lon a p = 0, il faut, pour lexistence d’une 
#2 


racine commune, que q soit nul; les deux éyuations ont alors la racine com- 
mune (double) z =o. 


Cette méthode s’applique sans difficulté a deux équations du se- 
cond degré; toutefois, Vartifice suivant permet d’obtenir plus rapi- 
dement le résultat. Sorent 


(axv*+ba+c=o, 


(1) 


l@do+ba+c=o, 
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les deux équations données; supposons qu’elles aient une solution 
commune et désignons-la par x; les deux égalités précédentes seront 
alors des identités; on peut aussi bien les regarder comme des équa- 
tions du premier degré a deux inconnues, qui s’appelleraient x? et x, 
et dont les valeurs, en supposant ab! — a'b 4 0, ne peuvent étre que 


3 be b%e Ca — Ca 
Vig) aT. iS SS, 8 
ao ab" GHD = GED 


réciproquement, ces valeurs mises ala place de x? et de x vérifient les 
équations précédentes; si les deux ee en x2 ont une solution 


CU C1 , Se CK 
commune, celle- cl ne peul étre que AE et son carre doit elre 
Oe — C0. 
; . bec — be wh: , 
égal a a Bie abe d ailleurs, | Oona 
(= ca'—- ca’ bc’ — b'c 
—a’ 3) = Gab” 


les deux équations en x sont vérifiées quand on remplace x par 
Ca Cla A j St 

—,——, et x* par le carré de cette quantité : elles admettent une 
THD 2 GED 


solution commune. 


Lorsque ab'—a'b est différent de o, la condition 


(2) (ca'— c'a)?— (ab'— a'b)(bce'— b'c) =0 


est la condition nécessaire et suffisante pour que les deux équa- 
o f / 
Ca—CE 


trons atent une racine commune, qut est alors —_——_- 
CRO! = HD 


Examinons maintenant le cas ot ab'—a'b est nul, et supposons 
@abord que a, a’ soient diflérents de 0, en sorte que les équauions (1) 
soient effectivement du second degré. Les deux équations (1) consi- 
dérées comme des équations du premier degré a deux inconnues x? 
et 2 ne peuvent avoir de solution que si l’on a a’c — ac' = 0, égalité 
qui, jointe aux conditions «b'—ab=o0, ao, ao, entraine 
bc'— b'c =o: les deux équations en x ont alors leurs coefficients 
proportionnels; leurs deux racines sont les mémes. 

Si on a ab'’— a b=0 et a=o, il faut que lon ail soil 6'==.0, 
soit a’=o. Dans le premier cas, la premiére équation ne pourrait 
étre vérifiée que si on avait c= 0; elle serait alors une identité, et 
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Yon pourrait dire encore que les deux équations ont leurs racines 
communes. Si l’on a a la fois a = 0, a'= 0, les deux équations pro- 
posées se réduisent au premier degré et n’ont pas, @ proprement 
parler, de racine commune, sauf dans le cas ot lon aurait 


bc'— b'c =o. 


Observons que, st l'on a ab'— ba'= 0, la condition (2) entraine 


ca'— c'a=o0. Les deux conditions 


ab'— ba'=o0, ac'—ca'=0 


entrainent soit 6c’ — b’ce = 


6, soit. @=.6, a’ =o. Oni conclut de 1a 
que la condition (2) est la condition nécessaire et suffisante pour que 
les deux équations (1) alent une ou deux racines communes ou pour 
que l'on ait a=o0, a/=o0. Si lon convient de dire qu'une équation 
du second degré a une racine infinie quand le coefficient de z?, dans 
cette équation, devient nul, on peut dire que Ja condition (2) est la 
condition nécessaire et suffisante pour que les équations (1) alent au 
moins une racine commune, ou pour qu’elles aient l’une et Pautre une 
racine infinie. 

La condition pour que deux équations du second degré aient une 


racine commune peut se mettre aussi sous la forme 
(2ac'+ 2a'c — bb’)? (b?— 4ac)(b6%— fa'c') =o. 


Le premier membre de cette égalité est en effet idenugque au pre- 
mier membre de l’égalité (2), au facteur 4 pres. 


268. Transformation des équations. Cas simples. — Les cas 
simples du probléme de l’élimination que l’on vient de traiter sul- 
fisent a résoudre quelques problémes faciles relaufs a la ¢ransfor- 
mation des équations. 

Une équation de degré n 


(1) i 2) yo On OR Oy — O 


étant donnée, on demande de former une équation de méme degré 
dont les racines soient celles de l’équation (1) augmentées, diminuées 
dun méme nombre, multipliées, divisées par un méme nombre, ou 
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encore dont les racines soient les inverses, ou les carrés, des racines 
de l’équation (1). 

Supposons qu’on yeuille, par exemple, trouver une équation dont 
les racines sorent les racines de |’équation f(x) = 0, diminuées de h. 
En désignant par x une racine de l’équation f(x) =o et par y la 
racine correspondante de l’équation cherchée, on devra avoir 


fe yet 


par conséquent, y devra vérifier Péquation f(y + h)=0; récipro- 
quement, si y vérifie cette équation, 1] est clair que x = y + h devra 
vérifier |’équation proposée. 

Les racines de l’équation (en y), f(y +h)=0, obtenue en élimi- 
nant x entre les deux équations 


VEZ) Or Gea a We 


seront donc les racines de l’équation f(7) =o, diminuées du 
nombre h. 

Au surplus, le résultat se vérifie iummédiatement sur la formule de 
décomposition en facteurs. Si l’on désigne par #1, ®2, .--, Ly les 
racines de l’équation (1), on a identiquement en x 


Fie.) =o (G— 7) (es 
et, par suite, 1identiquement en ), 
Si y th) =anl(yth—am)(ytrh—a)...(yth—-a@y); 


on voit que les racines de léquation f(y +h)=o sont x,—h, 
Ly—h, ..., Ly»—h; cette facon de raisonner montre clairement, en 
paruculier, qu’a une racine multiple de l’équation f(z) =o corres- 
pond une racine multiple, du méme ordre de multiplicité, de l’équa- 
tion f(y +h)=o. 

On voit de méme que les racines de l’équation t(%) = 0 obtenues 

Me @ / 

en éliminant x entre les équations f(z) = 0, y= ke sont les racines 
de Péquation /(2) =o, multipliées par le facteur k; 


a ; 3 1 \ eit F 
Que l’équation ACE ) =o, obtenue en éliminant z entre les équa- 
/ 


: “7 I . . . 
tions fi CZ) = 0, & Spee admet comme racines les inyerses des racines 


de Péquation /(7) =o. 
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Il est clair que, dans ces divers cas, si l'on sait résoudre |’équation 
en v, on sait, par cela méme, résoudre Péquation en x, et réciproque- 
ment. I peut se faire que lune des deux équations soit plus simple 
que l’autre. 

Au leu d’employer une nouvelle lettre (77) pour désigner la nou- 
velle inconnue, on conserve souvent la méme lettre 2; ainsi on dira 
que les racines de Véquation /(.2 + h) = o (la transformée en x + h) 
sont les racines de [’équation /(x7)=o diminuées de h; que les 
racines de Péquation f 7) TO) (la transformée en x) sont les ra- 
cines de Péquation f(z) =o multipliées par £; que les racines de 
ae : By A / a F Le. : 

Péquation f( - )=0 (la transformée en ) sont les inverses des ra- 
a of fe & 


cines de équation /(x2) =o. 

La premiere transformation, le changement de # en x + h, permet, 
en choisissant A convenablement, de faire disparaitre le terme en 
x-'; on aen effet 


Iv 
Q( e+ Aye ay(e@ sh)? y= aye (Bayh a) ort. 5 
1 


: A a , : P 7 
il suffira de prendre h = — ae : la résolution de ?équation propo- 
nay 


sée, du degré n, est ramenée 4 la résolution d’une équation analogue, 
mais ou. manque le terme de degré n —1. 
S’il s’agit par exemple de ’équation du troisiéme degré 


axve+ ba?*+catd=o; 


on voit que son premier membre devient, en remplacant 2% par 


b 
L— x) 


Si done on pose 


3ac — b? 97 a2d — gabe + 263 


| hae aie Le : 


Die 
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la résolution de Péquation proposée est ramenée a la résolution de 
Véquation 

02 PL 1 Ga—" 0. 


Lorsqu’on aura résolu cette derniére équation, il suffira d’ajouter 


b . : i a te 
— ,— a chacune de ses racines pour avoir les racines de l’équation 


Ia 
proposée. 
a8 ve : : 3 
Le changement de z en - remplace l’équation (1), aprés avoir mul- 
ay 


tiplié par A”, par Péquation 
Ayer + a kar 4 ak? xr 2+...4 ank"=0; 


il est utilisé, lorsque ’équation proposée a ses coefficients enters, 
pour la remplacer par une équation ayant aussi ses coefficients en- 
liers, mais oti le coefficient de x” est Vunité; on y parvient toujours 
en prenant k = ay, puisque, alors, tous les coefficients sont divisibles 
par do. 

La transformée en — x dune équation, qui s’obtient en changeant 
az en — x dans son premier membre, ou, ce qui revient au méme, 
en changeant le signe, soit de tous les coefficients de tous les termes 
de degré impair, soit de tous les coefficients des termes de degré 
pair (y compris le terme constant), a pour racines les racines de 
l'équation proposée changées de signe. L’équation x? + px —q =o 
est la transformée en — x de l’équation 23+ px +q =o. 

Pour que les deux équations f(.c) = 0, /(— x) = 0, dont chacune 
est la transformée en — x de l’autre, aient les mémes racines, il faut 
qu’a chaque racine de Péquation /(x) =o corresponde une racine 
symétrique (de méme ordre de multiplicité) de la méme équation. 
Une racine nulle est a elle-méme sa propre symétrique; écartons le 
cas ot. ’équation f(z) =o aurait de telles racines, c’est-a-dire le cas 
ott le terme constant est nul; les racines de l’équation f(z) devront 
pouvoir se ranger par couples tels que 7, et — x,, ©, et — 2p, ...; 
elle devra, par conséquent, étre de degré pair. En appliquant la 
formule de décomposition en facteurs, on voit que l’on aura identi- 
quement 


SJ (@) = a(x? — 23) (x? — 73) (x?— 73 ).... 
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Le second membre, développé, ne contiendra évidemment que des 
termes de degré pair. Réciproquement, si le premier terme d’une 
équation ne content que des termes de degré pair, cette équation est 
évidemment identique a sa transformée en — wv. 

La résolution d’une pareille équation se raméne immédiatement a 
la résolution d'une équation de degré moitié moindre, qu’on obtient 
en y remplacant 2? par y; puis, quand ona résolu cette équation par 
rapport ay, a lextraction de 7 racines carrées. 

C’est la méthode classique pour la résolution de l’équation bicarrée. 


269. Si, dans l’équation (1) du numéro précédent, on remplace x 


1 , ee i : . 
par => et quon muluplie par 2”, on obtient ’équation 
Ay Ll +- An H+ An." +... taA=OdO, 


les coefficients y sont rangés dans l’ordre inverse. Cette transformée 


1 : ry sca bie ; 
en =) dont le premier membre, par définition, n’est autre que 


wf (z)s 


donne l’occasion de faire quelques remarques importantes. 

Tout d’abord, en partant dune équation admettant pour racines 
les inverses des racines de l’équation (1), on supposait implicitement 
que l’équation (1) n’avait pas de racines nulles, c’est-a-dire que a, 
n’élait pas nul; c’est sous cette condition que |’équation aux inverses 
est effectivement du ni” degré : s'il arrivait que, dans l’équation (1), 
ies cermiers coeticients 0,11, Ani pse, «s+, 2p, Lussent nuls, agp 
étant d’ailleurs différent de o, l’équation f(x) =o aurait une racine 


2 3 Ay : Ala é ’ 
multiple nulle d’ordre p; Véquation x” f (=) =o serait’ dé degre 
2 


n— p; ses n — p racines seraient les inverses des n — p racines non 
nulles de l’équation (1). 

On démontre que, lorsque, dans l’équation (1), les p derniers coef- 
ficients (mais non @,_p) sont tres voisins de 0, Véquation (1) a p ra- 
cines trés voisines de o : si l’on se donne un nombre positif quel- 
conque ¢, on peut fixer un nombre positif % assez petit pour que 
p vacines soient assurément plus petites que s, pourvu que les 


N 
ee 


T. —Il. 
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An--p+1 &n—p+2 An 
sa a a a ead 


valeurs absolues des rapports rey solent moindres 


que » (‘). 


Sil en est ainsi, les p premiers coefficients de l’équation aux 


An—p an--p An—p 


inverses (mais non le p'*™*) sont trés petits, el cette équation a p ra- 
cines trés grandes en valeur absolue, puisqu’elles sont les inverses de 
p nombres tres voisins de o. 

De méme, si les p premiers coefficients de ’équation (1) [ mais non 
le (p +1)*™*] sont trés voisins de o, les p derniers coefficients de 
l’équation aux inverses seront trés voisins de 0; cette derniére équa- 
lion a p racines voisines de o, l’équation (1) a p racines tres grandes 
en valeur absolue. 

De la, la facon de parler suivante : 

Lorsque les coefficients d’une équation qui est, en général, du 
degré n sont variables et que les p premiers coefficients s’annulent 
[mais non le (p+1)*™*], on dit que cette équation admet alors 
p vacines infinies, de méme que lon dit qu’elle a p racines nulles si 
les p derniers coefficients s’annulent. 

Lorsque, dans deux polynomes en x, on regarde les coefficients 
comme variables et que, dans les deux polynomes, les p premiers 
coefficients sont nuls, sans que le (p +1)" soit nul dans les deux 
polynomes, on dit que les deux équations obtenues en égalant a o les 
deux polynomes ont p racines communes infinies. 

Cette facon de parler a déja été employée pour les équations du 
second degré; elle est cohérente avec celle qu’on a employée au n° 83 
quand on parlait des déviseurs communs a deux polynomes. 

Considérons un polynome du n*™* degré homogéne en z, y, ou, 
comme on dit souvent, une forme binazre du degré n, 


TEV) BE DPN Y Og Yt ay; 


ce polynome peut s’écrire sous la forme 


2 a\h go\n-1 
y*|a(=) 1 @ a tere elles at an]: 


(1) Je laisse de coté la démonstration de cet important théoréme, que je n’invoque 
ici que pour justifier une facon de parler. Il est le point de départ de la définition 
des n racines d’une équation du n= degré, considérées comme fonctions (impli- 
cites) des coefficients de cette équation. On a admis, en général, au n° 219, Vexis- 
tence des fonctions implicites. 
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Si a n’est pas nul, et si Pon désigne par z,, Yo, ..., Xn les racines 


du polynome a) 2" + a, x""!+-...+ ay, on aura identiquement en x 


Ayu" + A, 221 4... 4 An = Ay) (LX — &,) (v2 —4o)... (4 — Zn), 


. Mg . . 
et, par suile, en remplacant x par aD et en multipliant les deux 


membres par y”, on aura identiquement en x, v 
I 4, Y) = Ao (@— By) (2— ay)... (@— ny). 
Si Von avait 
a= 0, a; = 0, Gao¢ aAp-1 = 0, Ap# 0, 


le polynome f(x, y) pourrait s’écrire 


. xa\n-p we = pt 
Ly; ap = a ears || Se Tie tolelsta COyp ills 
: Uf Ae 


s 


en désignant par 2,, L2, ..-, La_p les n—p racines du polynome 
Ap Xx" P + Api, 2" P'+...+ dy, on aurait identiquement en x 


QP Op PA At On Ap 2 £1) (LC — Wo inne (0 — Bye Ps 


. av . . 
el, par suite, en remplacant x par — et en muluplant par y”, on 
aA 


aurait idenliquement en x2, v 


FB, IV) = Ap yP(L— BY) (X— iy)... (L— En_py). 


Ainsi, un polynome homogéne du ni’? degré peut toujours étre 
décomposé en n facteurs du premier degré en 2, y. Parmi ces 
facteurs, il y en a autant qui ne contiennent pas 2 qu'il y a de coeffi- 
cients nuls au commencement du polynome, ou de racines infinies 
dans l’équation (du n'*™* degré en général) que l’on obtient en éga- 
lant le polynome a 0, apres y ayoir remplacé y par 1; les racines de 
cette derniére équation sont les valeurs de 7 pour lesquelles s’an- 
nulent les facteurs qui contiennent x. Si les g derniers coefficients 
du polynome étaient nuls, on pourrait de méme mettre en facteur x4 


dans ce polynome, comme on met y? en facteur lorsque les p pre- 
miers coefficients sont nuls. 
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Il est A peine utile de faire remarquer que, dans le cas général, les 
Kes 
Me 
; y 5 ‘ 
les inverses des valeurs de “= qui annulent le méme polynome ('). 
a j 


valeurs de — telles que le polynome homogéne f(z, 7’) soit nul sont 


270. Revenons, en supposant maintenant dp et a, différents de o, 
aux deux équations 


Fle) = Qe aya" =. a, = 0, 


I 
orf (=) = An xv? + Aner I+, .-+a=0, 


dont chacune a pour racines les inverses des racines de Vautre, et 
cherchons sous quelles conditions ces deux équations sont les 
mémes, sous quelles conditions la premiére, si elle admet une ra- 


. . . I . 
cine #, admet aussi pour racine le nombre Bo les deux racines ayant 


le méme ordre de multiplicité. Il faut, pour cela, que l’on ait 


ao ay as An—2 An-1 an 
—_— = = = ? 


Chyp Cie ip d Ay ay a 


ces égalités de rapport étant entendues en ce sens que si, dans un 
rapport, le dénominateur est nul, le numérateur doit aussi étre nul. 


(‘) Il est souvent commode d’associer a un polynome en z, du degré n, 
HM CB)) CIDE ECA TEL ASS a 


le polynome homogene en x, v 
a 
WH 97) yee SS |) Chee po GY tno nh GE 
xy t . nd 


que j’appellerai, pour abréger, le polynome f(x) rendu homogéne. On passe du 
polynome f(z, y) au polynome f(z) en y remplacant y par 1. Aussi regarde-t-on 
souvent la lettre vy comme une variable fictive qui, une fois les calculs effectués, 
doit étre remplacée par 1. A ce point de vue, f/, y» les deux dérivées partielles du 
premier ordre du polynome f(z, y), désignent deux polynomes en a, dont le pre- 
mier est identique a la dérivée f'(x) de f(z) et qui sont liés a f(x) par Viden- 
tile 
DIG 5) = BLE I Ie 

(n° 49), ou 


nf(x)=afi+ fy. 


EQUATIONS ALGEBRIQUES. 357 


L’égalité des rapports extrémes montre qu’on doit avoir 


par conséquent Gy = 35 An} dans le premier cas, lous les rapports 
sont égaux a r, les coefficients 4 égale distance des extrémes sont 
égaux; dans le second cas, tous les rapports sont égaux A —1, les 
coefficients a égale distance des extrémes sont symétriques et le terme 
du milieu, sil y en a un, est nul. Inversement, si l'un ou l’autre de 
ces systemes de conditions est vérifié, il est clair que l’équation pro- 
posée et la transformée en sont identiques. 

Les équations pour lesquelles il en est ainsi sont dites réciproques. 
Elles apparuennent a deux types distincts, faciles 4 reconnaitre. En 
désignant par f(z) le premier membre d’une équation réciproque, 
on a identiquement, pour le premier type, 


H(a)= an f(z), 


et, pour le second type, 
[ SN 
xv) =—-ax" f(—).- 
f(x) f(5) 
En faisant, dans cette derniére identité,  =1, on trouve 


fa) Sie 


ce qui entraine f(1) = 0. Les équations réciproques du second type 
admettent la racine 2 =1. En faisant 2 = —1 dans l’identité 


aff Al 
f(a) = 2" f(=), 
on trouve 


S(—1) = (— 1)" f(— 0), 


égalité qui est vérifiée d’elle-méme si nm est pair, qui entraine 
J(—1) =0 si n est impair : les équations réciproques du premier 
type admettent la racine 2 =—1, quand elles sont de degré impair. 
Si, d’une équation réciproque, on supprime toutes les racines 1 ou — 1 
qu'elle peut avoir, en divisant par des puissances convenables de 7 — 1 
et de +1, Véquation reste évidemment réciproque : a chaque 
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j ; ; ; ‘ : I 
racine x de cette equation correspond toujours une racine inverse 2 


qui, alors, est différente de 2, puisque, ’équation n’admettant plus 
de racine égale 4 1 ou 4 —1, on ne peut avoir a? = 1. Or, il résulte 
des remarques précédentes qu’une équation réciproque qui n’admet 
ni la racine 1, ni la racine —1, appartient nécessairement au premier 
type, celui ot les coefficients a égale distance des extrémes sont égaux, 
et qu'elle est nécessairement de degré pair. C’est la, évidemment, les 
seules équations réciproques qu’il y ait lieu de considérer. On verra 
un peu plus loin comment leur résolution se raméne a la résolution 


@une équation de degré moitié moindre et d’équations du second 
degré, 


271. Les transformations élémentaires dont il a été question jJus- 
qu’ici sont évidemment comprises dans la suivante : 
Soit 


f(@2) = anv *+a,xr1+...4+a,=0 


Péquation proposée; on demande de former une équation en z dont 
chaque racine soit liée a une racine de ’équation (1) par Pune ou 
autre des relations équivalentes 


en sorle que, si l’on désigne par %,, £2, ..-, Zn les racines de la pro- 


posée, les racines 5,, 22, ..., 3, de la transformée s’obtiendront en 


—Var+y A 
remplacant, @ par £,, 4%, «2, £n dans ie ae de méme, les 
t WAAL ees Ae 
racines de la proposée s’obtiendraient en remplacant z par Z,, 32, ..-; 


aS 4 : 
S, dans =———,- On suppose que les constantes a, 8, 2, 8! satis- 
Bz 4 8 EAS) 3 

iy 


ve 
5 : Bare K : ibs Gi! 
fassent a la condition 28/—a'3 40, afin que la fraction ——; 


fa+e 
dépende effectivement de z. L’équation transformée s’obtient évidem- 

as 4 Oo 
menten remplacant dE (ORNE <a 
‘ 


Bz+ 8 


dans l’équation proposée; lorsqu’on 
a chassé le dénominateur, on peut l’écrire 
ge eee ee a’ \ 
C2 Geek ) 


= A) (45+ 4')”+ ay(az+a')"-1(8 2+ B') +... 4+ an(B 34 B')"=0 
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On peut dire encore que le premier membre de cette équation 
s’obtient en remplacant a par a3-+2', vy par 8s-+ 8! dans le poly- 
nome /(.7,v) quit se déduit du polynome f(z) en le rendant homo- 
gene. 

Tl n’est pas inutile de vérifier ce résultat sur la décomposition en 
facteurs, comme on l’a fait pour la transformée en x + h. 


Lridentité env 
f(x) = A (% — 41) (t — #2)... (2 — an) 


Bi he ON 


montre, en remplacant x par say eten chassant les dénomina- 


GC 
a 


teurs, que l’on a identiquement en 


Ay (45+ a )"+ a,(az+4')®-1( 62+ 8’) +... 


= ao[( 2 — Ba, )s+0'— Br, ][(2 — Bay)z 4+ 2'— B'x,)]..., 


et cette identité montre bien que les racines de l’équation en 3 sont 

Sep eee <5) aay 
aoe Bae 
Pay Bar2—4 


> +++; a une racine multiple de /équation en x 
correspond une racine multiple de l’équation en s, du méme ordre de 
Fn Go Ua : f 3 aa 2 F 
multplicité. Si Véquation en x admettail p fois la racine =, Véquation 
r 


en 3 aurait p racines infinies : inversement, si le degré de I’équation 


ay 


r 2 : , x & 
en zest nm — p, c’est que l’équation en x admet p racines égales a ;- 


~~) 
i 


Supposons, par exemple, que l’équation proposée soit réciproque et qu'on 
I— 2x 


vy fasse la transformation z = ; si, dans cette derniére expression, on 
: Lok 


i ; ; ‘ 
change w en —» 3 se change en —g. Si, dans léquation en z, on change 3 
Ss g 


en — z, on devra retrouver une équation qui ait les mémes racines. Le lecteur 
reconnaitra sans peine que l’équation en z a autant de racines nulles que 
Véquation proposée a de racines égales a t, autant de racines infinies que 
léquation proposée a de racines égales a —1, qu’elle est de degré pair et ne 
contient plus que des termes de degré pair, quand on a supprimé les racines 
nulles. Sa résolution se raméne alors a la résolution d’une équation de degré 
moitié moindre et a des extractions de racines carrées; quand on la résolue, 
les valeurs correspondantes de x sont données par la formule 
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272. Toute une branche importante de l’Algébre se rattache a la transfor— 
mation précédente. Considérons les deux polynomes du numéro précédent : 


Sf (@) = Qa" + a,x" '+...4+ an, 
& (5) = ay (as-+ a’)? + ay(az + a’)P—-1(8z + B') +...+ an(B s+ 6’) 


= bys" 4+ b,5%1+...+ dp, 
ou plutdt les deux formes binaires (a deux variables ) 


S(O, Y) Haye? + aya y+...+ any”, 
&(4,t)=a(azsta'tyr+ay(azg+a'tj?1(Bs+ Bt) +... 


= by arb, 2"-1t-+...+ byt", 


obtenues en rendant homogeénes les polynomes f(z) et g(z) et dont la seconde 


se déduit de la premiére en y remplacant respectivement @, y par az+da’?, 


Bz+ 8’. Les formes f(x, 7), g( 3, 4) sont décomposables en facteurs linéaires 


Dae sstae re 
en 2, y et en 3, ¢. Les valeurs des rapports — et 7 gu annulent les facteurs 
d Je L 


correspondants sont liges comme il a été expliqué dans le numéro précédent. 
Tout polynome o( a, a1, ...,@,) homogéne en a, a, ..., & tel que la 
relation 


© (005 Oe). ce On) SEB 1B) PIO .Gy, Bey ene, Br), 


ou p désigne un entier positif, devienne une identité en a@, a, ..., An, %, B, 


a’, B’ quand on y remplace les coefficients by, &;, ..., 6, de la forme g(z, t) 


par leurs expressions en @, @, ..., @n, %, B, a, B’ s’appelle un cnvariant de 
la forme f(z, vy) [ou du polynome f(z)]. 

Je me borne a signaler les expressions suivantes des coefficients by, 01,..., On. 
que le lecteur établira sans peine: on a 


Y= I (ay Bs "bh =a fy + B' fy, Bon 


: If rl 
bo 


Dans la seconde formule, fz, fg désignent ce que deviennent les dérivées 
fa, fy de la forme f(x, y) quand on y remplace x, y par a, 6. Dans l’expres- 
sion de 6,, le second membre est une puissance symbolique; aprés avoir 

5 1 A iéme gl Rr yet . Bee i PAs Lae 
effectué la puissance pi de a’ fi + 8 Fe: on doit remplacer (fo) (73)? 
par DiGgae en entendant par cette derniére expression ce que devient, quand 

4 
on y remplace a et y par « et 8, la dérivée pi'™* de f(x, y) prise k fois par 
rapport a x et p—f fois par rapport a y (n° 48). 
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Si, par exemple, on suppose (1) 


S(@, YY) = ae? + 2a, 27 + ay, 
&(4, U) = Ay (45 +-4't)2+ 2a,(43+ a't)(Bs+ Bt) + by (Bs+ B'e)2, 
= by) 32? + 26,3t + bg t?, 


on aura 
by = Aya? +2a,%8 = A, B2, 
by = ay x4! + ay (a8! + a B) + a9 88", 


by = aoa’? + 2.a,4'8'+ a, 8"; 


si on regarde 6), 6, 6) comme définis par ces formules, on a identiquement, 
CNN), G1, O27 2, 0,10 (Bi) 


by 6, — b? = (4 8’ — a’ B)? (ap az — a? ). 


Cette identité, aisée a vérifier, sera établie, sous une forme plus générale, 
au n° 293: a a — aj est un invariant de la forme ayv? + 2a,ry + any?. 
La notion dinvariant se généralise de diverses facons. 


rare e Supposons qu’on veuille trouver une équation ayant pour ra- 
cines les carrés des racines de l’équation 


(1) Hrr+a,e21+,...1+-a,=0. 


Si y, est une racine de léquation cherchée, il doit y avoir une ra- 
iz 


cine x, de léquation proposée, telle que lon ait y, = x?; il suit de 


la que les deux équations en x 
Wf (Z)\—=.05 G2 = HOSE 


doivent avoir une racine commune (4 = 2); réciproquement, si ces 
deux derniéres équations ont une racine commune 2, y; est certai- 
nement le carré dune racine de I’équation cherchée; d’ot la conclu- 
sion suivante : 

On obtient Péquation en y, dont les racines sont les carrés des 
racines de l’équation f(xv) = 0, en éliminant x entre les deux équa- 


tions 
f(w)=0, yaa, 


(') Conformément a lVhabitude, j’ai écrit 2a,, 26, a la place de a,, 6,3 relative- 
ment a cette notation, voir ’Exercice 23. 
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L’élimination se fera comme ila été expliqué plus haut. On cher- 
chera le reste de la division de f(z) par 2? — y; pour cela on rempla- 
cera dans f(x), x? par y. Réunissons dans f(x) les termes de degré 
pair, dont je représenterai la somme par )(.2?), et les termes de degré 
impair, dont je représenterai la somme par v9(7?), en sorte quon 
ait idenuquement /(#) = «9(x?) + 4(x?); le reste cherché sera 
xo(y)+U(y). Le résultat de Pélimination s’obtient en rempla- 

¥(y) 
O 


\ Ms © +r 2 ie. , 
cant 2 par — +<~ dans l’équation y = x?; Véquation cherchée est 


2(y) 


1 — [v(y)]? ==00% 


si y est une racine de cette équation, la racine de l’équation en x 
¥(y) 
o(y ) 


a la fois ¥(yv) et o(y), cette valeur est une racine double (au moins) 


dont elle est le carré est — S’il y a une valeur de y qui annule 


de l’équation en y; pour une telle valeur de y les deux équations 
(en x) f(x)=0, x? =y ont deux racines communes, évidemment 
symétriques, 
ve 

Le premier membre (changé de signe) de l’équation en eul 

i 8 ) | P 

évidemment s’obtenir en multipliant Sle) = £0( 2?) + (a?) par 
J(— 2) =— #o(a?) + U(2?), et en remplacant dans le résultat-73 
par y. Je laisse au lecteur le soin de retrouver ce résultat, en partant 
de l'expression de f(z) décomposée en facteurs du premier degré 


274. Elimination par les fonctions symétriques. — Soit mainte- 
nant a éliminer x entre les deux équations f(z) = 0, g(x)=0, en 
supposant 

VEC 2) = BE Pte sl ae 
@) AGP) = FOE = OO Soo ot Ohya 


designons pari, Voi0.+) Tr les vacinessde f(a) spar vino ein 
les racines de g(x). Dire que les deux polynomes f et g doivent 
avoir une racine commune, c’est dire que un des nombres /(),), 
F(W2)s «+09 F'n), Ow le produit f(s) f(¥2)..-f(yn), doit étre nul; 
c’est dire aussi que lun des nombres ¢(2,), (hz) ee (Sr powle 
produit ¢(7,) g(@2)...9(%m), doit étre nul; la condition nécessaire 


et suffisante pour que les deux polynomes f(z), g(a) aient une 
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racine commune s’exprime donc par l'une ou lautre des égalités 


SV )I (2) «Lf (¥n) = 9, 


(Ge WER) 00 AB) Or 


I] est aisé de vérifier que ces deux égalités sont équivalentes : si, en 
effet, dans Pidenuté (en x) 


HEE) SS (CS C2 4) oe (G2 sa) 


on remplace successivement & par 71, V2, ---, Vn et qu’on multiplie 
tous les résultats, on voit que le produit f(y) f(y2).-./ (yn) est le 
produit de toutes les mn différences que l’on peut obtenir en retran- 
chant d’une quelconque des n quantités 71, %2, -.., V2 Lune quel- 
conque des m quantités 2, 22, ..., Lm} On représente ce produit 
par le symbole 


[| o-2 (FST Dy Hide 8 HPS TH Dy Seay 1): 


Il est clair que le produit g(2,) g(22)...g(@m) est égal au produit 
des mémes différences toutes changées de signe. 
Remarquons que les égalités 


(2) SF (92). Lyn) = |] ou 2) = (1) 8 (21) 8 (22). (em) 


deviendraient des identités en 71, 22, ~.., Lmy V1y 25 ++-9 Yn Si Von 
regardait ces lettres comme des variables, les quantités — py, P2, 
— Pr>-+-,(—1)”pm comme les fonctions symétriques élémentaires 
de 2, %,.-+, Lm CL — Yi, Jay — Jay +++) (— 1)" Gn comme les fonc- 
tions symétriques élémentaires de V1, V2, +++) Yn: 

Le produit f(y) f(y2).--f(yn) est une fonction symétrique en 
Vit V2y +++) Yn qui, si on la développe, a évidemment pour coeffi- 
cients des polynomes en pj, P2, ---, Pm du degré n (au plus) et dont 
quelques-uns sont certainement de degré 1; ces coefficients multi- 
plient des polynomes symétriques en Vy, ¥2,-+-) Ym, lesquels s’ex- 
priment en fonction entiére de q,, q2, +++) nj le produit considéré 
s’exprime donc comme un polynome en fy, Pay +++) Pmy Jty F250 Tn: 
je désignerai ce polynome par &. 
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Rest de degré nen py, Pz, ..-, Pm; si pour le calculer on s’était 
adressé a l’expression (—1)”" 9(2,) g(.tz2)..-2(@m), ON aurait vu 
tout aussi bien qu’il est de degré m en q,, gz, --+) Yn ('): 

En égalant & a0, on a la condition nécessaire et suffisante que 
doivent vérifier les coefficients des polynomes f et g pour que ces 
deux polynomes aient une racine commune; l’équation A = 0 est le 
résultat de I’élimination de z entre les deux équations 


f(w)=0, g(x) =0. 


Tout polynome ® en py, Pa, ---+ Pmy Jt) J2s +++ Yn Gul jouit de la propriété 
de s’annuler pour toutes les valeurs de p;, ..., Gn, telles que les deux poly- 
nomes f(z), g(x) aient une racine commune, est divisible par &. Le poly- 
nome ®, en effet, si Yon y regarde — p;, Po, — Ps, +++, — V1, F721 — Yo + 


oy) 
comme les fonctions symétriques élémentaires des variables 2, ere 
dune part, 71, -.-, %p de lVautre, devient un polynome par rapport a ces va- 


riables qui doit, par hypothése, s’annuler toutes les fois qu'une des premiéres 
variables devient égale 4 Pune des secondes; il est done divisible (n° 58) par 
O(y;—a;) et l’on a une identité en 2, ..., 7p de la forme 


GD NC a) Aen on onan) s 


l(yv;—2;) est comme ® une fonction symétrique en 2,,..., @» d'une part, 
en V1, V2, -++; Vp de l'autre; il en est de méme de ®, qui est le quotient de ® 
par Il; ®; peut done s’exprimer comme ® et II en fonction de py, ..-, Pm- 
Viren a alecalitesprecedentesctaltsunenidentiveme nt nwtenny.7 mellemestic 
une identité en pj, ..-, Yn, pulsqu une fonction symétrique entiére @un certain 
nombre de variables ne peut s’exprimer que d’une seule fagon au moyen des 
fonctions symétriques élémentaires de ces variables; ® redevient alors le po- 
lynome donné, II se change en &, la proposition est démontrée. Il en résulte, 
en particulier, que, si ® est du degré n en py, po, ---, Pm, du degré m en gy, 
Ja, +++) Jn, est identique au produit de RK par un facteur numérique. 
Restons encore au point de vue ott l’on regarde — py, ..., —-gi, .-. comme 
les fonctions symétriques élémentaires des variables 71, ..., Zp et V1, «+5 Vny 
en sorle que les égalités (2) soient des identités par rapport a ces variables. 
Dawereesudentités, remplacons -0745,5/6-5. aan 45 ss Ve DOk Aas Ao es 
V1, 425-04) AVn; le produit I(y;—2;) sera multiplié par \””; il devra en 
étre de méme de KR: dailleurs py, po, ---, Pms Zt) J2) +++) Yn Sont remplacés 
par Api, A2pa, .--, A” pm, Ai, A2Ga,---, A*>Gn; um terme quelconque de KR, 


&%, p% 8. G8 6 
A p% p%... p%mqiiges... gen, 


1 é > . Sj TO] c] » Pay or 

(1) La inéme conclusion se voit aussi sur l’expression f(7,) f(%2)--- f(Y,) con- 
sidérée comme une fonction symétrique de y,, %, +--+) ¥%m_: elle est évidemment 
dordre m. 
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est multiplié par une puissance de ), dont l’exposant est 


dy + 29+... May + B) +28. +...+ 8p; 


pour que la somme de tous les termes soit, quel que soit A, égale a4 Am”, il 
faut évidemment que l’on ait 


G+ 2% +...+ ma, +B, +20.+...4- 26, = mn. 


Le premier membre de cette égalité est ce qu’on appelle le potds du terme 
considéreé; ainsi, dans A, tous les termes sont de méme poids, égal a mn; 
eest le degre de I( 7; — 7;) quand on regarde %;, 22, ..., @ yy 914 V25 200) Vi 
comme des variables. 


Exemple. — Le résultat de l’élimination de & entre les équations 


GE? Se Die 7] Oy, (pa a = (0) 


oly 


est, en désignant par 1, v2 les deux racines de la seconde équation, 


CV PIS GOR ge Pe sq) 
= (91 H2 2+ PV AVERY E)EUSE FIDE PPA 2 PIM HY2) + G3 


on a dailleurs 


Via J2— ©, In =F; Vi 


RL 
SS 
wis 
| 
wN 
eo| 
S 
= 
SS 
me 
] 
.) 


el, par suite, 


3 3 3 
i i 2, P t Ese 
Ey) De is 27 


En supposant qu’on ait 4p? + 27g? =0, les deux équations ont comme so- 
lution commune 
39 


2) 


ze — 


Les conditions nécessaires et suffisantes pour que les deux poly- 
nomes f(x) et g(#)aient au moins deux racines communes, s’obtien- 
dront en adjoignant a la condition & = o, la condition exprumant que 
la somme des produits n—1 a n—1 des n quanutés /(1), 
Fly2), +++) f(¥n) est nulle : cette condition est nécessaire, car, sil y 
a deux des racines de g(a) qui annulent /(z), tous les termes de 
celte somme sont nuls; jointe a R = 0, cette condition est suffisante ; 
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en effet, & cause de R=o, il faut que lun des nombres f/(y1), 
Sly%2), «+> f(vn) soit nul; si le dernier, par exemple, est nul, tous les 
termes de la somme, sauf f(y,), f(v2), ---> f(Wn_1), sont nuls; pour 
que la somme soit nulle, il faut done que Pun des nombres 97,, yo, --, 
¥n-1 annule f(z). Sil’on voulait que les deux polynomes f(x), g(x) 
eussent trois racines communes, il faudrait, en outre, que la somme 
de tous les produits n — 2 an — 2 des n nombres f()1), f(2), «++ 
It (yn) fussent nuls, etc. Il est a peine utile de dire que la somme des 
produits n—1tan—1 ou n—2 a n—2, ..., sont des fonctions 
symétriques de yy, V2, ---) Yn et s expriment au moyen de gy, Ja, -++) Yn- 

J’ai supposé, dans ce qui précede, que les coefficients des plus 
hautes puissances de w dans fet dans g étaient égaux a Punité. Con- 


sidérons, au lieu des deux polynomes / et g, les deux polynomes 


BG) Sao a GE et On, 


G(a2) = bya == b,0"-1 SSO ec ar Dir 


dont je désignerai encore les racines respectives par 21, Ly, ..., Lm et 


WP J) 209% ape Posons 


a a2 Am 
Hien) = a) e859) SS SS) 
P ao P a Ma: ao 
by by On 
11> J2 a 5) n= 37? 
LE ri Eke LFA; Te 


eee ey ee 


il est clair que Pégalité R =o est encore la condition nécessaire et 
suffisante pour que les deux polynomes F et G aient une racine 
commune. 

En remplagant respectivement dans &, qui est un polynome en py, 
P2) +++) Pm du degré n, un polynome en qi, go, ..-, Jn du degré m, 
les variables par EER ef Ia ay rasy Pn 

ay ao ao lon, toy by 


expression rationnelle en @, @,, ..., @m et 0,, b,, 63, ..., bn, homo- 


> on obtient une 


géne par rapport aux variables du premier groupe et aux variables du 

second groupe; un monome en P,, Pz, .--, Pm Gui, par rapport a ces 

variables, est du degré n, est remplacé par un monome en @, Ga, «.. 
7 


Gy, divisé par a); de méme, un monome en qj, ga, ---, Jr Gui, par 
rapport a ces variables, est du degré m est remplacé par un monome 
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en 04, 03, <.:, On divisé par bf’; 11 résulte dela que R= Aa* b” est 
un polynome homogéne en dy, Q, .... @m du degré n par rapport a 
ces variables. un polynome homogéne en by, b,, ..., b, du degré m 
par rapport a ces variables. Il y a dans R des termes qui ne 
contiennent pas effecuvement ay, d’autres qui ne contiennent pas 
effectivement by. 

Eeepolynome Ree nis. is <-> Ams Oys Oy «632 O,ndehnl par les 
égalités 


R= Ray by = by F(y1) F(ya) Fl yn) = (— 1m" af G (a1) G(&2) ... G(@m), 
ot u est bien entendu que, dans le troisieme membre, les fonctions 


symétriques de yy, V2, --., Yn doivent étre remplacées par leurs expres- 
sions au moyen de 


et que, dans le quatrieme membre, les fonctions symétriques de 2%,, 


Ly, »++,£m doivent étre remplacées par leurs expressions au moyen de 
ee ay 1 ep _ am 
Lhe tO aa ? Pra = nee 


est ce qu'on appelle le résu/tant des deux polynomes F etG. 

Légalité R= o est la relation qui doit exister entre les coefficients 
des polynomes F et G pour que ces polynomes alent une racine com- 
mune lorsqu’on suppose ao, by différents de o. 

Lorsque a est nul sans que by le soit, il est clair que la valeur de R 
est donnée par lexpression 

PP aa eh a ya Ne 

ot F, désigne maintenant le polynome 


Fy = 4, x2"14 ay UO" -2 +... Ay, 


et ot, dans le second membre, les fonctions symétriques de y,, 
Viy +++) Yn doivent toujours étre remplacées par leurs expressions 
CNG) .99, 4 Gn; OF, J expression 


Ry = 601 Fi (91) Fi( ya) 0 Bi( yn) 
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n’estautre chose, d’aprés la théorie générale, que le résultant des deux 
polynomes I, (x) et G(e) sc est un polynome en @,, a2, .--, am, bo; 
Di, ony Ons Lorsquiom ylattage— on aeserreduitealOp Hi. la condi- 
tion R,y=o0, en supposant que by) ne soit pas nul, est la condition 
nécessaire et suffisante pour que F, et G aient une racine commune. 
D’ot la conclusion suivante : 


La condition R=o est une condition nécessaire pour que les 
deux équations F = 0, G=o alent une racine commune; si Rest 
nul, on peut affirmer ou que ces deux équations ont une racine 
commune, ou que Vonad la fois ay=0, by) =0: dans ce dernier 
cas, en employant la terminologie expliquée au n° 239, on peut 
dire que les deux €quations ont une racine commune, finte ou 
infinite. 


De ce que tout polynome du degré men py, pe, «--, Pm, du degré m 
en gi, +++, Yn) qui s annule lorsque les deux équations f(x) =0, g(x#) =0 ont 
une racine commune, ne peut différer de SL que par un facteur numérique, il 
suil immédiatement que tout polynome homogéne en ay, Q, ..., @n et du 
degré m par rapport a ces variables, homogéne en by, by, ..., bn et du 
degré m par rapport a ces variables, qui s’annule lorsque F(#) et G(a) ont 
une racine commune, ne peut différer de R que par un facteur numérique. Tels 
sont, par exemple, les déterminants de Sylvester et de Bézout, que l’on a 
appris a former aux n°* 167, 168, 169 et dont la nullité exprime que les deux 


polynomes F(a) et G(a@) ont un diviseur commun. 


275. On désigne sous le nom de discriminant du polynome 
FE) GO ON Orn = A) —— (= La oe ey) 


le résultant, divisé par a), de ce polynome et de sa dérivée; en vertu 


des identités 


J (a1) = (a — %2) (%1— 43)... (ay — Lm), 


on reconmaitede suite que le produit. (a, "(as ) aes an) et 
a (1 — 1) 
2 We 


égala(—1) * aj’A, en désignant par A le produit des carrés des 


différences des racines de Péquation f(z) =o. Le résultant R des 
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deux polynomes fet f’ défini comme plus haut est, d’ailleurs, 


R= (1mm a! f(a) f(a) «ff (@m) 


mi (ma — 1) 
= (—1) 2 THEA IN 


= (may) f( v1) f (2) see Fm yg 


en désignant par 71, 2, +++» Y%m_1 les racines de la dérivée /’(z). 
Ces formules peuvent servir a calculer A; si, par exemple, on 
Suppose 
J(@) = 2+ 34,2? 4+ 3a.¢ + ay, 
on aura 
Sf (@) = 3(ao x? + 2a,2 + ay), 


et on doit, en désignant par y,, V2, les racines de ce dernier poly- 


nome, calculer f(y.) f(yv2) : ona, d’ailleurs, 


ay vi+ 3a,;2274+ 3,07 + 43 


5 ay Ay dy — A} Ay) a3— A, Ay 
= (Apu? + 24,02 + ay) (xe+ + 2 e+ 


\ a a) ay 


et, par suite, 


b 


ay ay ao a 


: Gy A, — a} ANG — On a a,— a? Qy a3 — Ay ay 
fir fr)=( vA t )(: Yat ) 


ey Cea As _ , (Ma = 47 ) (M43 — a, Qa.) 2a a (A) @3 — A, Ay)? 


ae Ay alee a a+ 
__ (Ao 3 — A4 Aa)? — 4( A) a,— A} ) (4, a3— G3 
= ; é 
a9 
b] \ { 
d’ou, enfin ('), 
A= XY, 9 4 7 2 v3 
=— Bees Gsen) — 4(@) d2,— 47 ) (a, a, — a} )). 


Cette quanuté A est intéressante; tout d’abord, la condition A =o 


(‘) On voit, sur cet exemple, que R contient @, en facteur. Il en est ainsi en 
général, et le discriminant de f(z) est un polynome en a,, @, ..., @,,. Désignons en 
effet par f), ft les dérivées partielles, ou l'on a fait ¢=1, du polynome f(z, ¢) 
déduit de f(z) en le rendant homogeéne. L’identité m f(x) = x fet fi permet de 
montrer que R est égal au résultant des deux polynomes (ena) fy et fj, multiplié 
Paras 2a 


Tae 24 
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est, en général, la condition nécessaire et suffisante pour que |’équa- 
tion f(z) =o ait une racine multiple. Dans le cas d'une équation 
du troisieme degré, il suffit de se reporter aux expressions du pre- 
mier degré en yy, ¥2, que l’on a substituées a f(y,), /(yv2), pour 
reconnaitre que la racine double, si A est nul, ne peut étre que 


Ay A3 — a, ae 
2(@} — Gy a2) 


Je laisse au lecteur le soin de reconnaitre que si l’on avait a la 
fois A=0, dya,— aj =o, l’équation proposée aurait une racine 
triple. 

Dans ce méme cas d’une équation du troisiéme degré, si l’on suppose 
que les coefficients @, @,, @2, a3 sont réels, la condition A> o est la 
condition nécessaire et suffisante pour que l’équation proposée ait ses 
trois racines réelles. En effet, st tout d’abord les racines 2, 22, 2X3 
sont réelles, il est clair que A est positif; la condition A>o est 
nécessaire. Si les racines ne sont pas toutes réelles, il y en a une 
réelle et deux imaginaires, puisqu ‘il y a toujours un nombre pair de ra- 
cines imaginaires quand les coefficients sont réels (n° 114). Soient x, 
la racine réelle, vy et x; les racines imaginaires, forcément conju- 
guées: les différences x,— x2, x; — £3 sont imaginaires conjuguées ; 
leur produit, égal au carré de leur valeur absolue, est positif; il en 
est de méme de (2; — 2)? (,— 3); d’ailleurs x, — x3 est pure- 
ment imaginaire; son carré est négatif, A est donc négatif. Si A est 
positif, il ne peut y avoir de racines imaginaires ; la condition 4 > o 
est donc suffisante. 


276. Transformation des équations. — Etant données une équa- 
tion du degré n 


S (2) = avr+ ayer '+,.,..+a4,=0 


et une fraction rationnelle te) 
) 


Bray eect erA Se 
ay dont je supposerai qu'elle est irré- 


ductible et que son déterminant 4(z) est premier a f(a), on propose 
de former une équation dont les racines soient les quantités 
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4 : o( 7) 
que lon obtent en remplacant, dans - 
: (xr) 


Fee Pan less racimes wy, 
oes, eo pae Lequation / (2) = 0. 
On a traité, aux n®* 268, . 


.-, 271, quelques cas particuliers de ce 
probléme général. 


L’équation cherchée est, en désignant l’inconnue par y, 


Jy - 2] | _ e(ar)). O(%n)] _ 
7 vend? ¥@) Cie? 


ou, en multipliant par 4(2,) Y(v2)...4(2%,), qui n’est pas nul, 


[Y(a1) yy — 9(mi)] LY (%2)y — 9(%2)]- LY (an) y — $(@n)] = 0. 


Le premier membre est manifestement une fonction symétrique 
CMUICLE Obra ona tr, © esti done un polynome FC yjedu 


degré n, dont les coefficients peuvent s’exprimer en fonction entiére 
a, as Gites ; Pa epee oS : 

ee as 1 | ony se reporte a la théorie de l’élimination, on 
ay ao ao 4 

voit que l’équation F(y) =o mest autre chose que le résultat de 


Pélimination de x entre les deux équalions 
S(@)=0, ¥(x)y—9(2) =0; 


c'est ce qu'il était aisé de prévoir d’apres la définition méme de léli- 
mination ; si, en effet, on désigne par y, une racine de |’équation 
9 (2) 
p(a) 
de Véquation f(x)=o0, en sorte que cette derniére équation et 
Péquation U(x) 7, 


cherchée, y, doit étre la valeur que prend pour une des racines 7, 


(x) =o doivent avoir la racine commune 2, ; 
en d’autres termes, y, doit étre une des racines de |’équauion 
(en vy) obtenue en éliminant x entre les deux équations f(x) =0, 
4(x)y — (xv) =o. Inversement, si y, est une racine de I’équation 
en y obtenue par l’élimination qu’on vient de dire, les deux équa- 
tions en x, f(x) = 0, U(x) ¥; — 9(.c) =o ont une racine commune; 


si ’on désigne cette racine commune par 7,, on voit que vy, doit étre 


, . ’ - o(@) AF ve . 
égal ala valeur que prend lexpression + quand on y remplace x 
us ¥ (x) 
par xy. 

Toutefois, ce dernier raisonnement ne montre pas comment se 
correspondent les racines multiples des deux équations /(2) =o 
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‘ 


Ch l(y-)==0 «cette Boas ieee va résulter clairement du premier 


point de yue auquel on s’est placé. 


QO psa ae wee ee O(2;) 
Si | ou pose, en général, Vie= — v Up) 


NOP =? ieee, IY) el sestac lain 


que l’équation F()) =o aura exactement autant de racines égales 


ie Ia 


ayer quil y aura de racines de Péquation f(z) =o donnant a 


Y 


méme valeur que 24} Si, parm : EACIMCS Dp aehan shy on ae ily 
x) ‘ . / 
ena p qui fassent acquérir a Ao la valeur yx, Véquation F(y) =o 


admettra v, pour racine p'?"*; ve conclusion s’applique, d’ailleurs, 
Pe ae font ies Pen erro spare 
que les racines £,, %2, ..., , qui font acquérir la valeur yx os 
soient égales ou inégales ('). 
Bornons-nous, désormais, au cas ot les racines 2%, 2, ..., 2% de 
équation proposée sont inégales. Si p de ces racines font acquérir 
pe cet eee Salése sol pp dence es font ac 
0 ( 


ie 


a Ta valeur Yr, les denx équations en x, 


f( 2) = 9; Vk Vz) — O(a), 


ont p racines communes, le plus grand commun diviseur des deux 
premiers membres est du degré p, et, si lon a pu calculer y,, on 
obuendra les p racines communes en é€galant a o le plus grand 
commun diyiseur et en résolvant Péquation ainsi obtenue. 

Si, en paruculier, il n’y a quwune seule racine x; de Véqua- 


o(x) 


lion f(x) =o qui fasse acquérir a a la valeur y,;, le plus grand 


commun diviseur sera du premier degré, ses coefficients s’exprime- 
ront rauonnellement au moyen des coefficients des deux équa- 


lions (n° 72); il en sera de méme de x,;, qui sera, par conséquent, de 


Soe) ieien: ae r vate : 
la forme ooo désignant par ®(y), W(y) deux polynomes dont 


(1) Dans le cas étudié plus haut, ot lon avait 


(2) _ ae+h Be 
V(x) aa ar (ede 
Y nantes 


a'B £0), 


, (x) 


deux valeurs inégalcs de @ ne pouvaient faire acquérir a TR) la méme yaleur, il 
YA 


n’en est plus de méme, lorsque Pun des deux polynomes 9 et bY est d’un degré 


supérieur a1. 
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les coefficients seront composés rationnellement au moyen des coeffi- 
cients de f(x), de U(x) et de oa). 

Pour obtenir ces polynomes ®( 9’) et W(y), on effectue les opéra- 
tions du plus grand commun diviseur sur les deux polynomes en 7, 
J (xz) et yb(x)— (x), en laissant y indéterminé, et l’on s’arréte 
quand on est parvenu aun reste du premier degré en x; ce reste est 
précisément ®(y)x2 —W( 7); il n’y a pas a craindre qu'il s’annule 
idenuquement pour y= yx, c’est-a-dire que ®(y) et W(y) soient 
divistbles par y — 4x, puisque, sil en était ainsi, les deux équations 
auralent au moins deux racines communes. 

Supposons qu’on ait résolu l’équation F(y) = 0; quel parti peut-on 
en lirer pour la résolution de I’équation f(z)—=o, dont je continue 
a supposer que toutes les racines sont simples? 

A une racine simple yy de Péquation F(y) = 0, correspond une 
seule racine x, de Véquation f(x)=0, qui sera précisément 
i — Si toutes les racines de l’équation F(v) = o sont simples, 
on obtiendra toutes les racines de |’équation f(x) = o en remplagant, 


dans — y par les racines 71, V2, --+, Yn de Péquation F(y) =o. 
A une racine p"?'®, y;, de Véquation F(y) = 0 correspondent p ra- 
cines de l’équation f(z) = 0, que |’on obtient par la résolution d’une 
équation du degré p. Si l’on avait p=n, ensorte que f(y) fut la 
puissance nr" de vy — y,, le plus grand commun diviseur entre f(x) 
et yxu(x) — 9(x) serait f(x); la résolution de l’équation F(v) = 0 
n’avancerait en rien la résolution de l’équation f(z) =o. 


Etant donnée l’équation en x, f(x) = 0, de degré n, former l’équa- 
o(zx) 
‘ 


quand on 
v(@) I 


tion en y dont les racines sont les valeurs que prend 
r ; ; 
y remplace x par les racines de f(z); c’est ce qu’on appelle faire, sur 
; : es . : : (a 
Véquation f(#) =o, la transformation rationnelle y= ret On 
suppose 4(xv) premier a f(z). 


Cette transformation peut é:re remplacée par une transformation entiére 
¥ = 8x), o g(x) est un polynome de degré inférieur an; on va montrer, 
en elfet, quil existe un tel polynome g(a) qui, lorsqu’on y remplace a par 
9 (2) 
¥(a) 

Les polynomes ¥(z) et f(x) étant premiers entre eux, on peut (n° 82) dé- 
terminer deux polynomes A, B, tels que l’on ait identiquement AY + Bf=1; 


les racines 21, 22, ..., Z» de f(x), prend les mémes valeurs que 
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on aura, d’ailleurs, 


dot il résulte que, pour les valeurs de w qui annulent f(a), ona 


o( x) 


LNG 
V(x) 


Si maintenant on désigne par g(x) le reste de la division de Ag par f, il 
est clair que le polynome g(a), de degré inférieur au degré de f(x), prendra 
les mémes valeurs que Ag pour les valeurs de x qui annulent /; la transfor- 
(2) 


Vw) 


mation vy = g(x) est équivalente a la transformation yv = , elle conduira 
a la méme équation en y. 

L’équation /(7) =o étant donnée, il peut y avoir intérét a faire sur elle la 
transformation générale vy = g(a), ol g(x) est un polynome de degré n —1 
a coefficients indéterminés, 


[3 (GP) COO Se CC Se 9 oy Cpt 


et a déterminer, s'il est possible, les coefficients de facon a obtenir une équa- 
tion en y plus simple que l’équation donnée en a. Si lon peut résoudre la 
transformée en y, F(y) = 0, 0n a yu plus haut comment cette résolution sert 
ala résolution de l’équation proposée. Si, en particulier, /équation F(y) =o 
n’a que des racines simples, chaque racine de l’équation f(z) peut s’obtenir 


; Ag ; ' on eR KEY D) 
en substituant une racine de léquation en y dans une certaine fraction vy) 


rationnelle en y, fraction que l’on peut, diailleurs, ainsi qu’on yient de 
l’expliquer, remplacer aussi par un polynome G(y), de degré inférieur an. 
Les coefficients de 


By) =[y — & (2 ly —&(42)]-- Ly — € (2) 


sont des polynomes homogénes en %, %, ..-, %n—-1; ON voit de suite que le 
coefficient de y?-* est un polynome du degré k en %, a, ..., %n-1, dont les 
coefficients sont des fonctions symétriques entiéres en 2, @,, ..., Zp et s’ex- 
primeat ainsi en fonction des coefficients de f(z). 

Si. en particulier, on veut faire disparaitre le terme en y”~! et le terme 
en y”—2, on obtiendra entre %), %1, ..., %,—; deux équations qui seront l’une 
du premier degré, l'autre du second; on pourra donc, par des opérations élé- 
mentaires, trouver des valeurs de a, #1, -.., %,—1 qui répondent a la question : 
en général, n — 2 de ces coefficients resteront arbitraires. 

Le lecteur peut, par exemple, appliquer cette méthode en supposant f(a) 
du troisiéme degré; la transformation y =x? + ax”%+ 6, en choisissant con- 
venablement & et %, conduira a une équation de la forme y3+A=o0; la 
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résolution de l’équation f(a = 0) est alors ramenée a la résolution de l’équa- 
tion v3 + A =o (‘). 


277. Le probleme que l’on a traité dans le numéro précédent peut étre géné- 
ralisé. 
Considérons une fonction rationnelle 


Si, Sa, +e, Zp) 


V( 31, Z2, .-+, Sp) 


dont les deux termes sont des polynomes en 31, 32, ..., 3p) et supposons que 
le dénominateur ne s’annule pas quand on y remplace z,, 32, ..., 3p par p 
des racines 2, %9, ..., X, de l’équation donnée f(x) = 0, rangées d’une facon 
quelconque. On peut se proposer de former une équation en y dont les racines 
soient les valeurs que prend la fraction précédente quand on y remplace 4, 
Z2, -.., Zp, par p des racines de l’équation f(x) =o. 

Supposons qu’on ait formé les n(m—1r1)...(m—p-—+1) arrangements des 
Mg 


* : A ? . fn “ 
nN vacines 1, %,..-, Lp, p a p, et qu’on remplace dans la fraction J 


les va- 
riables z,, 32, ..-, Zp respectivement par les nombres qui figurent dans ces 
n(m—t)...(u1—p +1)arrangements; on obtiendrait ainsiles 2(m—1)...(~— p+) 
racines de l’équation en y. Le premier membre de cette équation est donc le 
produit de facteurs binomes de la forme 


(He, , Las +++) %a,)¥ —P(@a,, Tey 00% Lay), 


ou e,, La, +++, Ye,, forment un arrangement p a p des n racines x, 
Lx, -.+; Ln (7); Vensemble de tous ces facteurs, et leur produit, ne changent 
pas quand on effectue une permutation quelconque sur les racines, puisqu’une 
telle permutation ne modifie pas l'ensemble des arrangements p a p. Le pro- 
duit de ces facteurs sera donc un polynome en y, du degré 


n(n—1)...(m—p+1), 


dont les coefficients sont des polynomes symétriques en 2, %2,..., Lp et 
s’exprimeront donc rationnellement au moyen des coefficients de f(z). 

I] peut arriver, soit en vertu d’une certaine symétrie des fonctions 9, v par 
rapport a quelques-unes des variables z;, 32, ..., 3p, soit en vertu des valeurs 
spéciales des racines de f(z), que le premier membre de l’équation en y soit 


(1) L’élimination de x entre les deux équations f(z) =0, a7+axr+ 8 —y=0 se 
fait simplement par la méthode du n° 267; on pourra se borner au cas ot f(x) est 
de la forme 2°+ px+q. 

(7) On peut, si on le préfére, dire que les indices «,, a, ..., z, forment un arran- 
gement p ap des n numéros 1, 2, ..., 2. 
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une puissance r™* exacte, parce que les n(n —1)...(m—p-+1) arrange- 
ments se partagent en groupes de r termes, chaque arrangement dun méme 


: A ; . © 1 ; 
groupe fournissant la méme valeur de Ja fraction rationnelle “-- L étude des 
u 


cas ou cette circonstance se produit et du parti qu’on peut en tirer pour la 
résolution de l’équation f(a) =o constitue un des Chapitres les plus impor- 
tants dela théorie de la résolution algébrique des équations, theorie qui est 
en dehors du cadre de ce Livre. 

Supposons que la fraction rationnelle se réduise a un polynome a deux va- 
riables 9(2;, 32); léquation en y sera, en général, du degré n(n—rt). Si le 
polynome (4, Z2) est symétrique en z4, 3, 2 chaque racine 9(@q,, %q,) Cor- 
respondra une racine égale o(2y,, #x,), et lon voit de suite que le premier 


membre de l’équation en y est la racine carrée d’un polynome de degré 


n(m—1l).. Sha ger ee 
— 3 il est aisé d’obtenir directement ce polynome. 
2 
> ; et afONE : 72 ( (ee) 
Pour cela on n’aura qu’a faire le produit des ————— facteurs de la forme 
; : n(n—t) 
V¥ — O(La,, La,) gue Von obtient en remplacant xg,, %q, par les ————— com- 
t : ¢ 2 5 


binaisons deux a deux des nm quantités 2%, 2%, ..., @,; l'ensemble de ces 


n(n—1) Evaphe: ie fag : 
—— combinaisons n’étant pas altéré par une permutation quelconque 


2 
effectuée sur les 7 lettres 21, 22, ..., @,, le produit ne sera pas non plus altéré 
: ,n(n—t) 
par une telle permutation : ce sera un polynome en y, du degré ——_— , 
ss 2 


dont les coefficients, fonctions symétriques de 2, @2, ..., Zn, s’exprimeront 
: ; : n(n —1) 
rationnellement au moyen des coefficients de f (xv). Le produit des ————- 


facteurs de la forme y — 9(%g,, %%,) sera le premier membre de |’équation 
cherchée. 

Celle-ci sera particuliérement aisée a former quand l’équation proposée 
J (x) =o est du troisiéme degré; la fonction 9(2,, 2), symétrique en x, 22, 
peut, en effet, s'exprimer au moyen des coefficients du polynome du second 
filZe» 


degré ———— 
= @L— #3 


et, par suite, s’exprimer en fonction entiére de #3. En d’autres 


termes, il y a un polynome en a, 9(z) tel que Von ait 
(X11, 2) = (23), 
l'équation cherchée sera 
[Ly —9(a1)] ly — 9(22)] Ly — 9(23)] = 0; 
en d’autres termes, la transformation considérée reviendra a faire la transfor- 


mation vy = 0(z). 
Par exemple, les équations qui ont pour racines les sommes ou les produits 
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de deux racines de l’équation x3 4+- px +q =o s’obtiennent en remplacant 
A 


dans cette équation CLEA | OREN) 8) = ZO Nia) OST hat SI lormons pour cette méme équa- 
y 


tion, dont je désignerai par a, b, ¢ les racines, l’équation qui a pour racines 
les quantités (b — c)?, (e — a)?, (a —b)?. Ona 


2abe 
(6—c)?= 62+ c2?—2abc=a2+ 624 C2— a? 
a 
2g a+ 2ap—2q  3q-—ap 


=— 2p — a+ = 
P a a a 


Cette expression suppose a différent de o. On obtiendra des expressions 
analogues pour (¢ —a)?, (a—b)*, en supposant qu’aucune des racines ne 
soit nulle, c’est-a-dire que g soit différent de 0; l’équation cherchée eny a 


=> 


. 3q—px ; 

pour racines les valeurs que prend —*—*— quand on y' remplace @ par a, 
a 

6, c; on Vobtient en faisant sur l’équation 73+ pa + gq =o la transformation 


Spee 
y= a DME sie elle est 
ue 


UO 3q 
35/9) 
Ce)? S ap 


qd =) 


ou, en divisant par g, chassant les dénominateurs et ordonnant, 
DEON Ve AO] =r At 27 gO» 
si l'on sayait résoudre cette équation, on n’aurait, pour avoir les racines de 
l’équation proposée, qu’a en substituer les racines 71, ¥2, v3 dans l’expres- 
sion ———. 
Sean Pf 
En appelant toujours a, 6, ¢ les racines de ’équation 7}--px+p =o, le 
lecteur reconnaitra sans peine que, si l’on fait sur les expressions 


ab? be?+ca?, ab+b?e+ca 


toutes les permutations possibles, elles se reproduisent toutes deux, ou 
s’échangent; les coefficients de l’équation du second degré 


(y — ab?— be?— ca*)(y —a2b —be—c?a) =0 


sont des fonctions symétriques entiéres de a, 6, c; elles s’expriment aisément 
au moyen dep, g. 

Si Péquation f(x#) =o est du quatriéme degré, et si l’on en désigne par a, 
b, c, d les racines, les trois quantités 


abcd, ad-+be, ac-- bd 
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se reproduiront, dans leur ensemble, par les vingt-quatre permutations des 
lettres a, b, c, d: on a appris a former, au moyen des coefficients de f(x), 
les coefficients de l’équation du troisiéme degré dont les racines sont ab + ed, 
ad + be, ac + bd (n° 266). 


278. Equations réciproques. — Revenons aux transformations qui portent 
sur une seule racine, pour en faire l’application aux équations réciprogues 
n’admettant nila racine 5, ni laracine —t, qui, par conséquent, sont de degré 
pair et dans lesquelles les coefficients a égale distance des extrémes sont égaux 
@e27 0): 

Soit 


S(@) = Ay 02" + ay, U2! + Ag -2 +... Age? + a0 +a) =0 


P , ‘ ’ : : I 
une telle équation; a chaque racine x, correspond une racine inverse — ; en 
x4 


d’autres termes, tes 27 racines de f(z) peuvent étre rangées sur deux lignes 
telles que les suiyantes : 


; : I ‘ 
l’expression #2 + —, quand on y remplace @ par les 2” racines, ne prend 
é J 


que vvaleurs distinctes, car la substitution de 2; ou de — a x donnent évi- 
x 


demment les mémes résultats. Si done on faisait sur l’équation f(a) =o la 
I ; : : : ; 
transformation y = a+ —», on obtiendrait une équation du degré 27 dont 
E 


les racines seraient égales deux par deux; son premier membre serait un 
carré parfait, comme on le voit de suite en se reportant a la décomposition en 
facteurs; ce serait le carré du polynome 


Be) Sy ie) Yama ate aey) 
en posant, pour abréger, 


[ I [ 
VA = 4 9 eS Ca ee 9 O0F n=Zpar —> 
: zy ss L2 v Ln 


On va montrer tout a l’heure comment on peut obtenir les coefficients de 
F(y) en fonction rationnelle de a, a, ..., @,. Observons que, lorsqu’on 
aura formé le polynome F(y), la résolution de l’équation f(2) =o, du 
degré 2m, sera ramenée a la résolution de l’équation F(y) = o du degré n, et 


EQUATIONS ALGEBRIQUES. 379 


des m équations du second degré 


I I I 
Wa are re a6) jaa aorta akettsits ate n3 


en effet, ’équation 
1 I 
Cae ft 
xv 


x4 


par exemple, a pour racines 2; et — + On voit ici apparaitre la propriété 
XL 
: I 
essentielle du polynome F(y): quand on y remplace y par x + —, les fac- 
: @ 


teurs du premier degré qui le composaient se mettent sous la forme 
ae ; I 
(7 — 2%,)(xa— — (G3 —— Ga) || 4e 
\ ca ; X2 
ee Sa nn ec aie 
x x 


&(@) 
awe 


il se met lui-méme sous la forme 


» en désignant par g(a) un polynome 


: I ne 
de degré 2n qui n’est autre chose que — f(x), comme il résulte de suite de 
. ao 


la décomposition de f(a) en facteurs du premier degré. On a done identi- 
quement en x 
I(x) 


ate 


akiy)= 


é 1 
lorsque, dans le premier membre, on remplace y para-+ —- 
a 
Je vais montrer comment ou peut former ce polynome F(y). 
Oaa 
x 


Tes I ‘ i 
=, L(x) = a ae ae FRA ) 
iz ‘ TG ; 


Tit 


if i 
+ a2 (ana. =) Sen gone hpi (e+ ~) + an. 
gen-2 a 


\ 


D’un autre cété, il est aisé de former un polynome en y qui se change iden- 
; I I 
tiquement en x? + — quand on y remplace y par 7+ -- 
xP x 
Si, en effet, on regarde y comme étant mis simplement, pour abréger, a la 


iene ; 
place dex + =f léquation du second degré en 2, 


{I Virgie =O 


: I I af ; 
aura pour racines 7 et ~; xP + —— sera la somme des pi’ puissances de ses 
40 v 
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racines; elle s’exprimera en fonction entiére des coefficients de l’équation du 
second degré, c’est-a-dire en fonction entiére de yv; ce sera un polynome 
en y; désignons-le par V,; les formules de Newton, pour ce cas, montrent 


que lon a 
ip . 
\ pt+2 — Vp ae Vp The) 


c’est, d’ailleurs, ce qu'il est aisé de reconnaitre directement en se reportant a 
la définition de V, : cette relation, en y regardant Vp comme égal a 2, V; comme 
égal a y, permet de calculer successivement 


Ve=y?—2, V;=y?—3y, V=y7' —47? +2, nena: 


On reconnait de suite, par induction, que V, est un polynome en y du 
degré p, commengant par y?, a coefficients entiers, dans lequel tous les 
termes sont de méme parité. 

Quant au polynome cherché F(y), il est évyidemment donné par la 
formule 


= : , : 
ay) F (7) = a Vn + & Vnai +e + + Ap-1 Wi + Gn. 


279. Equations binomes. — Considérons |’équation binome 2”— t= 0, en 
nous bornant au cas ol 7 =2n+1 est un nombre impair; en supprimant la 
racine £, on yoit que les 2” racines imaginaires de lunité (n° 100) sont ra- 
cines de léquation 


GEMS GAMES Ne ein Gp Sen (6), 


En appliquant la méthode précédente, on en raménera la résolution a la 
résolution de ’équation du ni” degré en y, 


Vat Vaut...+Vi+ti=o, 
et ala résolution de nm équations du second degré. Ona vu au n° 100 que 


les 2” racines imaginaires r'*™* de Vunité s’obtiennent en donnant a f les 
yaleurs 1, 2, ..., 2 dans les expressions 


akn we akn 
Lp = Cos +-zsin > 
2n+I DO i 
] 2khk 2kr 
— = cos =U Rin) 
La Dit > £ 2Nm+1 


en sorte que les 7 racines de l’équation en y s’obtiendront en donnant a 
les valeurs 1, 2, ..., 2 dans l’expression 


I aka 
Vl eine ae) — 1) COSg——— ie 
Bip 2+) 
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Inversement, la résolution de Véquation en y fournit les valeurs de 
2kt a : : 
cos ——— > celle de l’équation en x fournit, outre ces valeurs, celles de 
2N-+I 
2 WEG 
in. 
2n-+I 


Pour 7 =3, n=1, les équations en x et en y sont respectivement 


SPISEIR = SS O iy se == Os 


; . ; 27 r : 
La seconde équation montre que lon a cos — =— -; les racines de la 
3 2 
premiére sont 
—T-ty3 Wyre ae ca Nae 
a = ————— =cos -- +7s5in > 
2 J a 
5 Set J3 27 2 [ 
a = — COS = —_ Sil =< 
2, o o a 
Supposons maintenant qu’on prenne 7=35, n=2; on a a résoudre 


Péquation 


a+ e?+4r+1=0, 


et, pour cela, a résoudre léquation 


Vet Viti=yv+yti=o; 


: 2 : 1 V5 2 : r ' 
les deux racines de cette équation sont —————-; elles doivent étre égales 


ae At 5 eate “ Of é J e 
5 ye COSec—1, CES évidemment la racine positive quit est égale a 
. 2) 


= 


a 2cos 


2.7 
2cos — 3}; ona donc 
5 


Pour acheyer, on doit résoudre les équations 
CAV t= On G*— Vo BA-1 = 0, 


la premiére a pour racines 


y= Vy¥i—s _ nkivs—y? Sere ica Vise Vie EnV S. 
2 2 4 Fe 4 


Co 


Ces deux racines doivent coincider avec 2; et —, c’est-a-dire avec 
eae 
2 2, TT 


Tv ieee 15 
COs Eu sin —; 
a) e) 
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la distinction se fait de suite en considérant le signe des coefficients de ¢; 


ona 
2 5 OE = fa 5 Vio +975 
Lai COSt ar Go ae ai - 7 P) 
cd a) 4 4 
if 
1 Dine eS =o Viet V5 
Cy OKO Sy a enn (St YS See - L 5 
Ly, ro) 2) xq if 


’ 


et de méme, en résolvant la seconde équation du second degré, 


—_ ee at ee 
qt aeritic ee AV 162 V5 
Ty =S OOS SH Sh USM Ss SS eS ; 
) 5 4 4 
= / = 
1 4m Pees Te Sia 5 i) tomy b 
== 00S SS = 18S = SS St 
op) o 2) 4 4 
‘On connait donc 
5. OYus 5 OnE \V/ 10 = 2 V5 
sin — = Sin — = SS 
5) 3 4 
{7 TC Vion. 
sin — =sin > = ————— > 
3) 5 4 


-c’est-a-dire les demi-cétés des deux penlagones réguliers inscrits dans le 


3m T 2 : 
cercle de rayon 1; les valeurs de cos — et de cos = fournissent les apothémes 
.. 2) os) 


de ces polygones. De méme les relations 


Te 2 3m Te 
cos {(—-— — = cos —- = sin —» 
, ) I 
T fas T 4t 
cos ere = ¢€os —- = SM— —> 
B 5 10 
: Tt 21 37 27 
sin ( — — — } = sin — = cos —) 
2 s) ®) 
T 47 % ™ 3 
sin (- — — = Sia = COS —) 
2 5 1 4) 


‘dans lesquelles on connait les valeurs des troisiémes membres, fournisscnt res- 
pectivement les apothémes et les cOtés des deux décagones. 


280. Equation du troisiéme degré. — On a vu que la résolution d’une 
€équation du troisiéme degré pouvait toujours se ramener a la résolution d’une 
équation de la forme 


(1) GUS OG = 0) === (0 


EQUATIONS ALGEBRIQUES. 383 


ou p et g sont des nombres réels ou imaginaires. En remplacgant dans cette 
équation & par y + 3, on obtient de suite l’équation 


(2) V+ Bt+q+(3sys+p)(y+s4)=0. 


Pour que la somme de deux nombres y, = soit racine de l’équation (1), il 
faut et il suffit que ces deux nombres vérifient l’équation (2); assujettissons 
les deux nombres y, 3 a vérifier l’équation 


(3) 3 VS +pP=0; 


il faut et il suffit, pour que leur somme soit une racine de (1), quils vérifient 
en outre l’équation 


(3) y+ setg=o. 


Réciproquement a chaque racine de l’équation (1) correspond un systéme de 
deux nombres dont la somme est égale a cette racine et dont le produit est 


égal a — t, qui par conséquent vérifient la seconde équation (3). 


Si done on résout les deux équations (3) par rapport a y et az et si l’on 
ajoute deux valeurs correspondantes de y et de 3, on obtiendra une racine de 
léquation (1) et chaque racine de l’équation (£) pourra étre obtenue de cette 
facon. 


On tire de la premiére équation (3) 3 =— ea » et en portant dans la seconde 
of 


> 
re) 


équation (3) on obtient l’équation 


3 = PN 
Pasay) tbe 


3 
(4) y+ gy+(—9) = 0, 


qui est du sixiéme degré, mais seulement du second degré en y?. 


P 


En portant une racine quelconque de cette équation (4) dans y — By” on 
obtiendra une racine de l’équation (1); réciproquement toute racine de l’équa- 


uion (1) peut s’obtenir en remplacant, dans y — f, y par quelque racine de 
of 

Véquation (4). 

L’équation (4) étant du sixiéme degré, il semble qu’on doive trouver pour 
yo J six valeurs, et par suile six racines pour l’équation du troisiéme 

JE 

degré, Qu’on ne trouve effectivement que trois valeurs distinctes, c’est ce qui 
résulte, en gros, de ce que les deux équations (3) ne changent pas lorsqu’on 
y échange les lettres y et 3; de ce que, par conséquent, l’équation (4) ne 
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w 
love) 


change pas quand on y change y en — seas c’est ce que le raisonnement qui 
Oy 


suit va d’ailleurs montrer d’une facon précise. 
L’équation (4), regardée comme une équation du second degré en y#, donne 


deux valeurs pour y*, a savoir 


2 3 2 3 
feet 3) oe one ee eae 
2 4 27 2 4° 27 
dans ces deux expressions, L + — Saeene Vune des deux racines carrées 
4 = 
tasers Pp? ; : 
de + + +, choisie arbitrairement : il est naturel, lorsque cette derniére 


4+ = 
quantité est réelle et positive, de regarder le radical comme ayant la signifi- 


cation arithmétique. 
Dans tous les cas, ce radical doit étre regardé comme conservant la méme 
signification, une fois choisie, dans toutes les formules ot i] figure. Le produit 


de y? par y3 est égal a — Lene (es B) ° 


27 \ 9) 
RAO , 2 : 4 9 g* 3 
Désignons par vy; lune des trois racines cubiques de 7 { 1 a 
3 4 27 


si cette derniére quantité est réelle, il sera naturel de choisir pour 7 la racine 
cubique réelle; si elle est imaginaire, on choisira la racine cubique que l’on 


voudra; puisque l’on a 


I 


we ee Pp? ( Ie h 
— ary" ( 371)” 


Pune des trois racines cubiques de 


q q | Pp 
yyo—2-(/F 4 & 
2 4 27 
sera égale a — Bae Cost celle-la que je désignerai par v2; lorsque p, g sont 
JAN 
réels, que ree), + Lies est positif, que l’on a choisi pour y; la racine cubique 
ws 
ca} 
réelle de y?, vs est aussi la racine cubique réelle de 3. 
er , —1I+t V3 : : : ; Pie at 
Soit maintenant 4 = ———— [Pune des racines cubiques imaginaires de 


Tunité ; VPautre racine cubique de Vunité, conjuguée de celle-la, sera 
Sh 3 : : , 3 : 
a2 = —-_——; les trois racines cubiques de y? et de y3 sont respecti- 
vement (n° 99) 


Lae ai EWI, wey Ginn Ces 
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telles sont les six racines de l’équation (4); en portant ces six valeurs dans 


i= se on trouve, a cause de vy; ¥.=— uy 
Dole 3 
ai ee Ga is 
J 371 = Via 2 
P a* P 
a = = Oey 4 ——— =4 yj+27 y; 
1 3494 v1 3 Ye) ae a) 
whe P 2 ap 2 
DT) boeing ea a ae) my Oe X Pr, 
Be 3 a2 9 1 3 V9 Vite pe 
P 
>—— = = ) se 23 
Se Sys laters) 4 
P x* p : 
x%V—a— = =) Vy = =% Yo+ 2271. 
jf Say, J 35 JEP Vi 
P : 4p : 
12 Yo — = VY, -— = o72y, LV). 
La TORS ays oe 


Les trois derniers résultats ne sont pas distincts des trois premiers; les trois 
racines de l’équation (1) sont 


; P 
Ls= V1 ay. =/1 aia 95 
31 
/e 2 
Ah is —_— at 8 =+— a= V5 
2 gen 30/4 wat Any 
peed = ee Sty = Vo. 
S274 : ae. 


en posant 


——— 3 


3 — ——— 
et Liga) a ie: (/t P? 
n= Ng Stal a Ve i, S93 


ces deux racines cubiques étant choisies de fagon que leur produit soit égal 


een 


9 


Les expressions qui figurent dans les seconds membres des formules qui 
fournissent les trois racines sont plus avantageuses pour le calcul numérique 


que celles qui figurent dans les troisiémes; le calcul de y;— mee par exemple, 


371 ; 
n’exige qu'une extraction de racine cubique; le calcul de y;+ ye en deman- 
derait deux. 
Cherchons la condition pour que deux racines, 2, et a, par exemple, soient 
égales; on doit avoir alors y,;+ Y2= 41+ 4 J’2, OU, Successivement, 


N= +e)ywavry, yi=HIri 
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et, par conséquent 


+++ =0; 


on arriverait a la méme conclusion en écrivant que 2, est égal a xv3 ou x2 
a x3. C’est un résultat que l’on connaissait déja. 
Arrétons-nous un instant sur le cas ol p et g sont réels. 


; een cant . 2 p3 
Il y a alors trois cas a distinguer, suivant que eee + f 
yi 5 ) 4 


est positif, nul, ou 
77) 
négatif. 

Dans le premier cas, y?, v3 sont réels et distincts; il en est de méme, d’aprés 
les conventions que l’on a faites, de 71, v2; 71 est réel, a et 23 sont des ima- 
gimaires conjuguées, puisque % et a2 sont des imaginatres conjuguées. On 
reconnait de suite que, dans ce cas, le coefficient de z ne peut étre nul ni 
dans x, ni dans #3. 

Dans le second cas, y?, v3 sont égaux, on a 


‘ 


w= 27, = Lz, = (440) Yi =—-M. 


Dans le troisiéme cas, y?, v3 sont des imaginaires conjuguées; on ne sail 

pas, par des opérations élémentaires, extraire leurs racines cubiques, en sorte 

que les expressions trouvées pour 2, #2, 7; sont impropres au calcul numé- 

rique. On remarquera que, dans ce cas, p est certainement négatif, car, autre- 
Ge jor : oe ner ae oe 

ment, — + — serait positif. Il est aisé de vérifier que v1, 2, choisis comme 
4 27 

on l’a prescrit, sont des imaginaires conjuguées, 


I] suffit de prouver pour cela que le produit y;yv3; ou — be est égal au carré 
©) 


de la valeur absolue de l’un ou IJ’autre facteur; or le carré de la valeur absolue 
de y?, ou de y, est 


2 2 3 3 
a aS2\2e2 
4 4 27 27 


le carré de la valeur absolue de vy; ou de ys est donc — a 


J 
Les nombres yj, et v2 étant conjugués, il en est de méme des nombres ay, 
a2 v2, et des nombres a2 71, aye : %1, 22, £3 sont réels. 
Pour les calculer numériquement on pourra procéder comme il suit : 
En posant - 


2 3 
=7Prcosw, (/ 22 a ee sinw, 
4 27 
4 
ona 


: — BEL See vin ee 
(6) fai) 3 cosw = soa) 


t 
w INQ 
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a cause de la seconde formule (5), sinw doit étre positif; on choisira pour w 
la valeur comprise entre 0 et = que détermine la seconde équation (6); et on 
aura ensuite a résoudre Péquation 


yi} =Pr(cosw+sinw), 


dont les trois racines sont (n° 99) 


3/- (a) Pea Ca 
Yi1= Vr (cos > +/sin—), 
3 3 


j wo+ ant .. W+2t 
by = a ae 5 


a 


\ 


/ 
: We Qa AT ye Ola Ate 
ay = Vr ( cos +t sin = 4 ); 


53 } , 
fe) 3 


cest dailleurs arbitrairement qu’on a choisi l’expression de y,; les valeurs 
de yo, x? v2, xy, somt respectivement conjuguées de celles-la, et |’on a fina- 
lement 


3/= wo 
m=2 Vr cos > 
J 


Sp= == 2 

2, =2Vrcos ——> 
a 

3/- wm + 4 

r3=2 Vr cos =a 


Le calcul se fera aisément au moyen des Tables trigonométriques. 


281. Equation du quatriéme degré. — La résolution d’une équation du 
quatrieme degré : 


AG), oe Agi+ Ba?+ C2+D=0 


se raméne aisément a la résolution d’une équation du troisiéme degré et 
d’équations du second degré. 
Les deux premiers termes peuvent étre regardés comme les deux premiers 
termes du carré de 2 + — x, en sorte que l’équation proposée peut s’écrire, 
2 
en désignant par A un nombre qu’on se réserve de déterminer plus tard, 
/ 18 


(of wrth) =(h— B)a2+ (AA—C)x2+ ?2?—D. 


2. 


Déterminons ) de fagon que le second membre soit un carré parfait, c’est- 
a-dire par l’équation du troisiéme degré 


(8) (Ak= C= 4(ak— BY Ct a= Diao. 
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Nous regarderons, dans ce qui suit, A comme une racine de cette équation, 
d’ailleurs arbitrairement choisie; l’équation du quatriéme degré pourra alors 
s’écrire 

oA 2 NONE 
(at+ 22+) = (2\—B) as a ye 
iy / 


X 2 


celle-ci se décompose en deux équations du second degré, savoir 


x ent f , NK —C 
e+ ~o+h=+yors—B («+ 2=5): 


La résolution de ces deux équations fournira les quatre racines de l’équa- 
tion (7). Malgré Vintérét quoffre l'étude approfondie de cette méthode de 
résolution, je ne m’y arréterai pas. 

On doit a Abel davoir montré que si l’on considére une équation générale 
du nieme degré f(x) = 0, c’est-a-dire une équation dans laquelle les coefficients 
sont arbitraires, on ne peut pas la résoudre par radicaux, dés que n dépasse 4 ; 
on entend par la quil est impossible de constituer une chaine d’équations 
binomes, en nombre fini 


ohi= Ay, xh = Ao, wh = As, 


dans lesquelles A, sexprimerait rationnellement au moyen des coeffi- 
cients de f(a), Ag au moyen de ces coefficients et des racines de la premiére 
équation binome, A; au moyen de ces mémes coefficients et des racines des 
deux premiéres équations binomes, etc., telles enfin que les racines de ’équa- 
tion proposée s’exprimassent rationnellement au moyen des coefficients de cette 
équation et des racines des équations binomes. 

Pour léquation 23+ px + gq = 0, cette chaine d’équations binomes est for— 


mée par les équations 


ou 2’ est une racine de l’équation en z; les racines de l’équation proposée 
s’expriment rationnellement au moyen des racines de l’équation en y. 


282. Résolution des équations simultanées. — Deux équations 
(1) Ui GG?) = ©; SiCl aye) — 105 


étant données, ou les premiers membres sont des polynomes en zx, y, 
Ja résolution de ces équations peut étre ramenée a la résolution 


d’équations a une inconnue. 
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Soit Zp), Yo une solution de ces deux équations; les deux équa- 
tions en y 


(2) A Bie G2)! Oe &(%, vy) =0 


ont une racine commune y = yy; réciproquement, si Z» est un 
nombre tel que les deux équations précédentes en y aient une racine 
commune yy, u est clair que le systeme 7, Vy constituera une solu- 
tion des équations proposées. 

D’owt la marche suivante : 

On éliminera l'une des inconnues, y par exemple, entre les deux 
équations (1); on parviendra ainsi a une équation 


(3) R(a)=0, 


dont les racines seront précisément les nombres 2, telles que les 
équations (2), en y, alent une racine commune au moins. L’équa- 
tion (3) étant résolue et x» étant une de ses racines, les deux poly- 
nomes, en y, f (2%, y) et g(x, y) auront un plus grand commun 
diviseur; en égalant ce plus grand commun diviseur a 0, on formera 
une équation dont les diverses racines seront les valeurs de y que 
Pon peut associer a 7» pour avoir une solution des équations propo- 
sées. Dans le cas ot les deux équations 


Hees YF )) > OE & (2%, ¥) =0 


n’ont qu’une racine commune, le plus grand commun diviseur sera 
du premier degré; a la racine z, de l’équation résu/tante R(x) =o 

pi&; 0 ) 
on ne pourra associer qu’une seule valeur yo de y, laquelle s’expri- 


mera rationnellement au moyen de 2, et des données. 


Supposons que f(z, vy), &(v, v) soient les polynomes généraux (avec des 
coefficients littéraux, qu’on laissera arbitraires), ’un du degré n ena, y, 
Vautre du degré p; en les ordonnant par rapport a y, on les mettra sous la 


forme 
aA z,V)= Ay y” Ee Ayy? ee eC 
&(2, 7) =ByyP + Byyrotst...+ By; 
Ao, Ai, ---, An d’une part, By. By, ..., B, d’autre part, sont des polynomes 


en z dont les degrés respectifs sont marqués par les indices correspondants. 
Ay et Bo, en particulier, sont des constantes. 
Le résultant R(z), obtenu en éliminant y, est une somme de monomes de la 
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forme 

- Q 

Xo AX an BB 5 

KA%A%,., Adan Bro... Ber, 
ou K est un coefficient numérique; tous ces monomes sont du poids np 
(n° 274). Tel est le degré de R(w)(‘). En donnant des valeurs numériques 
aux coefficients de f(2, 7), g(x,y), ce degré pourra s’abaisser. Pour chaque 
racine Z de R(z), les deux polynomes en y, f(x, ¥), &(2o, y), Ont. en gé- 
néral, une racine commune yo et une seule: l’ensemble des deux nombres 9, 
Yo constitue une solution des deux équations 


JAC?) SOR EAC r= aor 


qui ont, par conséquent, mp solutions, en général. 

L’examen des cas particuliers, et de la facon dont il taut entendre ce théo- 
réeme : Deux équations des degrés respectifs n, p ont np solutions, est en 
dehors du cadre de ce Livre. Je me borne a signaler quelques-unes des diffi- 
cultés qu’en présente la démonstration : il y a d’abord lieu d’examiner le cas 
ou le degré de R(z) s’abaisse au-dessous de np, et ot lon dit que les deux 
équations ont des solutions infinies, ce qui demande a étre précisé. Ensuite, il 
peut arriver qu’a une racine 2) de R( 2’) correspondent plusieurs racines com- 


munes des deux équations (en 7) 
i294) — O, 8( Lo, Vy) =o. 


On démontre alors que, s'il y a 7 racines communes a ces deux équations, 
ao est une racine multiple de R(zw), dordre de multiplicité 7. Enfin, il y a 
encore lieu de tenir compte de Vordre de multiplicité de certaines solutions, 
si Pon veut que le théoréme reste exact; cela ne va pas sans difficulté : en 
effet, si pour une équation a une inconnue F(a )=o, dont le premier membre 
est un polynome, la signification des mots racine multiple, ordre de multi- 
plicité, a pu étre précisée, on n’a nullement expliqué ce qu il fallait entendre 
par ceux-ci : une solution multiple des équations f(a, y) =0, g(xv, vy) =o. 

Je me borne relativement a ce sujet a quelques indications trés rapides, 
sur une méthode qui d’ailleurs offre un assez grand intérét théorique, et qui 
a, en géometrie analytique, dintéressantes applications. 

Désignons par f(z, y), g(#, y) des polynomes en x, y, dont on suppose 
maintenant quils aient des coefficients numériques. 


(') On reconnail sans peine que le coefficient de w@"” nest autre chose que le ré- 
sultant des deux polynomes en y 


By) VS Dy aa wate te, 


Og VP =O, VEE eat Os 


en désignant en général par @,, 0, les coefficients de z* dans A,, B,. 
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Supposons qu’on élimine a, y entre les trois équations 
(4) J 7) =] O E232) = 0. VY =UL+?9, 
ce qui revient a éliminer z entre les équations 
(5) I By GR SSO) = Os L(G. UL 0) — 0. 
On obtient ainsi une équation 
(6) Ril Us, 8) = Ox 


Soit 2, Yo une solution des équations f= 0, g = 0; les équations (4) seront 
vérifiées, quel que soit w, si l'on prend 


: B=2X, VY=HJon- 0 =Yo— Ux; 


il suit de la que Péquation (6) sera vérifiée, quel que soit w, lorsqu’on y rem- 
place ¢ par yo — uxy, pourvu que 2, Yo Constituent une solution des équa- 
lions f=o0, g=o. En d’autres termes, dans ces conditions, le polynome 
A(u,¢), qui devient identiquement nul quand on y remplace ¢ par yo— ux, 
est divisible par » + way — Vo. Soit Up, % une solution de Péquation 


Shu(G @) = OF 


les deux équations en & 
Vi Cy Ly? ==) — © PG, Uh + 0) =O 
admettent une solution commune a; les deux équations 
f(,y)=0, gla,y)=0 


admettent la solution 2, Vy = Up %) +, et lon peut, en vertu du premier 
raisonnement, affirmer que R(u,¢) est divisible par » + wry — Yo. Chaque 
solution de deux équations f = 0, g =o entraine l’existence d’un facteur du 
premier degré en uw, ¢ qui divise A(u,¢); chaque facteur du premier degré 
ep +2u+ qui divise R(u, v) entraine lexistence dune solution a = 4, 
Yo =— $ des deux équations f=o0, g =o. La résolution des deux équations 
f=, § =O est ramenée a la décomposition en facteurs du premier degré du 
polynome R(u,¢), et chaque facteur du premier degre fournit une solution 
des deux équations proposées, solution dans laquelle les valeurs de #@ et y se 
trouvent naturellement associées, sans qu’on ait besoin, comme dans la pre- 
miére méthode, de former un plus grand commun diviseur. Enfin les notions 
de solution multiple, d’ordre de multiplicité, se présentent maintenant dune 
facon assez naturelle : on dira que xv, Yo est une solution multiple d’ordre 
de multiplicité 7 des deux équations proposées si R(u,e) est divisible par 
(v + Ux%) — Yo)” sans étre divisible par (¢ + way — yo)’t!. 
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283. J’appliquerai la méthode exposée au début du numéro pré- 
cédent au cas de deux polynomes du second degré en x, y, 


f(2,y)=art +a'y? +2b"ry +2b'x +2by +a’('), 


e(ryyH=auwerrayy+obry+2br+2by+ aj, 


oi je supposerai que Pun au moins des coefficients a’, a, de y? n’est 
pas nul. On aura a former le résultant R(x) des deux polynomes 


en y 
ay BY Na © LY PLE Vi 


ot Pon a posé, pour abréger, 


t 


a=a = 96" a ob. y =an®? +2b)'r +2", 


, 


DoD 
| 


C—O = 2b a+ 2b, Vi =a, 2% 26, ay: 


on a (n° 268) 
R( a) = (ay — ay)? — (a8; — oa, 8)(Byi1 — Bry). 


On reconnait de suite, sur cette expression, que R(w) est, en 
Vans ans SA Q (2 (2 
général, du quatriéme degré; «,y —ay,, #3,— 2,8, By, — 8,7 sont 
en général, des degrés respectifs 2,1, 3. Si x» est une racine de R(x), 
les deux équations en y ont une racine commune, dont on obtient la 
valeur en remplacant x par x, dans la fraction rationnelle 


(Nae Senet a 
»Y4 Bry. 


0.84 — a, 8’ 


il n’y a aucune difficulté si a) n’annule pas 28, — 2,6; au cas ott 2 


(') Il convient d’expliquer cette notation : on a déja employé, au n° 46, la nota- 
tion, qui sexplique d’elle-méme, 


aP+ray+as+ 2byz +20 sxr+ 2b ry 


pour représenter un polynome homogene du second degré en x, vy, z, ou, comme on 
dit, une forme quadratique ternaire. En faisant z =1 dans le polynome homogéne, 
on obtient un polynome du second degré en 2, y écrit sous la forme employée dans 
le texte. Il est souvent commode de regarder ainsi un polynome en zw, y du degré n 
comme provenant d’un polynome homogéne en x, y, 2 du degré n, ot l’on a fait 
5=1, et, inversement, d’associer a un polynome en x, y le polynome homogéne 
en 2, y, = que l’on obtient en complétant chaque monome de degré p<n par un 
facteur 2"-P; en supposant z = 1, les deux polynomes sont identiques. 
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annulerait cette expression, on voit de suite sur l’expression de R(z), 
an 
est aussi nul; pour la méme valeur de x, By,— 8,y est nul aussi; 


puisque R(x) et 28,—-«,8 sont nuls pour x= 2%, que «17 


car les deux égalités 


a8,— 48 =o, 


LN —— ary = 0, 


: ? , ‘ A 
si Pon écarte le cas ot o et x, sont nuls, entrainent 2,7 — By, =o. 


Le facteur x — 2p divise a, y — ay,; (x — xo)? divise (a, — ay,)?; 
il divise aussi (#8, — 2, 8)(8y, — 8, y), puisque x — 2, divise chacun 
des facteurs; x — 2x» est une racine double de R(x); d’autre part, 
pour 2 = %o, les quantités %,, 8, y; sont proportionnelles a, 8, y; 
les deux équations du second degré en y ont leurs deux racines com- 
munes; on associera chacune de ces deux racines a zy) etl’on obtiendra 
ainsi deux solutions des équations proposées : les deux autres racines 
de R(x), si elles sont simples, fourniront chacune une solution. On 
en obtient bien quatre en tout, en supposant que le degré de R(x) 
ne se soit pas abaissé au-dessous de 4 ('). 

Le seul cas ot lon puisse avoir plus de quatre solutions est celui 
ot R(x) est identiquement nul. Supposons qu'il en soit ainsi; alors, 
pour chaque valeur de zw, les deux équations en y ont une solution 
commune fournie par la formule 


2 Q 
ae PYi— pry. 
ai aie 


Se 
lenumérateur est du second degré en x, etle dénominateur, du premier; 
il est aisé de voir que le numérateur est divisible par le dénomina- 
teur : soit, en effet, 7 la racine de ce dernier; il faut prouver que 7 
annule By,— 8,7 : or, c’est ce qui résulte de Vexpression du poly- 


nome R(x), qui, par hypothése, estidentiquement nul : pour z= 7, 


a3,— 2,8 est nul, donc aussi xy, — 2,7 et Von a déja dit que les deux 


(1) Dans le cas oti xz annule «8,— «,8, By,— B,y, il faut se garder de chercher, 
afin d’ayoir la valeur correspondante de la limite vers laquelle tend le rapport 
we) 

By. — BY 3 8 ro ; 
monet quand z& s’approche de z,. Tout est fixe ici, il n’y a pas lieu de chercher 
a8,— a 

1 1 


une limite. 
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égalités 


ab, = 2 iO G4 -— &4 Y = 0 


entrainaient By, — 3,v = 0; en faisant la division de Sy, — B.y par 
a%,—a,8, on voit que y se met sous la forme y=ma-+n. Par 


conséquent, dans ce cas, les deux équations 
J(@,¥)=0, gs(#%, y)=0 


sont vérifiées quel que soit x quand on prend pour y la valeur 
mat n; cela revient a dire que f(z, vy) et g(x, y) s annulent iden- 
tiquement quand on y remplace vy par ma +n, ou encore que ces 
deux polynomes sont divisibles par y— mx — n. 

Ainsi, la circonstance qu’on yient d’étudier se présente quand les 
deux polynomes f(x,y), g(z. yv) se décom posent Pun et autre en 
un produit de deux facteurs du premier degré et que lun de ces fac- 
teurs est commun aux deux produits : outre les soluuions qui annulent 
ce facteur commun, les deux équations f= 0, g =o ont encore une 
solution gue Pon obtient en égalant ao les seconds facteurs et en 
résolvant les deux équations du premier degré ainsi obtenues (‘). 

Les raisonnements précédents, relatifs au cas ot R(x) est identi- 
quement nul, supposent toutefois que %3,— 4, % ne soit pas identi- 
quement nul, auquel cas un raisonnement déja utilisé deux fois mon- 
lrerait que %,y — #y, serait aussi identiquement nul; il suffit d’écrire 
qu il en est ainsi, en remplacant 2, 3, y, %1, $1, y; par leurs expres- 
sions explicites pour reconnaitre que, alors, les coefficients du poly- 
nome g(Z, vy) sont proportionnels aux coefficients du polynome 


f(a, v); toute solution de Pune des équations f= o, g =o est une 


solution de l’autre. 
Je laisse au lecteur le soin de traiter le cas ot. a’ et a’, seraient nuls 
simultanément. 


(') Le résultat qu’on vient d’obtenir se généralise sans peine : supposons que 
ST (2%), &( 2, y) soient des polynomes quelconques en z, y et que le résultant de 
ces deux polynomes regardés comme des polynomes en y soit identiquement nul. Les 
deux polynomes f et g regardés comme des polynomes en y ont, quel que soit z, 
un plus grand commun diviseur : soit §(a@, yv) ce plus grand commun diviseur; je 
suppose que, aprés Vavoir ordonné par rapport a y, on ait débarrassé ses coefficients, 
qui sont des polynomes en z, de tout diviseur commun, en sorle que §(a2, y) soit 
primitif au sens du n° 81; les deux polynomes f et g seront diyisibles par §(a, 7). 
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Le probleme de la résolution de deux équations du second degré f =o, 
& =o peut étre abordé par une autre méthode, dont je dirai quelques mots, 
en raison de importance qu’elle offre en géométrie analytique. J’aurai Wecoin 
pour cette méthode de la condition qui doit exister entre les coefficients a, 
a’, a", b, b', b" Vun polynome 


I(@, ¥) = ax?+ a'y?+2b'a2y+2b'x#+2by+ a 
pour qu'il se décompose en deux facteurs du premier degré en x, y. Suppo- 
sons a’ 0. Si f(x, 7) se décompose en deux facteurs du premier degré, ces 
deux facteurs doivent contenir y, sans quoi leur produit ne pourrait repro- 
duire un terme en y?; ils sont donc de la forme 
y—mr—n, y—mae—n' 
et lon doit avoir identiquement 
flay) =eUly—mar—n)(y—m'a2—n'). 

Supposons quil en soit ainsi; si l’on résout l’équation du second degré 
(en vy), f(z, vy) = 0, les deux racines devront étre mz +n, m'x + n'; onsait 
que la quantité sous le radical représente, a un facteur numérique pres, le 
carré de la différence des racines, c’est-a-dire, ici, [(7 — m')a +n—n'}?. 

Ainsi, dans le cas ot f se décompose, le polynome en x que l’on obtient sous 
le radical, en résolvant par rapport a y l’équation 


a y?+2(b"r+b)y+ax+2bxr+a'=0, 


doit étre un carré parfait: or, en effectuant cette résolution, on trouve 


atbt V(r Se ed We 
DS coe ae a P) 


Ja quantité sous le radical est 
(6°2— aa')x?+ 2(66"— a'b')x4 + b?—a'a'; 
elle est un carré parfait si lon a 


ie) (66) — ab = (6?2 — aa) b2— a a") =o. 


Si cette condition est vérifiée, la quantité sous le radical, en supposant 
b6'2— aa' différent de o, est le carré de 


Ley f bb" — a'b'’ 
bh”? — aa! ee ) 


02S ad: 
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en sorte que f(a, v) est le produit, multiplié par a’, des deux facteurs 


b"x +b V6? — aa’ (« pe | 


4 
eS a’ a 6” — aa 


Mie = tp) V6 — aa’ (« DO —) 


ee = a FF aa’ 

Si 6— aa’ était nul, 66"— a'b’ devrait aussi étre nul a cause de la condi- 
tion (1), la quantité sous le radical se réduirait 4 une constante, la décumpo- 
sition apparaitrait ainsi immédiatement. 

Lorsque a’ est différent de o, la condition (1) est done nécessaire et suffi- 
sante pour que f(z, y) se décompose en deux facteurs du premier degré; or 
le premier membre de l’équation (1) est le produit par — a’ de la quantité (!) 


A=aa'a'+9bb' b"— ab?— a'b?— a’ b". 

Sia’ était nul, sans que a le fut, il suffirait Vintervertir le réle des lettres 
x, y pour retrouver la méme condition; si a’ et a étaient nuls tous deux, la 
relation entre 2, y qu’exprime l’équation f(z, vy) =o deviendrait une rela- 
tion homographique; le cas de décomposition a été traité au n° 69; on recon- 
nait sans peine que, dans ce cas aussi, la condition A=o exprime que le 
polynome f(a, yv) est le produit de deux facteurs du premier degré. 


Arrivons maintenant a la résolution des deux équations du second degré 
f=0, § =0 et cherchons a déterminer une relation du premier degré en x, y 


Y=UL+Y 

telle que les solutions des deux équations simultanées 
jites jo) = © Vi te, 

soient les mémes que les solutions des deux équations 


&(%, Vy) =0, YHUr+e. 


(') Cette quantité A a déja été rencontrée au n° 135; c’est le déterminant des trois 
formes linéaires 


ax+b y+b's, Wa+ay+bs, Va+by+a'sz 


qui ne sont autre chose que les demi-dérivées partielles du polynome homogéne 
axr+ayt+a's’+2bys+2b' 2x + 2b" xy; Videntité 


( bb" — a'b')?— (aa'—b") (a'a" — b?) =— Aa’ 


ne différe pas de Videntité AYA — B?= Aa’ que l’on a signalée au n° 135. 
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Cest pour le moment wu et » qui sont les inconnues; il est clair que, sil’on a 
déterminé ces inconnues auxiliaires, la résolution de l'un ou de l'autre des 
deux systémes précédents fournira (en général) deux solutions du systéme 
ah =0, g=—od0. 

Par hypothése, les deux équations en x 


f(@, ua-+ e) =o, 8 (2, ue +0) =0 


doivent étre identiques; s'il en est ainsi le premier membre de la seconde ne 
doit différer du premier membre de la premiére que par un facteur constant, 
que je désignerai par — A; en d’autres termes, l’expression 


i f(@, ue@+eo)+e(2, ux+v) 
doit étre identiquement nulle; en d’autres termes encore, l’expression 
AP(®, VY) + E(@,Y) 


doit s'annuler identiquement quand on y remplace y par wx +9, ou, ce qui 
revient au méme, le polynome (en 2, vy) A f(a, y) + g(a, y) doit étre divi- 
sible par y — ux —e; il doit done étre décomposable en facteurs du premier 
degre. 

Réciproquement, supposons qu’on connaisse un nombre A tel que le poly- 
nome (en x, vy) Af+ g soit décomposable en un produit de deux facteurs du 
premier degré x27 + By +y, 2'x + B’y +7’, en sorte qu’on ait identiquement 


Af+g=(sxo+bhy+y)(vu+ Py+y), 


il est clair que toute solution des deux équations f/ = 0, g =o devra annuler 
Yun des facteurs du second membre, et que l’on obtiendra les solutions de ces 
deux équations en résolvant, d’une part, les deux équations 


a axr+By+y=o 
et, dautre part, les deux équations 
! Qr (aes 
t= 9, LEE ES MWR waymiia f ae Oe 


on obtiendra ainsi, en général, quatre solutions qui vérifieront Véquation 
s§ =O. 

D’ot la méthode suivante : 

On cherche un nombre A tel que le polynome du second degré (en w, y) 
Af + g se décompose en deux facteurs du premier degré, on a pour cela a 
résoudre une équation du troisiéme degré en A, A(A) = 0, dont on obtient le 
premier membre en remplacant dans 


A=aa gd —-=506'b' — ab?— ab? —a' bo" 
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y 


a,a’,a",... par \a+a;, ha’ +a), ha"+al,...5 %, a, a],... désignent, 
comme plus haut, les coefficients de g(x, y). 

Ayant une racine Ay de cette équation, on décompose Ay f+ g en deux fac- 
teurs; cela revient a résoudre, comme on l’a expliqué plus haut, l’équation 
hy) f+ & =O par rapport a y(ouaa); on obtient ainsi les deux équations du 
premier degré om +B y+y=0, e'x+ Py + y'=0, dont il faut adjoindre 
successivement l’une et lautre a l’équation f= 0, pour obtenir les quatre 
solutions des équations f =o, g =o. On voit que la résolution de ces deux 
équations revient a la résolution d'une équation du troisiéme degré, et de trois 
équations du second degré. 

Le lecteur pourra appliquer cette méthode au cas ot l'on suppose 


K(@%yv=ytAacy+By+ CGxa+D, 
BGR, IY) Sr 3 


il retrouvera ainsi une proposition déja obtenue : la résolution de l’équation 
du quatriéme degré 


go Ag Bo? Ca-= D =o, 


qui résulterait visiblement de l’élimination de y entre les deux équations 
J =0, & =0, se raméne a la résolution d'une équation du troisiéme degré et 
d’équations du second degre. 


284. Lorsqu’on regarde x, y comme les coordonnées d’un point, 
une équation f(z, vy) =o définit une courbe, a savoir le lieu des 
points dont les coordonnées x, y vérifient cette équation. Lorsque 
J (x, y) estun polynome, le degré de ce polynome est, par définition, 
le degré de la courbe dont l’équation est f(2, y) = 0 : la courbe est 
alors algébrique; elle est transcendante, lorsque son équation ne 
peut pas se ramener a la forme f(.7, vy) =0, ot f est un polynome 
en x, y. L’étude des courbes algébriques, définies comme on vient 
de lexpliquer, est un des objets essentiels de la Géométrie analytique. 

La recherche des solutions (réelles) de deux équations simultanées 
S(2,Y) =, g(@, y) =o revient a la recherche des points dont les 
coordonnées vérifient a la fois ces équations, ou, ce qui revient au 
méme, des points communs aux deux courbes qu’elles définissent. 
Le probleme qu’on a traité dans le numéro précédent est le méme 
que le probléme de l’intersection de deux courbes du second degré, 
ou, comme on dit, de deux coniques; la seconde méthode revient a 
la recherche des sécantes communes a ces deux coniques. La premiére 
faisait dépendre cette recherche de la résolution d’une équation du 
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quatriéme degré, dont les racines étaient les abscisses des points 
communs aux deux courbes. 

Inversement, étant donnée une équation numérique o(v%)=0,a 
une seule inconnue, lorsqu’on sait former deux équations f(x, vy) =0, 
&(2, y) =e telles que Péquation donnée 9(.2) = 0 soit le résultat de 
’élimination de y entre ces deux équations, et que la construction 
des deux courbes qu’elles définissent est aisée, il peut étre commode 
Weffectuer avec soin la construction de ces deux courbes, et de 
mesurer les abscisses de leurs points d’intersection, pour avoir des 
valeurs approchées des racines réelles de l’équation CC te. 

La méthode méme qui fait le fond du Chapitre précédent et qui 
consiste, pour résoudre approximativement l’équation o(#) =o, a 
construire la courbe dont l’équation est y = 9(x), rentre dans celle 
qu'on vient de dire puisque l’équation o(2) =o peut étre regardée 
comme résultant de l’élimination de y entre les deux équations 
ee ai ttay 0. 

On a fait une autre application de la méthode générale quand on a 
ramené la résolution de |’équation transcendante tangr =a 4 la 
recherche des points d’intersection de la droite dont |’équation est 
y =~ et de la courbe transcendante dont |’équation est y = tang 2. 
Il est aisé de multiplier les applications. 

Si l’équation proposée 9(2) =o peut se mettre sous la forme 
oy (x) + 92(x%) =0, on pourra prendre, pour les équations 


HEB JP) SO; Bie: VY) =9, 
les équations 


¥—P(e)=0, Yt oo(xv) =0 


et, si les courbes qu’elles définissent sont aisées a tracer, chercher 
les abscisses de leurs points d’intersection. Par exemple, on peut 
remplacer la résolution de l’équation x*?-+ pxa+gq—=o par la 
recherche des points communs a la courbe dont I’équation est y= 2? 
et de la droite dont l’équation est y + px+q=o0. La méme courbe 
( y = r*) pourra servir pour toutes les équations du troisiéme degré. 
fl est & peine besoin de dire que cette méthode s’applique aussi bien 
aux équations transcendantes qu’aux équations algébriques. 

On peut interpréter les derniéres lignes du numéro précédent en 
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disant que la résolution de V’équation du quatrieme degré 
Gee Ne Bee = (Cue = DY = 
revient ala recherche des abscisses des points communs aux deux 


courbes définies par les équations 


2 


Li— Y = 0, 
= 10% 


Azy+By+Cr+D 


% 


qui, lorsqu’on se donne les coefficients numériques A, B, C, D, sont 
assez aisées a construire avec quelque exactitude. 

On peut d’ailleurs donner un meilleur procédé pour résoudre gra- 
phiquement une équation du quatrieme degré : dans cette équation, 
on fait d’abord disparattre le terme du troisieme degré (n° 268) : on 
la rameéne ainsi a la forme 


We (OG A= Oh == Oy 


La résolution de cette derniere équation revient a la recherche des 
abscisses des points communs aux deux courbes définies par les équa- 


tions 
L2— == 0, 


y+by+ext+d=o. 


Cette derniére équation peut étre remplacée par celle qu’on obtient 
en ajoutant membre 4 membre, c’est-a-dire par Péquation 
mt y?+(b—1)y+er+d=0 


ou 


Dy 


ENeS b—1\? Cc (p= 
(e+ 5) (y- : ) Are me 


sous cette forme, on reconnait un cercle dont le centre a pour coor- 


; c b—1 (b=)? @ ‘oat 
données — A Neeaiarea h dont le rayon est Veer + — —d., Ainsi 
4 4 


la résolution dune équation quelconque du quatriéme degré peut étre 
remplacée par la recherche des points d’intersection d’une parabole, 
tracée une fois pour toutes, dont l’équation est y= a2, etd’uncercle, 


dont les éléments dépendent des coefficients de Péquation du quatrieme 
degré. En remplacant I’équation du troisiéme degré x? + px+q=0 
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par ’équation du quatriéme degré x‘! + px?-+ gx = 0, on voit que 
ce procédé permet de résoudre graphiquement une équation du troi- 
siéme cété : on deyra, parmi les points d’intersection du cercle et de 
la parabole, laisser de cdté Porigine des coordonnées, qui correspond 
a cette racine nulle que lon a introduite. 

Dans les exemples qui précédent, l'une des équations f(z, v7) = 0, 
&(2,y¥)=o, qui conduisent a l’équation 9(2) =o lorsqu’on éli- 
mine y, contenail toujours cette variable au premier degré ; lorsqu’il 
n’en est pas ainsi, on doit prendre une précaution dans application 
de la méthode précédente ; il pourrait arriver en effet que, pour une 
racine réelle x) de Péquation (a) = 0, les deux équations 


SI (0, ¥) =, §(%, VY) =O 


eussent deux racines communes imaginaires, auxquelles ne corres- 
pondraient done pas de points d’intersection des deux courbes; la 
méthode laisserait ainsi échapper la racine réelle 2) de léquation 
o(xv) =o. J'ai dit plus haut que, alors, x, doit étre une racine double 
de léquation obtenue en éliminant y entre les deux équations 
S(@,Y) =, g(2, vy) =0: ce point n’a d’ailleurs été établi que dans 
le cas ot ces deux équations étaient du second degré. 

Les procédés qu’on vient d’indiquer peuvent étre variés et généra- 
Jisés dans divers sens. L’étude systématique de méthodes qui peuvent 
fournir rapidement, au moyen de graphiques ou d’instruments tres 
simples, la solution approchée d’un trés grand nombre de problemes 
numériques, a pris, sous le nom de Womographie, une grande 
extension. 


§ 3. — EQUATIONS NUMERIQUES A UNE INCONNUE. 


285. Les méthodes qu’on a développées dans le Chapitre précé- 
dent pour la résolution numérique des équations a une inconnue 
(séparation et approximation des racines) s’appliquent aux équa- 
tions dont le premier membre est un polynome ; on a pris soin, dans 
ce Chapitre, de faire remarquer comment, pour les équations de 
cette sorte, il était possible de compléter le théoréme relatif a la sub- 
stitution de deux nombres et le théoréme de Rolle. Il me reste a dé- 
yelopper quelques propositions importantes qui sont spéciales aux 


T. — Il. 20 
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équations algébriques et qui se rapportent principalement a la sépa- 
ration des racines ('). 

Le probléme posé au n° 151 (7rouver le nombre de ractines 
réelles dune équation qui appartiennent a un intervalle donné) 
a été complétement résolu pour les équations algébriques ; je me bor- 
nerai toutefois, sur ce sujet, a la regle des signes de Descartes et a ses 


conséquences. 


286. Considérons une suite de nm nombres réels, dont aucun n’est 


nul, 
Cpe oh 5 pees ere aa 


on dit que deux termes conséculifs de cette suite présentent une 
variation (de signe) s’ils sont de signes contraires, qu’ils présentent 
une permanence (de signe) s’ils sont de mémes signes. Le nombre de 
variations de la suite augmenté du nombre de permanences est évi- 
demment égal au nombre d’intervalles, c’est-a-dire an — 1. 

Les observations suivantes sont immédiates : 

Si, entre deux nombres de signes contraires a, 6, on introduit un 
terme intermédiaire c, la suite de trois termes a, c, & présentera une 
variation, comme la suite a, b. 

Si, entre deux nombres de mémes signes a, b, on introduit un 
terme intermédiaire c, la suite de trois termes a, c, b présentera 
deux ou zéro variations. 

Revenons 4 la suite a, 8, ..., A. 

Si, entre deux termes consécutifs de cette suite qui présentent une 
variation, on itroduit un terme intermédiaire, la nouvelle suite ainsi 
formée présentera le méme nombre de variations que ja précédente. 


(') Le but est toujours de diminuer et de diriger les tatonnements qui conduisent 
a ces racines. On remarquera que, en Arithmétique méme, c'est 1a le caractére des 
regles qu’on enseigne pour faire une division ou extraire une racine. On ne doit pas 
se faire illusion sur la valeur pratique des expressions algébriques des racines d’une 
equation, lorsqu’on possede de pareilles expressions. Pour les réduire en nombres, il 
faudra faire ces tatonnements qu’enseigne l’Arithmétique, et il n’est pas inutile 
d’observer que la méthode pour extwaire une racine carrée, par exemple, qu’on qua- 
lifie dabrégee, n’est que Vapplication de Ja méthode d’approximation de Newton. Je 
rappelle encore que les expressions algébriques des racines d’une équation du troi- 
sieme degré sont inapplicables quand les trois racines sont réelles. 
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Plus briévement, on dit que, en introduisant ce terme, le nombre de 
variations n’est pas altéré. De méme, en supprimant un terme inter- 
médiaire entre deux termes de signes contraires. 

Si, entre deux termes consécutifs de méme signe, on introduit un 
nouveau terme, le nombre de variauons ne change pas ou est 
augmenté de deux unités. Si on supprime un des termes intermé- 
diaires de la suite compris entre deux termes consécutifs qui ont le 
méme signe, le nombre des variations n’est pas modifié ou est diminué 
de deux unités. 

En supprimant dans la suite z, 8, ..., A autant de termes intermé- 
diaires que l’on veut, le nombre de variations reste le méme, ou est 
diminué d’un nombre pair. En supposant que, dans la suite, on sup- 
prime tous les termes intermédiaires, pour ne garder que les termes 
extrémes %, A, on arrive aux conclusions suivantes: si les termes 
extrémes 2, 4 sont de mémes signes, la suite présente un nombre pair 
de variations, qui peut étre nul. Si les termes extrémes «, ) ont des 
signes contraires, le nombre de variations de la suite est impair. 

On ne change pas le nombre de variations d’une suite en chan- 
geant tous ses termes de signe ou en renversant l’ordre de tous ses 
termes. 

J’arrive maintenant a l’énoncé du théoréme (ou régle des signes) de 
Descartes. 

Considérons un polynome ordonné f(x) et appelons nombre de 
variations de ce polynome le nombre de variations de la suite de 
ses coefficients (non nuls) : /e nombre de racines positives du po- 
lynome est égal ou inférieur au nombre de ses variations ; la 
différence entre ces deux nombres est paire. Chaque racine doit 
étre comptée pour autant de racines qu'il y a d’unités dans son ordre 
de multiplicité. 

L’une des démonstrauons que lon a données de ce théoréme 
permet de le rattacher au théoreme de Rolle : c’est celle qui suit. 

Je supposerai toujours dans ce qui suit que le polynome considéré 
n’a pas de racines nulles. Si ce polynome était divisible par #?, on 
n’aurait qu’a supprimer le facteur z?; le polynome auquel on par- 
vient ainsi a les mémes racines positives et le méme nombre de 
variations que le polynome proposé. 

La seconde partie de l’énoncé s’établit immédiatement en subst- 
tuant o et + 0 dans f(z): si les deux coefficients extrémes sont de 
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mémes signes, le polynome f(x) a un nombre pair (peut-étre nul) de 
racines positives; il présente alors un nombre pair de variations; s1 
les deux coefficients extrémes sont de signes contraires, le polynome 
a un nombre impair de racines et de variations; dans les deux cas, la 
différence entre le nombre des racines et le nombre des variations est 
paire. 

Observons encore que le théoréme de Descartes est évident pour 
les équations du premier degré; le lecteur n’aurait aucune peine a 
constater qu'il est encore vrai pour les équations du second degré. 

Admettons qu'il soit vrai pour les polynomes de degré n—1; Je 
vais établir qu’il est vrai pour un polynome quelconque f(z) de 
degré n. Il est vrai, par hypothése, pour la dérivée f’(x), qui est de 
degré n —1. Je désignerai par V et V’ les nombres des variations des 
polynomes f(x) et /’(a) que je supposerai ordonnés par rapport 
aux puissances décroissantes de la variable. Le premier coefficient 
de f(x) [et de f’(x)| est supposé positif. Les coefficients de /’(a) sont 
ceux de,f(z) multipliés par des nombres positifs : toutefois, il n’y a 
pas, dans f’(z), de coefficient correspondant au terme constant 
de f(x). Le nombre de variations de f’(x) est le nombre de varia- 
tions de la suite des coefficients de f(x), dont on a supprimé le der- 
nier. On a V= V' ou V=V'+14, suivant que les deux derniers 
termes de f(z) présentent une permanence ou une variation. 

Soient @, Gz, ..., @p les racines positives de f(a) rangées par 
ordre de grandeur croissante, avec les ordres de multiplicité a,, 
@q, +++, &%p. Le nombre de racines positives de f(x), en tenant 
compte de leur ordre de multiplicité, est P=4,+ a,.+...+ 4p; 
elles fournissent, ainsi quil a été expliqué au n° 253, 


@j—1 + @—1-+...+a@,—1=P—p, 


racines positives de la dérivée, communes a f(x) et a f'(x). En 
vertu du théoreme de Rolle, il y a d’ailleurs au moins une racine 
de f’(x) intérieure 4 chaque intervalle de la suite a,, a, ..., @p, 
c’est-a-dire au moins / — 1 racines positives autres que celles qu’on 
a déja comptées; il peut encore s’en trouver entre o et a, entre a, 
et +o. En résumé, si l’on désigne par P’ le nombre de racines posi- 


tives de f’(x), on a 


Pl=P—p+p—1+k= = Teak 
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en désignant par £ unentier positif ou nul; le théoréme de Descartes 
s'appliquant par hypothése a la dérivée, on a 


P—1+kSV,, PSW+1—ASV'+1SV +1; 


si P n’était pas inférieur ou égal a V, il faudrait done quwil fat égal 
a V-+1; mais cela est impossible, puisque, alors, la différence 
entre P et V serait impaire. Le théoréme est démontré. 

Quand il n’y a pas de variations, il ne peut y avoir de racines posi- 
tives, en vertu du théoréme précédent : cette conclusion est évidente « 
priort, puisque, alors, tous les termes du polynome sont de méme 
signe quand x est positif : leur somme ne peut étre nulle. 

Quand il y a une variation seulement, il y a au plus une racine po- 
sitive : il y en a stirement une, puisque les termes extrémes du poly- 
nome sont de signes contraires. Dans ce cas encore, la démonstration 
directe esl aisée. 

Le polynome f(x), en effet, si ’on suppose qu’il commence par 
un terme positif, peut s’écrire sous la forme g(a) — h(x) en dési- 
gnant par g(x) et A(x) des polynomes ordonnés a termes tous po- 
sitifs et pour lesquels le degré du second est inférieur au degré r du 
dernier terme de g(x); ona alors 


Diera) ~ &(@) ~ eae 


ie ie a! 


supposons que, dans le second membre, on ait elfectué la division 


par xz” de chaque monome de g(x) et de h(x); tous les termes 


Sk*) Ga hia 
de EA) ont des exposants positifs ou nuls, tous ceux de ae ont des. 


ACD ee 


exposants négatifs; lorsque x croit par valeurs positives, -———~ croit, 


AES i anaes ; (@ . 
Se, décroit; il en résulte que a est constamment croissant et ne 
ei ; 


peut s’annuler qu'une fois; d’ailleurs le polynome /(.7) s’annule cer- 
tainement puisqu’il a des valeurs de signes contraires pour 2 =o 
Cia CO. 

La régle due a Descartes permet d’obtenir une limite du nombre 
de racines négatives de l’équation /(x) = 0, lesquelles ne sont autres 
que les racines positives de la transformée en — x, f(— x) =0, 
changées de signe. Dans ce qui suit, je désignerai par V et V, les 
nombres respectifs de variations de la proposée et de la transformée, 
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par P, P, les nombres respectifs de racines positives de l’une et de 
Pautre; P, est le nombre de racines négatives de la proposée. On 
a RSV, P\<V,; les différences V—P, V,;—P; sont des nombres 
pairs; V + V, estune limite supérieure du nombre de racines réelles 
de léquation proposée (qui n’a pas de racines nulles); si n est le 
degré de cette Equation, on voit que le nombre de ses racines ima- 
ginaires est égal ou supérieur an — V — V,. 


Considérons, par exemple, l’équation 
vet wi 3nH2?— 2% —I=—0; 


elle a une racine positive puisqu’il y a une variation et une seule; la trans- 

formée en — a a deux variations; la proposée a zéro ou deux racines négatives; 

elle a une ou trois racines réelles; elle a deux ou quatre racines imaginaires. 
Considérons encore l’équation 


e+ axP4+b=0, 


ot l'on suppose n > p. 

1° Supposons nz et p pairs, il y a évidemment autant de racines positives 
que de racines négatives. Si @ et 6 sont positifs, il n’y a pas de racines réelles ; 
sia et } sont négatifs, il y a une racine positive et une négative; de méme 
si @ est posilif et 6 négatif. Si a est négatif et b positif, il peut y avoir deux 
Ou zéro racines positives, 

2° Supposons rn et p impairs; la transformée en — @ est a” + ax?—b=o. 
Si a est positif, il n'y a qu'une racine réelle, qui est de signe contraire a 0. 
Pour a<o, b> 0, il y a une racine négative, zéro ou deux racines positives. 
Pour a <0, b<o0, il y a une racine positive, zéro ou deux racines négatives. 

3° Suppeosons 7 pair et pimpair; la transformée en — x est 2? —ax?P+b=o. 
Si } est positif, il y a zéro ou deux racines réelles; s'il y en a deux, elles sont 
de signe contraire a a. Si 6 est négatif, l’équation proposée a une racine po- 
sitive et une négative. 

4° Supposons 2 impair et p pair, la transformée en —z@ est 2” —ax? —hb=o. 
Si 6 est positif, il y a une racine négative, zéro racine positive si a@ est po— 
sitif et, si @ est négatif, zéro ou deux racines positives. Si 6 est négatif, il 
y a une racine positive, zéro racine négative si a est positif, zéro ou deux si a 
est négatif; en toul trois racines réelles au plus. 


On peut faire, sur l’évaluation de la somme V + V,, quelques 
remarques générales qui nous conduiront, en particulier, a cette 
conséquence importante : 


Le nombre de racines positives d’une équation dont toutes les 
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racines sont réelles est égal au nombre de variations du premier 
membre de cette équation. 


Considérons deux termes consécutifs de f(a); soit 6 la différence 
de leurs degrés; soit 6’ le nombre d’unités que ces deux lermes 
apportent dans la somme V + V,; 4! est nul si les deux termes consi- 
dérés présentent une permanence dans f(z) et dans f(— x); 6! est 
égal a 1 s'ils présentent une permanence dans l’un des polynomes 
et une variation dans l'autre; 6’ est égal a 2 si les deux termes pré- 
sentent une variation dans f(z) et dans f(— x). 

Supposons 6 impair : l'un des termes consécutifs est de degré im- 
pair et change de signe quand on change x en — 2; ]’autre terme est 
de degré pair et ne change pas de signe; si les deux termes présentent 
une variation dans l’un des polynomes f(z), f(— x), ils présentent 
une permanence dans l’autre; on a 6! =r. 

Si 6 est pair, les deux termes sont de degré pair ou de degré im- 
pair; quand on change x en — z, ils ne changent ni l'un ni lautre, 
ou bien tous deux changent de signe : on a 6/= 0 si les deux termes, 
dans f(x), présentent une permanence; on a 6/= 2 s’ils présentent 
une variation. 

Dans tous les cas 6 — 6! est un nombre pair, positif ou nul. 

V + V, est égal a la somme des différents nombres 6’ qui corres- 
pondent aux divers couples de termes consécutifs de f(x); c’est ce 
que ] exprimerai en écrivant 


V+V,= 505; 


quant a la somme Z6 de toutes les différences de degrés relatifs a ces 
mémes couples, elle est évidemment égale a la différence n entre le 
degré du premier terme de f(z) et le degré o du dernier terme. 

La différence n—(V+V,)=%6— 2X0! = 3(6 — 0’) est un nombre 
pair, positif ou nul, puisque chacun des termes de la somme %(6 — ') 
est un nombre pair, positif ou nul. 

I’n vertu de cette remarque et du théoreme de Descartes, on peut 
poser, en désignant par 4, 8, 8, des nombres entiers, positifs ou nuls, 


V+ Vi=n— 24%, PSV 220, P, = Vi— 2.8. 
On en conclut 


n=V+V,+20=P+4+ Py4+22+28+ 26). 
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Comme on a d’ailleurs n = P+ P,-+ 21, en désignant par 21 le 
nombre de racines imaginaires de f(z), ona 
© \ = 


al=24+ 28 + 281; 


si l’on sait d’avance que 21 est nul, on sera assuré que 2, 8, 8, sont 
nuls; 8 et 8, étant nuls, ona P= V, P,= V,; le nombre de racines 
positives de l’équation proposée est égal au nombre de variauions 
qu’elle présente. 

Dans le cas général il y a au moins un nombre de racines imagi- 
naires égal a 


N 


2a4=n—V—V,= 3(6— 0’). 


Pour une équation donnée, il est trés aisé de déterminer le nombre 
n— V —YV, et d’obtenir ainsi une limite inférieure du nombre de 
racines imaginaires. L’expression 3(6 — 0’) n’est pas non plus sans 
intérét; comme les nombres 4’ sont au plus égaux a 2, on voit que, 
dans une équation dont toutes les racines sont réelles, aucun nombre 6 
ne peut dépasser 2; aucun nombre 6 ne peut étre égal a2 si le nombre 
correspundant 4! est égal a 0, c’est-a-dire si les deux termes consécu- 
ufs dont les degrés different de 6 = 2 unités ont des coefficients de 
méme signe. Entre deux termes consécutifs d’un polynome /(.x) 
dont toutes les racines sont réelles, 11 ne peut manquer plus de deux 
termes; si les coefficients des deux termes consécutifs sont de mémes 
signes, il ne peut en manquer deux. 

Lorsqu’on sait qu’une équation a toutes ses racines réelles, on 
reconnait immédiatement le nombre de ses racines positives et le 
nombre de ses racines négatives. 

Pour une telle équation, il est aisé de reconnaitre combien de 
racines réelles sont supérieures 4 un nombre donné @; en effet, les 
racines du polynome f(x -+- a) sont les racines du polynome /(.x) 
diminuées de a; le nombre de racines de f(x) supérieures a a@ sera 
donc le nombre de racines positives du polynome 


c’est-a-dire le nombre de variations v de la suite 
ia). Sia), oor) fw) (a), 


dot on a supprimé les termes nuls, s’il y a lieu. 
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De méme, le nombre de racines de |’équation supérieures a b est 
donné par le nombre o’ de variations de la suite 


es (Oe ons of MCB). 


Le nombre de racines comprises entre a et b est donc ¢ — 9’, en 
supposant a < b. 

Ce théoréme ne s’applique qu’aux équations dont toutes les racines 
sont réelles : dans le cas général, on démontre que le nombre » — 9’, 
calculé comme on vient de l’expliquer, est supérieur ou égal au 
nombre de racines comprises entre a et 6, et que la différence 
entre ¢ — ¢’ et le nombre de racines est paire; je me borne a énoncer 
ce théoréme, qui est connu sous les noms de Budan et de Fourier. 

Une autre transformation que celle qu’on vient d’indiquer permet 
de trouver, au moyen du théoréme de Descartes, une limite supé- 
rieure du nombre de racines dune équation donnée f(x) = 0 com- 
prises entre deux nombres donnés a et b (a <b). 


7" il est clair lor roitdeaab 
big? Ht est clan que, lorsque x croit de @a 0, yv 


croitde o a +; pour les autres valeurs de x, y est négatif; le nombre 


Si lon pose y = 


de racines de l’équation f(z) = 0 qui sont comprises entre a et b sera 


\ 


; é on i : a+b 
done égal au nombre de racines positives de l’équation £(F=*) uO? 


on mettra cette équation sous forme entiére, on comptera le nombre 
de variations et l’on obtiendra ainsi un nombre égal ou supérieur au 
nombre de racines de l’équation f(z) = 0 qui sont comprises entre @ 
et 6; si équation en & avait toutes ses racines réelles, il en serait de 
méme de l’équation en y; le nombre de variations de cette derniére 
donnerait exactement le nombre de racines de l’équation en # com- 
prises entre a et b. 


Exemples. — L’équation 


}- — { + - L750) 


a ses quatre racines réelles (n° 198). 
En chassant les dénominateurs et en ordonnant, elle prend la forme 


D 


o— Fe? — je? 197 — 2 =0; 
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‘on voit, par le théoréme de Descartes, qu’elle a trois racines positives et une 
racine négative. En désignant son premier membre par f(a), on a 


PME) SEB = DE == OG? Fa 1G 
Lf (a) S622 — 212 i) 
eine 
i INC GP) == ih 


Cherchons, par exemple, combien il y a de racines entre o et 1,5. Ce 
nombre est égal a la différence de variations entre Jes deux suites 


c’est-a-dire 3 —1 = 9. Il y a done deux racines positives entre o et 1,5. On 
sait d’ailleurs (n° 198) que les racines de l’équation proposée sont respective- 
ment situées dans les intervalles de la suite 


a Oe peoaid Weeeiel icp ee ey eas 


puisqu’il y a trois racines positives, la racine comprise entre -—-1 et 1 est cer- 

tainement positive; comme il y a deux racines comprises entre 0 et 1,5, on 

voit aussi que la racine comprise entre f et 2 est comprise entre £ et 1,9. 
Considérons |’équation 


I+2”7+397?+...4+(n+1)x"= 0. 


Le théoréme de Descartes n’apprend rien sur cette équation, si ce n’est 
qu’elle ne peut avoir de racines positives, ce qui est d’ailleurs évident. Mais 
on sait (n° 229) que le premier membre, multiplié par (#—1)?, devient 


(N= 1) ert — (ns 9) ert 7. 


Ce dernier polynome admet les racines de l’équation proposée et, en plus, 
la racine 1, qui est double. Il a d’ailleurs deux variations. Les racines néga- 
tives de ce polynome, s'il en a, sont les mémes que les racines de I’équation 
proposée; or la transformée en — a n’a pas de variations si 7m est pair; elle 
en a une si 7 est impair; ’équation proposée a donc une racine réelle, et une 
seule, dans ce dernier cas. Elle a toutes ses racines imaginaires quand 7 est 
pair. 


287. Limites des racines. — II est utile, afin de diminuer le 
nombre des essais a faire pour séparer les racines d’une équation, 
de savoir trouver des limites entre lesquelles elles soient certaine- 
ment comprises. 
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ye? kone fe wane ; 

Vindiquerai d’abord un procédé pour trouver une limite supé- 

rieure de la valeur absolue des racines réelles ou imaginaires d’une 

équauion a coefficients réels ou imaginaires, plus avantageux que le 

procédé un peu grossier que Vona indiqué aux Chapitres H et VII. 
Soient 

HBP) SS BOS CF EM Co enie ah 
un polynome quelconque et a un nombre réel, supérieur ar et au 
moins égal a la plus grande des valeurs absolues des coefficients 


Q@y) «++5 Ant, An. Si l'on désigne par 2’ la valeur absolue de x, on 
aura évidemment 


| f(a) | 2 0'®— a(v'r-3+ g't-24..,41). 


Supposons x’ >1, le second membre de Vinégalité précédente, qui 
a(a'?—1) 


ct do PS nt 2 
est égal a x!” — eect plus grand que 
; arn a? ( a’ —1— a) 
ain = . 
i i ie sh 
On a done 

; ee 2 a.) 

|B es 

i a 


et, si Pon a x/21-+-a, on sera certain que f(a) ne peut étre nul; 
a +1 est donc une limite supérieure des valeurs absolues des racines 
de léquation proposée; en particulier, les racines réelles sont com- 
prises entre —1—a et1+a4, ces expressions sont commodes a 
cause de leur grande simplicité; on peut toutefois en trouver de meil- 
leures. Je me borne, dans ce qui suit, aux équations a coefficients 
réels eta leurs racines réelles. 

Je vais montrer comment, pour une équation a coefficients réels, 
on peut obtenir une limite supérieure des racines réelles. En cher- 
chant, pour la transformée en — x, une pareille limite, puis en 
changeant le signe du résultat, on aura évidemment une limite infé- 
rieure des racines de la proposée. Lorsque |’équation proposée a des 
racines positives, on peut se servir de la transformée en = pour avoir 
une limite inférieure de ces racines : on n’a qu’a prendre Vinverse 
de Ja limite supérieure des racines positives de cette transformée. 

Je me borne done a la recherche d’une limite supérieure des 
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racines de l’équation proposée. Je supposerai que le coefficient de 
la plus haute puissance de x soit positif, en sorte que le premier 
membre f(z) de ’équation soit positif pour x posiuf et tres grand. 
Il suffit de trouver un nombre A tel que lon ait certainement 
Fe > O_pour eA. 

Si Pon avait-une pareille limite A’ pour les racines de l’équation 
dérivée /’ (x) = 0, on serait str que, pour « > A’, la fonction f(x) est 
croissante; tout nombre supérieur ou égal a A’ qui la rend positive 
est une limite supérieure des racines de f(.“ ) : on substituera, dans 
f(x), A’ ala place de x; si le résultat est positif, A’ sera une limite; 
si f(A’) est négauif, on substituera a la place de z des nombres plus 
grands que A’, par exemple des nombres entiers croissants, Jusqu’a 
ce qu’on en trouve un qui rende f(z) positif. 

Supposons que f(z) soit de degré n; sa dérivée nr" est une con- 
stante positive, sa dérivée (7 —1)™° est du premier degré; on obtient 
de suite sa racine ou unnombre plus grand; onen conclut, par le 
procédé qu'on vient d’indiquer, une limite supérieure des racines de 
fi ae puiside fs?) inn ee enin den, (ie 


Considérons, par exemple, l’équation 


LEE GLO NIP I AS NO) GO —— Dh EO 


la racine de f"(x) est? <2; en substituant 2 et 3 dans + f(x), on trouve 
des résultats négatifs; mais, pour # = 4, le résultat est positif; 4 est une 
limite supérieure des racines de f"(a); en substituant 4 dans /’(2), on trouve 
un résultat négatif; mais, pour a = 5, le résultat est positif; 5 est une limite 
supérieure des racines de /’(.2); 5, 6 et 7 substitués dans /(z) donnent des 
résultats négatifs; 8 donne un résultat positif; c'est une limite supérieure des 
racines; les essais qui précédent montrent en outre que la plus grande racine 
est comprise entre 7 et 8. 


Le procédé suivant donne d’ordinaire une limite un peu moins 
bonne que l’application de la regle qu’on vient d’expliquer et qui 
est due a Newton, mais il est d’une application plus rapide. 

On observera d’abord que, si un polynome 9(.c), dans lequel le 
premier coefficient est positif, a une variation et une seule, et, par 
conséquent, une racine positive et une seule, tout nombre @ qui, mis 
a la place de x, donne un résultat positif, est plus grand que cette 
racine. Pour un tel polynome on obtiendra la limite cherchée par des 
essais successifs, 
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Soit maintenant un polynome /(2z), dont je suppose que le pre- 
mier coefficient soit positif; on le décomposera en une somme de 
polynomes 


O4(@) + Oo(@) +...+ Op(x), 


dont chacun est ordonné par rapport aux puissances décroissantes 
de x, commence par un terme a coefficient positif et ne comporte 
qu'une variation; le dernier peut n’en comporter aucune mais doit 
Loujours, bien entendu, commencer par un terme a coefficient positif. 

On cherche un nombre a, supérieur ou égal a la racine positive 
de 9,(2), un nombre a, supérieur ou égal a la racine positive de 
9, fo...) un nombre ap supérieur ou égal a la racine positive de 
p(x), sil y en a une; si 9p(x) n’a pas de variation, on prendra 
&,p=o0. Le plus grand des nombres a, az, ..., ap sera une limite 
des racines de f(x), car pour les valeurs de x supérieures 4 ce nombre, 
chacun des polynomes @1 (2), £2( 2), + -., Op( 2) sera positif. 


Par exemple, dans |’équation qu’on vient de traiter, on peut prendre 


OTL) — eS 


; O2(@) = 19x — 2; 


le nombre 8, mis a la place de x, rend 9;(x) et 92(2) positifs; c'est une 
limite supérieure des racines positives de |’équation proposée. 

Cherchons une limite inférieure des racines positives, et, pour cela, une 
limite supérieure des racines positives de l’équation 


20*—19%3+ 522+ 74% —1=0, 
on peut prendre ici 
O1 (#2) = 27+ — 192%, Ox(7) = 5xv?+ 


ries ee 
42 annule 9,(x) et rend 92(a) positif. 

Le nombre 75 ou le nombre plus petit 0,1 peut done servir de limite infé- 
rieure des racines positives. 


988. L’utilité des propositions et des méthodes exposées dans les 
deux numéros précédents pour la séparation des racines (une équa- 
tion algébrique ressort suffisamment. 

Il convient de remarquer que, pour une telle équation, on peut 
toujours supposer qu’elle n’a plus que des racines simples; il suffit 
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de lui appliquer la méthode du n° 119. Je ne reviens pas sur le part 
qu’on peut tirer du théoréme de Rolle. 

Le théoréme de Descartes fournit un premier renseignement sur 
le nombre de ses racines positives et négatives. Apres avoir déter- 
miné des limites supérieure et inférieure de ces racines, on cherche 
a séparer ces racines, par exemple en substituant dans le premier 
membre des nombres, que l’on se gardera de prendre en dehors des 
limites; lorsqu’on sait que toutes les racines sont réelles, on peut 
procéder réguliérement dans cette recherche, puisqu’il est alors aisé 
de connaitre le nombre de racines contenues dans un intervalle. Les 
racines étant séparées, on cherche, par de nouvelles substitutions, a 
resserrer suffisamment lintervalle dans lequel chaque racine est en- 
fermée pour qu’on croie pouvoir appliquer utilement quelqu’une des 
méthodes d’approximation. 

Il peut se faire qu'une équation algébrique ait des racines ration- 
nelles, et il importe de savoir déterminer exactement ces racines. 


289. Recherche des racines rationnelles. — Soit 


Ayot+ Ayvt—t4...+An,=0 


une équation a coefficients endzers ('), dont je désignerai le premier 
membre par f(z). Supposons qu’elle admette une racine ration- 


? 5 . 
nelle = les nombres entiers p el g elant premiers entre eux; le cas 


ot. g serait égal a 1 n’est pas exclu. Le polynome f(z) est divisible 


@) . h . ayes 
pare — : ou par gx — p. Ce dernier polynome étant primitif, au 


sens du n° 50, la division ne doit introduire au quotient aucun terme 
fractionnaire; en paruculier, Ay et A, doivent étre respectivement 
divisibles par g et p, puisque le premier et le dernier coefficients du 
quotient sobuennent en divisant respectivement Ay et A, par g et 
par — p; ailleurs, les coefficients du quotient de la division par 


qx — p sont les coefficients du quotient de la division par 2 — L ves- 
q 


(1) Lorsque les coefficients dune éyuation sont des nombres rationnels, on n’a 
qu’a multiplier tous les coefficients par un nombre conyenable pour les rendre en- 
tiers. Quant au cas ot les coefficients sont irrationnels, il n’y a pas lieu, en général, 
de s’en occuper. 


EQUATIONS ALGEBRIQUES. 415 


pectivement divisés par q; d’ot, en se reportant a la régle du 
n' 54, les conclusions suivantes : 


‘ , : : Es 2 7 - . : R . 
St la fraction irréductible 7 est racine de l’équation a coeffi- 
clents entters 


Apv? + Ayx"-+,..+ A,=0, 


les nombres 


est nul('). 


Le quotient de f(x) par x — 7 est alors 


Box?! + Bi v2... alee bay vin 


(') Ces propositions s’établissent directement. De la supposition 
LNG JOO AE Ny Joe) a= oo eae At =.) 


on tire successivement 


seh Say PSS IN OG) Sec sae GPS), 
B, jo i—2 n—3 n—2 
he ee BENG 2G testi ek, Pee), 
By pt pay n—A A gn-3 
J = (a7) FIN o qt, tA, ) 
et ee fe 
qd 


Les seconds membres sont eatiers; les premiers doivent l’étre aussi; g est premier 
ap et, par conséquent, a toutes les puissances de p; en vertu de la premiére éga- 
lité, il divise A,, donc B, est entier; en vertu de la deuxiéme égalitlé, g divise B,, 
donc B, est entier; la derniére égalilé montre a la fois que qg divise B,_, et que p 
Pp 


divise A,. La condition B, =o exprime que — est racine de l’équation f(z) = 0. 
n g 
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et le quotient de f(x) par gx — p est 


} 1 ! 
By cel + By a2... + Bhs, 


en désignant par Bi, Bi, ..., Bi_, les quotients de la division par ¢ 
des nombres Bs, By, 742, bz2i, les nombres B,D... 5 ob emsomt 
entiers. 


ke é D : x : ; 
Pour essayer une fraction a afin de reconnaitre si elle est racine 


de l’équation /(2) = o, on écrit sur une ligne horizontale les coeffi- 


cients 


Ao, A, Ag, eyenees IN sin Ayn 


? 


de cette équation, en ayant soin de remplacer par des zéros les coeffi- 


: : ee ee Te Ao 
cients Manquants; sous le premier coefficient Ag on écrit B, = a 


, 1B jase AN ; 
, oP * chacun des coeffi- 


B’, que l’on écrira sous A,, est égal ¢ 
0 J ) i) 
cients B), Bj, ..., Bi, se déduit du précédent en le multipliant 
par p, en ajoutant celui des nombres Ay, Ay, ..., An_, au-dessous 
duquel on doit le placer, et, en divisant lasomme par g; le nombre B’ 
| if ? > i qd; n? 
formé d’aprés la méme loi, doit étre nul. 
} ) 
Si lun des coefficients que lon est amené ainsi a écrire n'est pas 
I 
entier, ou si B’ n’est pas nul, # n’est pas racine de I’équation. 
q 
aa oD ‘ P : : gq ; 
Si = est racine de |’équation f(x) = 0, 5 sera racine de la trans- 
G 
: I eee f ‘ 
formée en ao c’est-a-dire de l’équation 


A, at Any x"-1+...4+ Ayp=o. 


On pourra aussi bien s’adresser, pour un essai, a cette équation 
qua la proposée; d’ot une nouvelle suite de conditions que je me 
dispense de répéter, et qu’on trouverait d’ailleurs aussi en faisant la 
division du polynome f(a), ordonné suivant les puissances crocs- 
santes de x par p—qa. Cest a la derniére équation qu'il faudra 
s’adresser si l’on veut essayer un nombre entier p, parce que, ainsi, 
on peut étre prévenu plus tot, en rencontrant un coefficient fraction- 
naire, que l’essai ne doit pas réussir. Pour la méme raison, c’est la 
premiere méthode qu’il faudra suivre si l’on veut essayer une fraction 


de la forme 7 D’une facon générale, on choisira plutdt la premiére 
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méthode ou la seconde suivant que p est plus petit ou plus grand 
querg (‘)). 

Les nombres rationnels a essayer sont, d’ailleurs, en nombre limité : 
pour les obtenir, on cherchera les diviseurs de A, et de A,, on for- 
mera un tableau contenant tous les diviseurs de A, et toutes les frac- 
tions ayant pour numérateur un diviseur de Aj, pour dénominateur 
un diviseur de Ay; toutes ces fractions devront étre réduites a leurs 
plus simples expressions; tous les nombres du tableau seront affectés 
des signes + et —, on ne gardera que ceux qui sont distincts. 

On supprimera tous ceux qui seraient en dehors des limites assi- 
gnées aux racines. 

Voici une remarque a l’aide de laquelle on peut éliminer certains 
des nombres a essayer : 


ea 2) é . 5 5 “ , \ 
Soit m une fraction irréductible (le cas ot g est égal a1 n’est pas 


exclu). Soit o(2) le quotient de la division du polynome f(z) par 
gq —p, quouient qui doit avoir tous ses coefficients entiers. L’iden- 
tité f(2) = (qx —p) (x) montre que, si lon attribue a # une va- 
leur entuere quelconque, le nombre entier f(x) doit étre divisible 
par le nombre entier gx — p. En particulier, les nombres entiers 


f(t) et f(—1) doivent étre respectivement divisibles par g — p 
etg +p; on rejettera ceux des nombres : qui ne satisferaient pas a 


cette condition; en particulier, on rejettera les nombres entiers p 
tels que p —1t et p+ ine divisent pas l'un et autre les nombres f(1) 
et f(—2). 

Remarquons enfin qu’on peut toujours ramener la recherche des 
racines rationnelles a la recherche des racines entiéres : en effet, une 
équation a coefficients entiers étant donnée, on peut toujours, en 
multipliant ses racines par un nombre entier convenablement choisi, 
la remplacer par une équation, 4 coefficients enters, dans laquelle le 
coefficient de la plus haute puissance de x soit égal a 1. Pour une 
pareille équation, les racines rationnelles sont nécessairement en- 
tiéres. Il ne restera plus, aprés avoir calculé ces racines entiéres, 


é , : D rays 
(') Cela n’a rien @absolu, surtout si la fraction F est yoisine de « en valeur 
q 


absolue : si g était un nombre premier, ce serait une raison pour choisir la pre- 
miére méthode. 
Tt. —II- 27 
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qu’a leur donner comme dénominateur le nombre entier par lequel 
on a multiplié toutes les racines de la proposée. 


La remarque suivante permet quelquefois de reconnaitre rapidement quwun 
polynome f(a), 4 coefficients entiers, n’a pas de racines entiéres. Soit m un 
nombre naturel quelconque : on reconnait de suite que, si deux nombres 
entiers a et 6 donnent le méme reste quand on les divise par m, il en est de 
méme des deux nombres entiers f(a), f(6). Il résulte de la que, si ’on substi- 
tuait dans f(a), a la place de w, tous les nombres entiers de — «a +o, et si 
Von calculait les restes de la division par m, les restes se reproduiraient pério- 
diquement de m en m(‘'); pour obtenir tous les restes possibles, il suffira de 
substituer, dans f(2), m nombres entiers conscécutifs. 

Ceci posé, lun de ces restes doit étre nul si f(a) admet une racine en- 
tiére a, a savoir le reste qui correspond a celui des nombres substitués qui, 
divisé par m, donnerait le méme reste que a. 

Si donc, parmi les m résultats de substitution, aucun n’est divisible par m, 
on est sir que l’équation f(x) =o n’a pas de racines entiéres. 

En particulier, si les deux nombres f/(0) et f(1), ou f(o) et f(— 1) sont tous 
les deux impairs, l’équation f(a) =o n’a pas de racines entiéres; elle n’en a 
pas non plus si aucun des trois nombres f(—1), f(o), f(1) west divisible 
par 3. La premiére de ces conclusions s’établit sans peine directement. 


Exemple. — Soit 
S(@) = 282+ 13625 — 335 7*— 1530 H3 — 118 22? — 1666% + 245 


le premier membre de l’équation proposée; d’aprés le théoréme de Descartes, 
il peut y avoir, au plus, deux racines positives et deux racines négatives. 


Le polynome 


2826 + 13625 — 335 v'— 153073 — 118 22 — 1666 2z 


na qu’une variation; il est positif pour w = 4; il en est de méme a fortiori 
de f(x) pour les valeurs de # égales ou supérieures a 4; 4 est une limite supé- 
rieure des racines (n° 287). 

On a dailleurs 


J(— @) = x*( 282? — 13627 — 335) + 12 1530x — 118) + (16662 + 245). 


La premiére parenthése est positive pour a = 7, il en est de méme des deux 
autres polynomes placés entre parenthéses : — 7 est une limite inférieure des 
racines de l’équation proposée. Je me dispense de chercher une limite infé- 
rieure des racines positives, une limite supérieure des racines négatives. 


(‘) La période peut d’ailleurs étre plus courte; le nombre de termes qui la com- 
posent est nécessairement un diviseur de m. 
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Ona 
S(t) =— 3240, JS(— 1) = 2880. 


Les diviseurs de 28 et de 245 sont respectivement 


a Land . 
Ue 2s 15) yh Met Xe 


= , ~ Q- Pw it 
Lise Gee LOb pe fen DAs 


Les nombres distincts a essayer seraient, d’aprés cela, 


=) il a = = Hey cee 
Sas , ’ 5) ’ 3 aye 4, “, 
2, 4 7 14 28 2 4 
SE) ima Ke) i‘ Susy 6) Ae SE = 4 ae 
Sens Cs 4 =D) ’ 
19; 2 bf z b) ; 5 ») ime ie om 
4 2. | 7 4 2 
aus 6)6) i=) SEO AS =i DAG 
+ 35, ; —, +245, 053 sacle 
2. 4 2 | 


En supprimant ceux qui tombent en dehors des limites, et les nombres = 1, 
déja essayés, il reste 


= ead | BET Sheol raat ey as =F ' 
a 5) 5 i) - 5) 4 ? a 5 ) ie Te LA 
sien) 2S = 6) =e) 
Be i ? 14 ’ Rane 


La régle relative a f(1), f(— 1) permet «l’écarter les nombres 


a ahaa iat an) =) fn) 
Fad) ’ ’ ? ? 
iy 28 4 2, 4 28 
il reste a essayer 
ia Sil - | aay) : 
? ee) ) ? aie) 
th - 
2 4 7 2, 


: pace I 

Les essais relatifs a - , = 
2 Wi 9) 
ivan 


28 136 —335 —1530 —118 —1666 245 
! F > ! , ye K 
Se te 130 830 174 —1970 
2 
tl - 
Me / 
4 
I We ; ie 
zs 4 ONO fA es SS ATO DT, Oo. 
7 
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L’essai a réussi pour — et les nombres écrits en dernier lieu sont les coeffi- 
7 


cients du quotient de f(a) par 7% —1; on remplacera, dans les essais ulté- 

rieurs, f(@) par ce quotient, qui est plus simple. Il n’y a pas lieu d’essayer une 
a bee a Gi : : 

seconde fois — puisjue 7 ne divise pas 4. Pour essayer +> au lieu de faire la 

7 2 

division par 22 — 7, les polynomes étant ordonnés par rapport aux puissances 

décroissantes de #, on essaiera la division du polynome ordonné par rapport 

aux puissances croissantes par 7 — 2: le calcul est indiqué ci-dessous : 


245 49 225 45 —20 —4, 
BP gh | ee mali 2 Oo. 
L’essai réussit encore : + est racine de la proposée: on a les coefficients du 
Ds 


quotient de la division par 7 — 2a; ordonné par rapport aux puissances crois- 
5 

santes de 7; on peut se dispenser d’essayer + une seconde fois, car on savait, 
2 


par le théoréme de Descartes, que Péquation /(2) ne pouyait avoir plus de 
deux racines positives; au surplus, sur le polynome méme auquel on parvient, 
on reconnait qu’il ne peut y avoir de racines positives. Il ne reste plus qu’a 


/ 


Fr : : ==) 3 : ‘ : 
, » — 5; Vessai de est inutile, puisque 7 ne 
v7) 2 > 
4 <} y 


essayer les nombres 


divise pas le coefficient 2 de la plus haute puissance de #; pour essayer ——, 


on fera la division par 7 + 22, les deux polynomes étant ordonnés suivant les 
puissances croissantes de #; le calcul est indiqué ci-dessous 


IJ n'y a pas lieu d’essayer une seconde fois “+ il reste a essayer la divi- 
Yrask yy) 5 
2 


sion par 5-++ 2 qui donne les coefficients : 


1 oO HW <O}s 


On voit que —5 est racine et que le quotient est 27+ 1. Finalement, on voit 


que l'on a 


f(x) = 28 (a — =) (x— Z (+ 2 \ (+5) (a*+1) 


= (77 —1)(2”%7—7)(24%+7) (e+ 5)(w?+ 1). 


On yoit que les essais se font assez rapidement : ils ne supposent 
nullement que l’équation considérée ait été débarrassée de ses racines 
multiples. Tout au contraire, quand on a affaire 4 une équation du 
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troisieme degré ou a une équation du quatriéme degré (dont le pre- 
mier membre n’est pas un carré parfait), et que les coefficients de ces 
équations sont rationnels, il est souvent plus commode, au lieu de 
rechercher par la méthode du n° 119 leurs racines multiples, d’appli- 
quer le procédé qu’on vient d’indiquer. 


EXERCICES. 
289. Résoudre léquation 
e+ jx*+ fx—t=o0, 
sachant qu’elle a deux racines dont la somme est —1. 


290. Résoudre l’équation 


, 


sachant quelle a deux racines dont le produit est égal a rt. 
291. Résoudre |’équation 
+ 3x°*—3xr—g=0, 
sachant qu’elle a deux racines symétriques. 
292. Résoudre l’équation 
r—6z7?4+ 11479 —6=—90, 
sachant qu’elle a deux racines dont la différence est 2. 
293. Résoudre |’équation 
r+ d7*—27—2,=0 
sachant qu’elle a deux racines dont le rapport est — 2. 


294. Trouver, en partant des relations entre les coefficients et les racines, la 
condition a laquelle doivent satisfaire p et g pour que l’équation 73+ pa+q=o0 
ait deux racines égales : cette condition étant vérifiée, résoudre l’équation. 


295. Etablir des formules, analogues a celles de Newton, qui donnent les 
sommes des puissances semblables négatives des racines d’une équation. 
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296. Vérifier, en supposant 9(xv) = 273+ px-+q, les identités établies au 
n’ 68. 


297. Calculer les coefficients de l’équation 


ew+-Aa?+ Brt+G=0 


connaissant la somme des carrés, la somme des cubes et la somme des qua- 
triémes puissances des racines de cette équation. 


298. Soit f(z) un polynome dont on donne les coefficients et dont on désigne 
lessracines pata, 0,6) oe, 0. 
Montrer, en développant en série ordonnée suivant les puissances croissantes 


I ws: ve 
de — les deux membres de l’identité 
DG. 


fae eee 1 ; De ass \ 
Va) Mee ae ae 6 


’ 


et en égalant dans les deux séries les coefficients d’une méme puissance de ee 


qu’on parvient a des formules qui donnent les sommes des puissances sem- 
blables positives des racines de l’équation f(a) =o. 

En développant suivant les puissances croissantes de w, on parvient a des 
formules qui donnent les sommes des puissances semblables négatives. 


299. Si une fonction symétrique entiére des variables a, b,c, ..., ¢ s’annule 
quand on y fait a = db, elle est divisible par Je produit des carrés des diffé- 
rences de ces variables. 


300. Si une fonction symétrique entiére des variables a, b, c est divisible 
parle déterminant 


elle est divisible par le carré de ce déterminant. 


301. Le carré du déterminant (n° 149) 


| 

hel 1 1 I | 
| Dy 2 T3 rn 
| 

| vy De ae ae 

| 
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est_ un déterminant symétrique dont les éléments s’expriment au moyen des 
sommes So, S1, Sz, ..-, Seng des puissances semblables des variables 2, 
IE oo bp Hei 

Déduire de la un moyen pour calculer le produit des carrés des différences 
des racines dune équation du niéme degré dont on donne les coefficients. 
Appliquer a léquation 23+ px+q=o0. 


302. Soient a, b,c les racines de l’équation x3 — 3.v +1 = 0; former léqua- 
tion dont les racines sont a?— 2, 62— 2, c2— 2, et celle dont les racines sont 


11 I 1 
2% 2 ne oe 
a b c 
Montrer que, si ’on forme la suite indéfinie 


a, a,= @—2, a,= aj—2, a3 = a3 — 2, Aor 


les nombres a, a, ay sont différents : la condition nécessaire et suffisante pour 
que l'on ait @)= aq, en désignant par p et g des nombres naturels, est que 
P— 7 soit divisible par 3. 

Calculer les valeurs de ab2-+ bc?+ ca?, ba?-+ cb? + ac?. 


303. Soit /(#) =o une équation du nitme degré et soit 2 une racine cubique 


imaginaire de Punité. 
Montrer que, dans le produit f(x) f(ax) f(a2x), les termes dont le degré 


nest pas divisible par 3 disparaissent. 
Si l’on désigne par 9( y) ce que devient ce produit quand on y remplace x3 
par y, ’équation o( y) =o a pour racines les cubes des racines de l’équation 


proposée. 


304. Soit, en général, S, la somme des niémes puissances des racines de 


Péquation algébrique f(2) = 0; le rapport a 
? Ni 


ment, a pour limite celle des racines de léquation f(x) =o dont la valeur 
absolue est la plus grande, en supposant qu'il y ait wne racine dont la valeur 
absolue dépasse celle de toutes les autres. 

Si les coefficients de l’équation f(x) =o sont réels et si la racine qui a la 
plus grande valeur absolue est positive, cette racine est la limite de Wis quand 
nm augmente indéfiniment (n° 226, a la fin). 

Former les équations qui ont pour racines les puissances 2, 4, 8, 16 des 
racines de I’équation 73 — 3”7+1=0: quel est lordre d’approximation que 


5 —= 
lon obtient en prenant Vice Ce, V Sis pour la valeur de la plus grande 


racine positive de cette équation ? 


» quand n augmente indéfini- 


305. Trouver les conditions pour que les deux équations 


B4+axt*+ba+t+ec=o. 


Go ae be 6 =0 


aient une racine double commune. 
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306. Résoudre et discuter Péquation 


TRUSS Her == (DEO oie S— |) == ©), 


ou a, b sont des nombres réels donnés; en regardant a, & comme les coor- 
données d’un point M, on demande de reconnaitre, d’aprés la position du 
point M, le nombre de racines réelles de Véquation proposée. 

Décomposer le premier membre en facteurs réels du second degré, dans le 
cas ott l’équation du second degré en z 


» 


$e = 0) Sage = () = © 
a ses racines réelles. 
307. Appliquer a l’équation 
r+axr+ba+ar+i=0 


la méthode du n° I81. 


308. Trouver le produit des carrés des differences des racines de léquation 
ei — alae 


309. Appliquer les formules de résolution de Péquation du troisiéme degré 
a léquation (en x) 
w— 3 yer + y+ B= 0; 
décomposer le premier membre en facteurs du premier degré. 
310. Soient ¢ une racine cubique imaginaire de Punité et a, 6, ¢ des variables 


queleonques; si sur expression a + 2b + z?c¢ on fait toutes les permutations 
possibles des lettres a, 6, c on obtient les six quantités 


a+24b6b + 27¢, GP Foy FIA. 
a(a+4b+oc), 4(atu4c+ xb), 
we(a+ab+u4c), #2(a+ac+ 2b). 
I/expression (@ + 2b + #c€)3 nest susceptible que de deux valeurs quand 
on y permote les lettres a, b, ¢ de toutes les maniéres possibles. Montrer que 


cette expression s’exprime rationnellement au moyen des fonctions symé- 
triques élémentaires de a, 6, ¢ et de Pune ou de lautre des quantités 


bct+ce@+ab?, be+ceca+arb. 
Désignant maintenant par a, 6, ¢ les trois racines de ]’équation 


a> px +- q = 0, 
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ou p et g sont des nombres donnés, on forme l’équation du second degré dont 
les deux racines sont 6c?+ ca®?+ ab’, b?c-+c?a+arb. Exprimer a, b, ¢ 
au moyen de ces deux racines et des données. 


311. Soient a, b, ¢ les racines de ’équation 
(1) TPES OUP Gf = 


supposées inégales. 
Le polynome du second degré 


(2 — b6)(x#— cc) (2—c)\(z— a) (a — a) (a —b) 
(©) ag —0 C a 
(a— b)(a—c) (6 —c)(b—a) (ec —a)(e—b) 


prend respectivement les valeurs 4, c, a quand on y remplace respectivement 7 
Pala aoe e (ne 67): 

Montrer que ses coefficients s’expriment rationnellement au moyen de p, q, 
V— 4p*— 279". 

Effectuer complétement les calculs en supposant p =—3,q= Tt. 

Quel est le résultat de l’élimination de x entre les équations (1) et (2)? 


312. On a appris, au n° 109, a former l’équation de degré n en a que 

Von obtient en faisant cos8@ =a dans l’équation cosn§ = cosa, et dont 
: ; : aAt+arn 

les racines sont les n valeurs que prend l’expression cos —————, quand on 

n 


y fait r =o, 1, 2, ..., w—1. Déduire de cette éyuation les égalités 


a a+27 a-hhn a—2(2m—1)R (—1)"— cosa 
cos cos COs cog EXO = ) 
2M 2m 2m 2m ym 
a aAa+»vMW7 a+ {Tt aA hint cosa 
COs cos COS oon COS SS 5 
2m 1 dnt +1 OW) eel | 21 | yee 


ou m désigne un nombre naturel. 

En remplacant dans la premiére a par 2% et m par 2p, enrapprochant dans 
les 4p facteurs du premier membre ceux dont les arguments different de =, 
puis en utilisant la relation sinow = 2sinr cos.r, on parvient a légalité 


Dae ee Oe 5 Re 3 Tr .,2+(p—i)r — sinra 
sin® — sin? sin? ~ Bow eida ae carer e 
Pp thd ha P Die a 
dot 
2 . GER 5 == (jo — Pie sing 
sin sin —... Sin Ue yam : 
P P ~P op=1 


Si lon a0<2z<7%, on doit évidemment prendre le signe +. Montrer que le 


42.0 


tapport 


2 a 1 


P 


sil — s1Nn 
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ae 
p 


Sin 


sin % 


lorsqu’on lui attribue sa vraie valeur pour les valeurs de « qui en annulent les 


deux termes, est une fonction toujours continue de 2 : conclure de 1A et de 


Végalité précédente qwil a toujours la valeur 


9p-1 
in faisant tendre z vers o dans l’égalité 
; <. CASS Ge @ ol . £+(p—i)r sin x 
sin — sin sin sao Sin = ’ 
iD 2? p Pp 9p! 
établir la relation 
ns 27 31 P 1)t Pp 
. ae . cS e ‘ + . et wn 
sin — sin — sin —... sin = = ; 
P iD P yD 2p! 
dot Von déduira 
: : 2.7 ; 3 1 sf Os Yop 
sin sin sin sin s 
WP == Y= = 1 2a DY OR | 2? 


313. Résoudre par radicaux les équations (n° 109) 


(aa Oy ta et) (or ty 1 ae en \. 


(f+ rr )@— (1 — tay 


(= Oye (1 = ae 


Montrer que, si A est. réel, la seconde équation a toutes ses racines réelles. 
La premicre équation a toutes ses racines réelles si A est compris entre — 1 

et +1. Quarrive-t-il quand A est égal a 1? Combien l’équation a-t-elle de 

racines réelles quand A est réel mais plus grand que 1 en valeur absolue? 


314. Si Von a, identiquement en z, 


a(ar+z')?+ 96 (ac+a')(Bet+B')+e(bPa+ BP’ P=A w?+2Br+C, 


a (ar+a')?+ob' (2x4 0') (Ba + B') +c (Ba + B')? = A'x?+ oB’e + CC’, 


ona 
2BB'— AC'’— A'C = (28'+ 2'8)2(266'—ac'—a' ce). 


‘ 


Montrer que la condition 266'— ac'—a'c = 0 est la condition nécessaire 
h— %) , Bi, — Xo 


soit égal 
L,— Hy, 


et suffisante pour que le rapport anharmonique —* 
Vie ol 
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a —1, en désignant par 2, 2, les racines de aw?+ 2b2 +4-¢, par Zo, wy, Les 
racines de a’ a7?+ 2b'r+ 0c’, 

Montrer que le résultant des deux polynomes Av?+ 2 Ba + G, A’a?-+-2 Bla + C 
est égal au résultant des deux polynomes az?+»2bx-+c¢, a’a?+2b'r+c' 
multiplié par (48'— a’ 8)s. 


315. Reprenant les notations du n° 274, on vérifiera d’abord que si, dans 
lexpression 
Sy Oh Gen lor 


Ul > — XZ; ‘ 
(Oa; i) Up = Wy Pe om on 15 


on remplace respectivement a; et y; par 


Theos at Qi , 
ba, — 4 B'y;—4 
Bares’ ya 


(n° 271), elle deviendra 


Q 


(28 —a' By T( yj;—2;) 
[M(2 — Ba;)|“[U(2— Sy,)|” 


Soient maintenant F(a, ¢) et G(x, ¢) les polynomes F(a) et G(a) rendus 
homogeénes : on a 
ayll(2— Bax;) = F (4, 6), 
by l(x— By;) = G(4, 6). 


Conclure de la que, si l’on pose 
@(X)=F(aX+a,BX+ 8’), P(X) = G(aX+ a’, BX + 8"), 


le résultant des polynomes ®(X) et P(X) sera égal au résultant des polynomes 
F(a) etG(z), multiplié par (2 0’— a’ B)mr- 


316. Si Von a, identiquement en z, 


Aj (4x0 + 4')"+a,(ax +a')h-1(Ba + 8’) 
+ dg (aw + 4')n-2(Ba + B')2+...+ an( Ba + B’)” 


= Aga? + Ayxot-1+ A,ar—2+...+ An, 


le discriminant du polynome Aja”-+...+ A, est égal au discriminant du 
polynome ay7” +-...+ @, multiplié par (46'— a’ Brit), 


317. Soit f(X, Y) un polynome de degré n, homogéne en X, Y; on y 
regarde X, Y comme des formes linéaires en x, y 


Kearstay,. Yxbr>f'y; 
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le polynome /(X, Y) devient alors un polynome en a, y que je désignerai par 
e(a, y); montrer que, si l’on pose 


Vel dr Ye oey} le Paes ' Rr 
X= ar'ta'y'’, Y'= ba'+ 8'y7’, 
a y li rM 
on a identiquement en a, y, x’, 7 


XA VA = 2! ge ty’ oh, 


rly " be yr " ri 6 W ss iD all A y t " "9 n 
X?? fxs +2AX'Y' fxy+ Y 2 fy2 = 22 ps 2a y Paya > Oy, 


et, symboliquement (n° 48), 
(X'Fx+ Y’Fy)” = (2'fe+y' fy)” (PSM OM casn 
On parvient a ces identités en remarquant qu’on doit avoir, quel que soit 4, 
S(XA+RKM,Y+KY' )=0(@+ko'=,y+ky’) 


et en égalant, dans les deux membres, les coefficients d’une méme puissance 
de k. 

Enoncer et démontrer la proposition analogue pour les polynomes homo- 
génes a un nombre quelconque de variables. 

Déduire de la qu’on a , identiquement en x, y, 


(gly)? = [Ae fie — (fav) ]? (48! — 26). 


" mul 
Px2 Fy? 


318. Des identités 
nf = afer y Sys 
n(n—1) f = 22 flo POV Satya yh dys 


ot f désigne un polynome du nie degré homogéne en x, y, déduire que le 
polynome 


Ab cae 2 ty ete ENO 
est divisible par f; montrer que le quotient est 


n 


[fae Sy — (fay)?). 


iS 


319. Résoudre les systémes 


ey 2 = 
(1) ane ee ak 
ly?—a7y+ea2nr+ y—3=0, 
TEASE WY OS) 0). 
(i) fod 
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Pour chacun de ces systémes, l’équation en a, obtenue en éliminant y, admet 
des racines multiples. 
On appliquera a ces exemples les deux méthodes expliquées dans le n° 283. 


320. Résoudre le systéme 


a 
| 
<> 
w 
I 
isp) 


SQ 
Ne 
ny * 
we 
| 
ie) 


321. Soit f(2) =o un polynome du degré x, dont toutes les racines soient 
réelles et distinctes : il en est de méme du polynome 


AS ag MMC) a 
ou a est une constante (réelle) queleonque; du polynome 
S(@) + si f(r) + 52 f" (av) +... + 5, f(x) 


ou sy, Sy, ..., Ss, sont les 7 premieres fonctions symétriques élémentaires de 7 
constantes réelles quelconques. On suppose r< n. 


322. Soit f(z, vy) un polynome homogéne en zx, y de degré n; on appellera, 
dans ce qui suit, racines d’un tel polynome les valeurs du rapport z= pour les- 
quelles il s'annule. 

Si le polynome f(z, vy) ases nm racines réelles et distinctes, les polynomes /,, 
Sys Svs Says fy, fey ++» ont aussi leurs racines réelles et distinctes. 

Il en est de méme des polynomes 


ZL fet ¥'Sys x fret 2a V7" fay tH fy r 


ot 2’, y' sont des constantes réelles quelconques, et, en général, du poly- 


nome (p <7) (a! fl, + ‘fi)P 
Lix wy: ? 


ou la puissance pi*me est symbolique (n" 48 ). 

Si dans chacun de ces polynomes on regarde x, y comme des constantes 
et 2’, y’ comme les variables, les polynomes en a’, y’ ont encore leurs racines. 
réelles et distinctes. 

Le polynome 


rt 


H = fis pl ae iy 


a toutes ses racines imaginaires. 

Dans le cas 0 f(a, y) est du troisiéme degré, on obtient la condition né- 
cessaire et suffisante pour que ce polynome ait ses trois racines réelles en 
écrivant que les racines du polynome H sont imaginaires. 
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323. Trouver quatre nombres en progression géométrique connaissant leur 
produit et leur somme. 


324. Soit ABC un triangle rectangle en A, dont on désignera les cétés, 
opposés aux angles A, B, C, par a, J, c. 

Soient AA’, BB’, CU’ les bissectrices intérieures limitées aux cétés. 

Déterminer ce triangle cornaissant 


Te a et AC’, 
2° BBS et) Car 
3° a et AA’. 


325. Nombre de racines réelles des équations 


xr rm gins 
L—- — + —... + (—1)" ~ =0 
3 Seal eure ny : 
(#+n—1)’—n'r=0, 
2(@ + n—1jett— nr(n+i)xr?— n@(an—1)=0. 


326. En égalant les parties reelles et les coefficients de ¢ dans les deux 
membres de l’équation 


(@ eat POS A+ Biz 
ot A, B, z, y sont supposés réels, on parvient aux deux équations 


B—3ry= IN. 


éliminer y entre ces deux équations; on parvient a une équation du neuviéme 
degré en x, qui se réduit au troisiéme en posant v3= uw. Montrer que les trois 
racines de l’équation en uw sont réelles. Comment, de la résolution de cette 
équation, pourrait-on déduire les racines cubiques de A + Bi? 


327. Soit f(2) un polynome du troisiéme degré, a coefficients réels; 
soient a, 8 les racines de la dérivée f’ (zx). 

D’aprés le théoréme de Rolle, si les trois racines de f(x) sont réelles et dis- 
tinctes, les nombres «, & sont réels et distincts et l’on a f(a) f(8) < o. 

Montrer, réciproquement, que cette derniére inégalité implique, d’une part, 
la réalité des nombres a, @; d’autre part les deux inégalités f(a) < o, (8) > 0, 
en supposant 4 < 8 et le coefficient de x positif dans f(a): ce dernier point 
résulte de ce que la dérivée est négative dans lintervalle (a, @). 

Conclure de la que la condition f(a) f(%) <o est nécessaire et suffisante 
pour que le polynome f(z) ait ses trois racines réelles et distinctes. Exprimer 
cette condition au moyen des coefficients de f(a). 
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Soit A la racine du reste de la division de f(x) par f'(x) : la condition 
J(«)f( 8) <o revient a dire que le nombre /'(A) doit étre de signe contraire 
au coefficient de 23 dans f(x). 


328. Soit f(a) =o une équation du quatriéme degré, a coefficients réels, 
dont les quatre racines sont réelles et distinctes, et dans laquelle le coefficient 
de x* est positif. Montrer que l’équation du troisiéme degré en y obtenue en 
éliminant x entre les équations 


LB) = Gs, y—f(@)=0 


a une variation et deux permanences. 


329. Soit 


I(@)=a2'4 jaxr+bbaer+hex+d 
un polynome du quatriéme degré a coefficients réels : on a 


2) = fe) @ea) +R), 
en posant 


R(x) = 3(6 — a?) 72+ 3(ce—ab)x+d— ac. 


Montrer que, si les quatre racines de f(a) sont réelles et distinctes, les deux 
racines %, % de R(z’) sont aussi réelles et distinctes et que lon a b—a?<o. 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que l’équation /(xz) = o ait 
ses quatre racines réelles et distinctes sont 


1 1 \ 
b— a*<9, T CaN TDN O EES EOS 
iW e4 


cxprimer au moyen de a, 6, c, d les premiers membres des deux de-niéres 
inégalités, 


330. Soit ¢(a) un polynome de degré nm dont toutes les racines sont réclles 
et distinctes; soient a, b, .... 1 ces racines. 

Tout polynome g(a) du degré n—1 dont les racines sont réelles ct dis- 
Unctes et telles que deux racines consécutives de 9(#) comprennent entre 
elles une racine de g(z), et une seule, peut étre mis sous la forme 


r f depen B lung 
ON renee bene Oe yy 


en désignant par A, B, ..., L des constantes de mémes signes. 
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331. Si, en désignant par @ une constante positive, le nombre de variations 
du polynome (a) (2 —a) west pas égal au nombre, augmenté d’une unité, 
des variations du polynome 9(a), ce dernier a des racines imaginaires. 

Aprés avoir multiplié le polynome 


{Gye Ayam + Ayam-t io Ag gm? 4 “uci Am 


par ~—a, on peut choisir a de maniére a annuler le coefficient d'un terme 
dans le produit f(#)(#—a). Conclure de la que le polynome f(x) a 
certainement des racines imaginaires si les quantités Aj — Ap—,;Apit, 
A3.,—ApAp+2 sont de signes contraires, ou si l’une d’elles est nulle. 

Un polynome dont trois coefficients consécutifs sont en progression géomé- 
trique a des racines imaginaires. 

Un polynome dont quatre coefficients consécutifs sont en progression 
avithmétique a des racines imaginaires. 


332. Si a, G2, ..., @, sont des nombres réels ou imaginaires dont les va- 
leurs absolues soient moindres que 5, les valeurs absolues des racines de 
Péquation 

I+ QU + G2 07 +... + aAnx” =0 


sont supéricures a >. 


Boo SU MOUESUP POSEN @ ceil, 07) "lel Sl LOnmacole ne mpanm (ey) ala 
somme dela série 


[+ @,% + Ap 027+ ...+4n)0"+..., 


absolument convergente pour toutes les valeurs de x telles que lon ait |z| <1, 


les racines de léquation f(a) = 0, vérifiant Pinégalité |x |<1, sont supé- 
rieures a 5, en valeur absolue: 
334, Soienta, b, c,..., /les racines du polynome f(.c); montrer que l’on 


a identiquement 


I I 1 HE AB) SB) jf 2B) 


1 1 n — . 


lie Cecr On 


(2—a) i (iy Ca fx) ’ 


montrer que si le polynome f(7) a toutes ses racines réelles, le polynome 
J(@)— f(x) f"(#) a toutes ses racines imaginaires. 


335. On considére une suite Vo, Vi, ..., Wn, ... de polynomes en x dont 
les deux premiers sont donnés; Vo est une cuonstante positive, V, est du pre- 
mier degré; les autres se déduisent de ceux-la par une relation de la forme 


Wee Gh pias Dio a CBD Be a odh: ‘ 
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oul @, 6, sont des polynomes en x donnés, a, est au plus du premier degré 
en x, 6, au plus du second degré. Il en résulte que V, est, en général, du 
nieme degré en a; je suppose que le coefficient de x” ne soit jamais nul. 

Je suppose en outre que, lorsque @ appartient a lintervalle (z, 8) ou % est 
plus petit que 6, 6, soit constamment positif, que, pour z = 4, V, soit du 
signe de (—1)” et que, pour x = 8, V, soit positif, enfin que la racine de 
Péquation V;= 0 soit comprise entre @ et (. 


Tels sont, par exemple, les polynomes X, et P, définis aux exercices 36 
et 38, en supposant 2 =—1, B=1 ('). 

Montrer (par induction) que les racines de ’équation V, =o sont réelles et 
distinctes, comprises entre ~ et 8 et que, entre deux racines consécutives de 


Véquation V, = 0, il y a une racine, et une seule, de léquation V,-; =o. 


336. Si une equation a coefficients rationnels admet une racine de la forme 
a+b/yp,oi a, b, p sont trois nombres rationnels dont le dernier n’est pas 
un carré, elle admet, au méme ordre de multiplicité, la racine a — 6 y/p. 


337. Sia, b,c, psont des nombres rationnels dont le dernier n’est pas un 


cube parfait, et si lon a 


a+bVp+cVp=o, 


on a nécessairement a=o0, b=0, c=0. 

On parvient aisément a la démonstration de cette propriété en multipliant 
VPégalité précédente par Vp, even regardant les deux équations ainsi obtenues 
comme des équations du premier degré dont Vp et V/p2 seraient les inconnues. 

Si une équation a coefficients rationnels adimet une racine de la forme 
a+bVp+evp? ota, b,c, p sont des nombres rationnels dont le dernier 
nest pas un cube parfait, elle admet, au méme ordre de multiplicité, les 
racines 


i plas = ae 
a+ baVp + cx Vp?, a+ b2V/p+caVp?, 
en désignant par % une racine cubique imaginaire de luniteé. 


338. Trouver les racines rationnelles de léquation 


gxvi— 18a4°— 148 x++ 2673+ 1997? — 82 — 60 =0. 
339. Soit A la plus grande des valeurs absolues des rapports 


> C30) —- 


(1) Sur la définition du polynome P Vow V Errata, a la fin du tome IL, 


T. — Il. 28 
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Pour que agxv? + aj vP-!+...+ a, soit un diviseur de Agv”’+A,v"—-1+...+Ap, 
il faut que l’on ait 


ay 


< C}U+A)?, Rear, ae] <a ay. 
a 


22 OF (reaN), 
ay 


ar 
0 


Montrer que, si Ay, Ay, ..-, A, sont des nombres entiers, la recherche des 
diviseurs a coefficients entiers du polynome Ajpw”’+...+ A, n’exige qu'un 
nombre limité d’essais. Dans cette recherche, on peut se borner aux diviseurs 


: n 
de degré pS-- 
Trouver les diviseurs a coefficients entiers du second degré du polynome 


20'+ r3—2972— 4a — 3. 


340. Dans |’équation 


(ao thy) a? + (a, + 1b;) et +...+(an+ 1b,) = 0, 
on suppose que ao, bo, a1, b1, «--, An, On sont des entiers réels. 
Démontrer que, si cette équation admet une racine de la forme a + 78 
ou a, & sont des entiers réels, il existe des entiers réels 2’, 8’ tels que l’on ait 


An + tb, = (4+ 18) (a +78’); 


a2 + 6? est alors divisible par «2+ (2. 
Trouver les racines de l’équation 


vt+2n73— xw?—27+10=—0 


qui sont de la forme 2+ 76, ~ et @ étant des entiers réels. 
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NOTATION DIFFERENTIELLE. COURBES PLANES. 


§ 1. — NOTATION DIFFERENTIELLE. 


290. Considérons une fonction f(x, v, z) de variables indépen- 
dantes x, y, 3, admettant des dérivées partielles /,, f,, f2; j’écris 
ici trois variables, mais celles-ci peuvent étre en nombre quel- 
conque. 

Les différentielles (du premier ordre) des variables indépendantes 
“2, y, 2 sont, par définition, de nouvelles variables indépendantes 
que l’on fait correspondre respectivement aux premiéres et dont on 
désigne chacune en placant la lettre d devant la variable a laquelle 
elle correspond : ainsi, dx est la différentielle de x, dy la différen- 
tielle de y, etc. 

On nomme différentie/le (du premier ordre) (') de la fonction 
J (4, ¥”, 2) des variables indépendantes z, y, z, la forme 


Sx da + fy dy + fi dz, 


linéaire en dx, dy, dz, dont les coefficients sont les dérivées partielles 
tis ty fF; de la fonction f(x, vy, 3) par rapport aux variables x, y, 5. 
Cette différentielle de f(z, v, 3), que on représente par df, est ainsi 
une fonction des variables indépendantes x, y, set dx, dy, dz, linéaire 


(') Dans tout ce Livre il ne sera question que de différentielles du premier ordre, 
ou, comme on dit encore, de différentielles premieres, aussi Je supprimerai ordi- 
nairement cette qualification. Je dois prévenir aussi le lecteur que les différentielles 
(du premier ordre) dont il sera question sont celles’ que, dans le Calcul différentiel 
et intégral, on-qualifie de différentielles ¢o¢ales ; il ne sera pas question de différen— 
tielles partielles, 
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par rapport aux trois derniéres. Elle est identiquement nulle lorsque 
les dérivées /,., /,., f, sontidentiquement nulles et seulement dans ce 
cas; dire que la dérivée f., est identiquement nulle, c'est dire que la 
fonction f(z, 7, 2) reste conslante quand & varie, ou que cette fonc- 
tion ne dépend pas de x; dire que les dérivées /,, f,, f, sont iden- 
tiquement nulles, c’est dire que la fonction f(z, y, z) ne dépend ni 
de x, ni de y, ni de z, ou que celte fonction est une constante. Dans 
Pexpression f,dx + f,,dy + f, ds de la diflérentielle //, lune des 
différentielles dx, dy, dz peut disparaitre; dy et dz disparaitraient 
si les dérivées f,., f, étaient identiquement nulles, si la fonction 
J (“,y,2) ne dépendait effecuvement que de x, et seulement dans 
ce cas. En particulier, si la fonction f(z, y, 3) se réduisait a 2, sa 
différentielle se réduirait a dx, puisque les dérivées partielles de x 
par rapport aux variables 2, y, 3 sont respectivement 1, 0, 0 : les 
notations relatives ala différentielle d'une fonction et a la différen- 
uielle d’une variable sont cohérentes. 

Dans le cas ot l'on a alfaire a une fonction f(z) dune seule va- 
riable indépendante .r, la différenuelle /’(2) dz de cette fonction 
est le produit de la diflérentielle dz par la dérivée /’(x) de la 
fonction. La définition est la méme que dans le cas d’un nombre 
quelconque de variables, si ce n’est qu'il n’y a plus lieu de parler de 
dérivée partielle. 

Au leu employer les notations /,., oe a pour désigner les déri- 
vées partielles dela fonction /(2, v7, 3), on peut aussi bien employer 
[esmotations &-» 25.2 (n°? 214) et écrire la différentielle de f(x, y, z) 

OX Oy. 0% * 

sous la forme 

af = Y dx + oF 

OX @) 

L’emploi des 0 (en ronde) est uule pour distinguer les symboles df, 
Ox, Oy, 02 des différentielles df, dv, dy, dz. Pour nous, les symboles 
isolés Of, 0x, Oy, 02 nont pas de sens ou sont, tout au plus, la 
trace de certaines opérations qui conduisent aux dérivées partielles, 
représentées par les symboles a, be a lesquels représentent le 
résultat d’opérations eflfectuées sur la fonction /. 

A la vérité, la confusion qui est ainsi évitée, dans le cas de plu- 


sieurs variables indépendantes, par Pemploi des lettres 0, ne le sera 
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plus dans le cas d’une fonction f() d’une seule variable indépen- 


dante, fonction dont on représente la dérivée (n° 213) par ses et dont 
x XL 


he ss Ae df ‘ ‘ 
la différentielle s’écrira done df= - dx; mais, dans ce cas, il n’y 
, : riers < af A 
a aucun inconyénient a regarder le symbole 7, Comme le quotient 
3 Fi 


obtenu en divisant par dx la différentielle d/, qui n’est autre chose 
que le produit par dx de la dérivée de fia) = il ny acaucune 


confusion a craindre. 


291. L’importance de la forme df= f\.dx +f, dy + fds uent 
essentiellement a la facon dont cette forme se conserve quand on 
change les variables indépendantes. 

Supposons que, dans la fonction f(x, vy, s) de x,y, 5, on regarde 
ces variables comme des fonctions g(u, °), h(u, °), k(u, ¢) de va- 
riables indépendantes u, 9: ces derniéres variables peuvent étre en 
nombre inférieur, égal, ou supérieur au nombre des variables x, v, 5. 
Jéeris deux variables u,v, comme j'ai écrit érovs variables x, y, 3: 
le nombre des variables est ici sans importance. La fonction f(x, y, 3) 
devient alors une fonction F(a, ») des variables indépendantes w, », 


admettant, a ce titre, une différentielle 


dF = F’, du + Fi dv. 


Je vais démontrer que si, dans la forme f). dx + f, dy + f, dz, on 
remplace, d’une part, les variables x, y, 3 par g(u,¢), h(u, »), 
k(u, ¢) et, Vautre part, les différentielles dx, dy, dz par les diffé- 
rentielles des fonctions g(u, 7), h(u,¢),k(u, ¢) des variables indé- 


pendantes w, v, c’est-a-dire par 


dg = g!, du+ gid, 
dh = hi, du + hi, de, 
dk = ki, du + ki, do, 


Vexpression f, dz + f,dy + f,ds se change identiquement en 
dk = F du + ¥, dv. 


En effet, par les substitutions précédentes, l’expression 


Sy, du + fy dy + fz dz 
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devient 


Feel 8 WU + &, de) + fy (hdu ah, do) + fitk,, du -+— ky, de) 
=(feSurSy hut foku) lu + (fx8o + fy he + foky) be; 


mais, en vertu du théoreme des fonctions composées (n° 217), on a 
PusSfz8utSyhutSfoku Po=fr8otSfy hot ok. 


Le résultat de la substitution estdonc bien F,, du + F,, dv, comme 
on lavait annoncé. Il est clair que la démonstration ne dépend en 
aucune facon du nombre des variables x, y, z ou wu, ¢. 

Cette proposition est capitale, parce quelle permet, dans Végalité 


(1) df =f,au = fy dy +f; az, 


de ne pas regarder x, y, s comme des variables indépendantes. Si x, 
y, = sont des fonctions de variables quelconques, f doit étre regardé 
comme une fonction de ces variables, df comme la différentielle de f 
a ce nouveau point de vue; dx, dy, dz doivent étre regardés non 
plus comme des variables indépendantes, mais comme les différen- 
elles des fonctions x, vy, = des nouvelles variables. Enfin, il est 
bien entendu que, dans les dérivées partielles /’,, f,, f,, on doit 
remplacer x, y, = par leurs expressions au moyen des nouvelles va- 
riables. Dans ces conditions, la formule (1) subsiste identiquement 
par rapport aux nouvelles variables et a leurs différentielles. 

Supposons, en particulier, que x, y, z soient des fonctions de la 
variable indépendante ¢ 


r= g(t), Vy = (CG); roc |e 


f devra étre regardé comme une fonction (composée) de la seule 
variable ¢ : la formule (1) devient alors 


f= |fe8 (b) Hf h(t) fen (Olea; 
elle veut dire que la dérivée par rapport a é de la fonction 
fle(t), A(t), k(t)] 


: oe. poe : eee 7 Ae 
n’est autre chose que f/f), 2"(t) +f, A'(¢) + fA'(¢); on retrouve ainsi 
la regle des fonctions composées; ce n’est pas, bien entendu, une 
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nouvelle démonstration de cette régle, sur laquelle on s’est appuyé 
pour démontrer le théoréme fondamental. 

Plus particuliérement, supposons que f() soit une fonction de la 
seule variable x, et que lon y regarde x comme une fonction g(t) 
de la variable ¢; la relaion 


df= f(x) dx =f'[g(t)] s(t) dt 


veut dire que la dérivée de la fonction Fl g(4)] par rapport a ¢ est 
J'le(©] g'(): cest le théoréme des fonctions de fonction. 


dy 5 ae : ns 
~ a été introduite primitivement comme un pur sym- 
ax 


bole pour désigner la dérivée y' = f’(x) d’une fonction f(x) de x; 
ona observe plus haut qu’il n’y avait pas d’inconvénient a la regarder 


La notation 


comme représentant le quotient de la division par la différentielle dx 
de la différentielle dy = y/dx.Sil’on y regarde y et x comme des fonc- 
tions g(¢), A(¢) Wune variable quelconque, et si lon continue de 
regarder dy, dx comme les différentielles de y et de x, a savoir 


3 yA Le, Se & (t) Pe ae s a A 
g'(t) dt, h'(t)'dt, elle représentera le rapport Way” c’est-a-dire la 


dérivée de la fonction f(x) = g(t) de x que l’on obtient lorsque |’on 
remplace, dans g(¢), ¢ par la fonction de x que lon tirerait de 
Péquation x = h(t). 


: : ae dx ; eel . : 
Plus particulierement, “7, représentera la dérivée de la fonction 
va 


inverse de f(x) (n° 210), c’est-a-dire la dérivée (par rapport a vy) 
de la fonction =F (y) que Von obtient en résolvant par rapport 


a x Véquation y = f(z). 


292. Supposons que l’équation f(z, y, 3) =o définisse z comme 
une fonction de x, y qui la vérifie identiquement, c’est-a-dire comme 
une fonction dew, y qui rende identiquement nulle la fonction 
f(a, y, 3). SiVon attribue, dans f(.c, y, 3), cette signification a 3, 
la différentielle de la fonction des deux variables indépendantes .v, y, 
que devient alors f(x, y, 2), est identiquement nulle; c’est-a-dire 


que l’on doit avoir identiquement en x, )’, dx, dy 
Sx da + fy dy + fzdz=0, 


quand on regarde dz comme la différentielle de la fonction z des 
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deux variables x, y que définit Péquation f(a, 9°, 3) = 0; ona donc, 
en conseryant la méme signification aux variables, identiquement 


encore, 
/ ie 
Oise EE Gy Eis, 


et cette derniére égalité, rapprochée de la définition de la différen- 
tielle dune fonction, montre QU On a = SOMME STE iy Cesspane 


Is J: 


tielles de la fonction z des deux variables 7, y. 


Supposons encore que les deux équations simultanées 
PNGB Pry Sn Ug) = Of W(BPa Jey 5 Us O) = © 


définissent w et ¢ comme des fonctions de trois variables indépen- 


dantes x, y, 3, fonctions qui rendraient 9 et 4 identiquement nuls 


quels que fussent 2, y, z; en regardant uw et ¢ comme ayant cette 
signification, ona 


0 Oo 00 (a)eo) Oo 
—dut—+dv+—da+—dy+—dz=o0, 
7) Ov Ox oy Oz 
ou ou ou ow ou 

de ee dae dy T dz=o0, 
) Ov Ox oy zB 


d’ot Von tre, en résolvant par rapport a du, dpe, 


du = 5 


Ou Ov Ou ov 


Ou Ox Ou 0x 
a= ? 
do ov ov do 


ie 09. Oo ov) 


du ov Ou Ov 


el ces égalités montrent que les dérivées partielles des fonctions u, ¢ 
par rapport BO eso SOIL respectivement 


do dv Ov do Ou vo do ov 
Ou _ oO dz Ov Ox ov Ou 0x Ou Ox 
On de ov ov Oe” Or 00 oy ov 0g” 
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293. Jacobien. — Soient f(u, », w), elu, °, w), h( u,v, w) trois fone- 


tions (!) de trois variables uw, », w, leurs différentielles 


of of oF 
i fy ce , + —— ah , 
if a a5 de i dw. 
0g Je & 
(1) de = — ' a de 4 Z aw, 
Ou are Ow 
oh Oh oh 
th = — du+ — adv I 
dh aT Uu vi (ahs) te Ber da 


sont des formes linéaires en du, de, dw; le déterminant de ces formes 


lof _ of of | 

Ou ov Ow | 
| Og 0g Og | 
| du Ov Ow 
oh oh oh | 
Ou oo Ow | 


est ce qu'on appelle le yacobien ou le déterminant fonctionnel des fonctions /, 
g, h. On le représente souvent par la notation abrégée 


DG, 5 LO) 


O(uU, 9, w) 


On dit que les trois fonctions f, g, h des trois variables uw, », w ne sont pas 
indépendantes, quand il existe entre elles une relation telle que F(f, g, h) = 0, 
qui est vérifiée identiquement en uw, », m; dans ce cas les trois formes li- 
néaires (1) en du, dv, dw ne sont pas indépendantes, puisque légalité 


OF 44 oF oF 
OF df 4 ie det YR WN 6 


doit étre yérifiée identiquement en du, de, dw quand on y remplace df, dg, 
dh par les seconds membres des égalités (1) : le déterminant des formes (1), 
ou le jacobien des fonctions /, g. h, est done identiquement nul. 

On démontre que, réciproquement, les trois fonctions /, g, A des trois 
variables uw, ¢, w ne sont pas indépendantes quand leur déterminant fone- 
tionnel est identiquement nul. 

Supposons que, dans /, g, A, on regarde uw, 9, w comme des fonctions dau- 
tres variables z, v, 5,en méme nombre, et que, dans les seconds membres des 


(1) Le lecteur n’aura aucune peine a étendre ce qui suit a fonctions de n variables. 


—_ 
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égalités (1), on remplace du, dv, dw par leurs expressions 


Ou Ou Ou 
— dx — dd} — a3 
ae dx + oy dy + qe © 
Ov 0g de 
‘ tS Ghipee <a! —d, 
(2) ie ay Lye ale : By, 
aw Ow dw 
dy 4 dz, 
Ox ge oy y Oz ss 


of of of 
— dx anh OLS 
a di + oy: aca eae 
; Oe OE. Og 7 
(3) é eee ay zo 
es dx + ue ay oh dz 

Ox oy 03 


des fonctions f, g, h regardées comme des fonctions de wz, vy, 3; le déter- 
minant 


OCF, Beh) 
O( 2, ¥, 4) 


de ces derniéres formes linéaires en dx, dy, dz west autre chose que le jaco- 
bien des fonctions f, g, h regardées comme des fonctions dew, y. 3. Ona vu, 
aux n° 161 et 162, que ce déterminant était égal au produit du déterminant 
des formes linéaires en du, dv, dw qui constituent les seconds membres des 
égalités (1) par le déterminant des formes (2), linéaires en dv, dy, dz, lequel 
n’est autre chose que le jacobien 


O(uU, ¥, #) 


O(@, Y, 4) 


des fonctions uw, ». w, regardées comme des fonctions dex, y, 23 nous sommes 
done parvenus a Lidentité 


SOE Gia el Obra CAC 
O(a, ¥, %) O(u, 0, w) O(a. y, 2)’ 


qui constitue une des propriétés fondamentales du jacobien. 
En particulier, si x, 8, 7, 2’, 8’, 7’, 2”, 8”, 7” désignent des constantes et si 
Yon désigne par A le déterminant 
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o(F, G, H) 


le jacobien 
(&, 0, #) 


des trois fonctions 
F=oaf +8g + 7A, 


Gaalf+ ig +h, 
H — at” f B” 


a 
g pees at h 


é 


sera égal a 


OU ty) Ol farenhoee | ‘ O(f, g, h) 
Of; Bh) Ou, vo, @)” — Olu, 0, w) 


Hessien. — On appelle hessten d’une fonction de n variables le jacobien 
des n dérivées partielles de cette fonction par rapport a ses 7m variables. 
Bornons-nous, pour établir la propriété fondamentale du hessien, au cas 
dune fonction o(u, v, w) de trois variables wu, ¢, w. 
Soient 
-_ 99 iE do 7) 


= ies h= 
ii Ou @ Ov” 


les dérivées partielles de cette fonction. 
Supposons que, dans la fonction 9(u, », #), on fasse le changement de va— 
riables 


2 ir Ieee ae 
(5) 9g 
| wsyetyytyls ty", 


I 


Q fr Wh uw 
Ee se - ep", 


t 


a 


en désignant par 2, x’, ..., 7” des constantes : je désignerai par A le détermi- 
nant des coefficients de z, y, s dans les seconds membres. 
Par le changement de variables, la fonction 9(u, 9, w) deviendra une fonc- 
tion (x2, y, 2) des variables w, y, 3; je poserai 
UP o® oP 


+ = — = ee 
cf On” & oy? Irs 


Mon but est d’établir que le hessien de la fonction P(x, y, 2) des va- 
0(F, G, H) 
Ox, ¥, 3) 
le produit par A? du hessien de la fonction 9(u, ¢, ) des variables u, 9, , 
Ge, TO) 
O(uU, v, © 
effectué les opérations, on regarde wu, », w comme des fonctions de z, y, 4 


riables x, y, z, c’est-a-dire le jacobien des fonctions F, G, H, est 


c’est-a-dire du déterminant fonctionnel » dans lequel, apres avoir 


définies par les equations (5). 
D’aprés la définition de la fonction ® et le théoréme des fonctions composées 


ona 


ob dy Ou dy Ov ON ow 


~ On Ou 0x Op 02 | OW O% 


=af+fhg+yh, 
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et, de méme, 
G=af+Pesyh, 


Haw fa ol gay'h. 


Les fonctions F, G, H définies par ces égalités sont, comme f, g, h, des 
fonctions de uw, », ; pour obtenir les dérivées partielles de ®(a, vy, 2) par 
rapport az, y, 3, on doit remplacer, dansaf+ 89+ yh, ..., les variables wu, 


y, w par leurs expressions(5) en x, y, 3. 


; : Oi, Ce lel 
Le hessien de la fonction ®(z7, y, 3) ou ca 
¥ O(2, ¥, & 


tS 
O(F, G, BS 
O(U, v, W) 
fonctions des variables u, ¢, par le jacobien 


est d’ailleurs égal au 


produit du jacobien des fonctions F, G, H regardées comme des 


O(U, 0, w) _ 
O(@, Y, 2) 


des fonctions u, », w des variables 7, y, z que définissent les égalités (5). 
D’autre part, si l'on se reporte a l’expression des fonctions F, G, H au moyen 
de f, g,h, on yoit que lon a 


o(F,G,H)_ oh, hh), % 
OCU; Ve, O(n” 


ona donc finalement 


OCF, Geb) Vy ise 2) 
Ot, ¥,5) (ua, 9, w) 


Crest la proposition énoncée. 
Le hessien d’une forme quadratique ternatre (c’est-a-dire Vune forme du 
second degré a trois variables ) 


O(U, %, Ww) =aw+a'v?+a'w?+ 2.bow + 2b'wu+ 2b" uy 


n’est autre chose que le produit par 8 du déterminant 


a WI | 
bY a’ b | = aa'‘a’+2bb'b"— ab*—a' b?— a’ b”. 
ae MD to 


I] résulte du théoréme précédent que, si l’on désigne par 


/ 


P(2, ¥, 3) = ae+ayy?+ a, e+ 2b,y3+ 26,44 + 2b) ry 
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ce que devient la forme g(u, », ») quand on y fait 
uU=2e7 +a y+a"s 
y =Ba-+ By + Bz, 
a) ay! Se le 
eee aay aay Hie: 
Ou) CLAUSES TINS GING OL, onan Ay eh, Sy coon 
| Ds fl czaCamn Ol Oo tae 2 
Os, Gy OF [=| Oo a 6 selva? 9B ay | 
| 
|Wetne Oy ae Gs a eee aa 
quand on remplace @,, a), ..., 6, par leurs expressions en a, a’, EKO 
a, >. ..., 7°: le lecteur vérifiera sans peine que ces expressions sont données 


par les formules 


a,= O(a c Ge a, = O(a, 8, va) a, = O(a", or eg 
61 =4(2"sa+ Bg. + yoy) = 4 (4 gar Bi ome ey), 
2 : f et 2 i “y i 
i= 3 (49a + BP + Yo ) = 3 (a 9x +805 + 7'9y )), 
bi =4(2'9n + Bog + yey )=4 (a9 + Bog + 19" )- 


: / / / eo 5 ae: 
Les notations telles que 9g, 93, vy désignent ce que deviennent les déri- 
a 4 


VEeS Su, Sv, Yw quand on y remplace wu, v, w para, 6, y. 


294. Différentielles de diverses fonctions. — Si A, B, C désignent 


des constantes et w, v, w des fonctions de variables quelconques, la 
différentielle de la fonction Au + Bv+ Cw sera Adu + Bdv +Cde: 
cela résulte de la définition quand uw, v, sont des variables indépen- 


dantes 
fondamental. 


cette forme subsiste dans tous les cas d’aprés le théoréme 
I 


Le méme mode de raisonnement conduit aux conclusions suivantes, 


ot u, v, Ww, ... désignent soit des variables indépendantes, soit des 


fonctions de variables indépendantes : 


La différentielle du produit we est vw du + uw dv + uv dw; 
ydu— udev 


nai : l 
La différentielle du rapport - est = 


Enfin toutes les régles relatives aux dérivées de fonctions simples x”, 


isa, e*, sinx#, COsz, tangw, arc sin Z, 


., conduisent a l’expression 
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des différentielles de ces mémes fonctions : on a, par exemple ('), 
; dx dx 

d(z™)=maz""' dx, d|lgx=—, de*=e* dx, d(arctang x) = ——) ---- 
av i te 

Considérons l'une de ces égalités, la derniére par exemple; elle a 

un sens un peu plus étendu que la proposition suivante : la dérivée 


1 
de arctangx est ——— 
) [+ x 


; elle conserve un sens en effet quand on y re- 
garde x comme une fonction de fonction, ou une fonction composée ; 


on peut écrire, par exemple, 


u ° ts fen Ae Ke) 
d ( arctang — }) = ——_~ = ———_____. 


5 D2 GREE GE 


Un erand avantage de la notation différentielle consiste, comme 
ce] co) d ? 
on le voit, en ce qu’elle permet de ne pas spécifier la ou les variables 
indépendantes, et cela en vertu du théoreme fondamental du n° 294, 
lequel réunit en particulier les théorémes relatifs aux dérivées des 
fonctions de fonctions, des fonctions composées, des fonctions in- 
verses, des fonctions implicites. 


295. On a trés souvent l'occasion de regarder les différentielles dz, 
dy, dz des variables indépendantes qui figurent dans une fonction 
Jf (x,.¥”, 5) comme des accroissements infiniment petits donnés aux 
variables x, y, 3. 

D’ordinaire, on fait méme figurer cette supposition dans la défi- 
nition des différentielles; je me suis écarté de cette habitude parce 
que, comme le lecteur a déja pu s’en convaincre par ce qui précede, 
la supposition que les différentielles sont des accroissements donnés 
aux variables, ou qu’elles sont infiniment petites, nintervient nulle- 
ment dans un trés grand nombre de cas; d’un autre cété je n’ai con- 
sidéré au Chapitre XIV que des infiniment petits qui dépendaient 
d'une variable. 

Lorsqu’on regarde dx, dy, dz comme des accroissements donnés 
aux variables x, y, 2, l’accroissement correspondant de la fonction f 


(1) On emploie ou l’on supprime les parenthéses suivant que l’on craint ou qu’on 
ne craint pas des confusions possibles : j’ai écrit d(2@™) et non dx” parce que cette 
derniére facon d’écrire représente la puissance mi dedz, (dz), si l’on veut. 
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S(x@+dzx, y+dy, 7+dzs)—f (x, y, ) 


ou, d’apres le n° 218, f). dx +f, dy +f, dz, en supposant que, dans les 
dérivées f,, f,, f,, on remplace respectivement z, y, 5 par x+4dz, 
y+ 4fdy, s+ 4%dz, ot § désigne un nombre compris entre o et 1; 
lorsque dx, dy, dz sont regardés comme des infiniment petits et que 
les dérivées partielles sont continues, les différences entre les valeurs 
que prennent ces dérivées pour x, y, = et pour x + fidz, y + Ady, 
z+ 4dz sont elles-mémes infiniment petites, et l’on concoit qu’on 
puisse dire, en employant, pour les fonctions de plusieurs variables, 
un langage analogue a celui qu’on a employé pour les fonctions d’une 
seule variable, que la différentielle df de la fonction fest la partie 
principale de laccroissement de cette fonction, partie principale que 
Von obtient en regardant, dans l’expression exacte de cet accroisse- 
ment, les dérivées partielles comme ayant les valeurs relatives au sys- 
teme x, y, s des variables et non au systeme x + 4dzx, y+ dy, 
a+ §dz. 

Cette facon de parler, que je ne préciseral pas davantage en général, 
est tres claire quand il s’agit d’une fonction f(x) d’une seule variable 
et c’est sur ce cas que je vais m’arréter un instant. 

Si Pon regarde dz comme un accroissement infiniment petit donné 
a la variable unique x, l’accroissement infiniment petit correspon- 
dant de la fonction f(z) est 
fle + dz) — f(z) =f (# + 0daz) da = f' (2) de+¢f"(e + V dr) dz, 
et il est clair que, si dr est regardé comme I’infiniment petit princi- 
pal, f’(x) dx sera, sauf pour les valeurs paruculiéres de x qui annule- 
raient f(z), la partie principale du second membre : la différentielle 
de f(x) peut donc, en excluant le cas exceptionnel qu’on vient de 
signaler, étre définie comme la partie principale de l’accroissement 
de f(x), quand on donne a w un accroissement infiniment petit dz, 
qu’on regarde comme I’infiniment pett principal. 

La différence entre l’accroissement de f(a) et d/ est du second 
ordre, au moins quand la formule de Taylor s’applique. 

Placons-nous au point de vue géométrique : si la courbe ci-dessous 
représente la fonction y = f(x), si Mest le point de cette courbe dont 
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les coordonnées sont x, v; si M’ est le point de la courbe dont l’ab- 
scisse est «+ dx, en sorte que dx soit Véquivalent algébrique du 
vecteur MR, paralléle 4 Ox, l’accroissement de la fonction sera |’ équi- 


Fig. 84. 


a 


valent algébrique du vecteur RM’, la différentielle de y sera dy =RT, 
le point T étant sur la tangente en M; la différence entre Vaccrois- 
sement de la fonction et la différentielle sera ’équivalent algébrique 
du vecteur TM’, qui est un infiniment petit du second ordre quand 
on regarde dz = MR’ comme linfiniment petit principal. 

On dit souvent que z+ dr, y+ dy désignent les coordonnées 
Wun point de la courbe infiniment voisin du point 2, yv : cela n’est 
vrai que si Pon néglige les infiniment petits du second ordre; 2 + dz, 
y + dy ne sont pas, dans la figure, les eoordonnées du point M’ voisin 
du point M, mais bien les coordonnées du point T, sur la tangente. 


$ 2. — COURBES PLANES. 


296. Jusqwici, on n’a guére considéré que des courbes (ou des 
traits de courbe) définis par une équation telle que y = f(a); a une 
valeur de x correspond alors une seule valeur de y; en d’autres 
termes, les courbes que l’on a considérées n’étaient rencontrées qu’en 
un point par les paralleles a laxe des y. 

Si on reste a ce point de vue et si on veut, par exemple, repré- 
senter analytiquement un cercle de rayon 7, et dont le centre est a 


Porigine, il faut deux équations, a savoir 
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chacune définit une moitié du cercle. Pour d'autres courbes un peu 
plus compliquées, il faudrait de méme trois, quatre, ... équations. 

A la vérité, on peut dire que le cercle tout entier est représenté 
par Péquation unique «? + yv?— /?= 0, laquelle définit ¢mplicite- 
ment les deux fonctions y de .c que l’on a écrites plus haut. L’étude 
des courbes représentées par une équation f(z, y)= 0, qui peut 
ainsi définir imphleitement plusieurs fonctions y de .v, en particulier 
dans le cas ot f(x,y) est un polynome en x, y, est un Chapitre trés 
important de la Géométrie analytique. Dans ce dernier cas, la courbe 
est dite algcbrique; son degré est le degré du polynome f(z, y). 
En décomposant cette courbe en parties telles que chacune ne soit 
rencontrée qu’en un point par les paralléles a Vaxe des y, on définit 
sans ambiguité les fonctions que Péquation I(x, y) =o définit impli- 
citement. 

Un autre facon de représenter une courbe plane consiste 4 regarder 
les coordonnées x, vy dun point de cette courbe comme des fonc- 
tions f(¢), g(¢) dune variable; la courbe est alors le lieu des points x, v 
dont les coordonnées sont 


ofl), Se) 


quand ¢ yarie entre certaines limites. 
Par exemple les équations 


Oa te y=b+5b't 


Fig. 895. 
ver > 
B 
M 
A 
ie Ags ahi, 
0 X 
définissent une droite quand ¢ varie de —2 a + %, @ savoir une 


droite passant par le point A de coordonnées a, 6 et paralléle a la 


Te == Il. 29 
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direction qui ya de l’origine au point A’ de coordonnées a’, b’, et 
dont les cosinus directeurs sont (n° 94) 


ay : b! 
OSG = === SNe, = at 


—=) —————— 3 
va2+ b2 Var+ b? 
en effet, si, sur la droite ainsi définie, on prend le point A pour ori- 
gine et la direction de O vers A’ pour direction positive, les coordon- 
nées @un point quelconque M sont données par les formules 


7 == Oh A= POOR y=b+rsina, 


en désignant par 7 Péquivalent algébrique du vecteur AM : ces coor- 
données coincideront avec celles du point a+ a't, b+ b't, si Von 
suppose 7 = tart 6; quand ¢ croit de o 4+, le point consi- 
déré décrit & partir du point A la demi-droite AB dont la direction est 
précisément celle de O vers A’; quand ¢ varie de 0 a — , le point 
décrit la demi-droite opposée. 


Considérons maintenant les équations 
e=a-+a ee, y=b+b'e, 


elles rentreraient dans le type précédent en posant ¢? = @'; on voit que 
le point x, y se trouve toujours sur la demi-droite AB; quand ¢ croit 
de —x a +, il décrit cette demi-droite deux fois, une premiére 
fois dans le sens de B vers A, quand ¢ croit de — x 4 0; une seconde 
fois dans le sens de A vers B, quand ¢ croit de o a +«. Il passe 
deux fois par la méme position pour des valeurs symétriques de ¢. 

Le lecteur n’aura aucune peine ase rendre compte de la forme des 
courbes définies par des équations de la forme 


Te == 07 3 01 U0 y=bo b'tt. 


I] est commode, en général, de regarder la variable ¢ comme repré- 
sentant le temps; les équations 7 = f(¢), v = g(¢) définissent alors, 
dans le plan, la position d’un mobile a chaque instant ¢, et la courbe 
n’est autre chose que la trajectoire de ce mobile. 

Si Pon considere deux époques quelconques ¢ et f+ h, auxquelles 
correspondent deux positions M, M’ du mobile, on sait qu’on appelle 
vitesse moyenne du mobile, pendant lVintervalle de temps h, la 
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vitesse d’un mobile qui se meut d’un mouvement uniforme sur la 
droite MM’ de maniére a passer en’ M et en M’ aux époques Let t+ h. 
Cette vitesse est un vecteur MK dont le sens est le sens de M vers M/ 
ou de M’ vers M suivant que / est positif ou négauf. Les projections 
de ce vecteur sur les axes ont respectivement pour équivalents algé- 
briques 

f(t+h)—f(t) g(t+h)—g(t). 


3 


h h z 


la limite de ce vecteur MK, quand f/ tend vers 0, est la vitesse a 
Vinstant ¢, et les équivalents algébriques des projections du vecteur 
limite sur les axes sont respectivement les dérivées f(t), g/(¢); ces 
deux quantités définissent sans ambiguité une direction sur la tan- 
gente en M, la direction de la vitesse, la direction dans laquelle se 
meut le mobile quand la variable ¢ augmente : c’est la direction 
(n° 94) du vecteur qui va de Vorigine au point dont les coordonnées 
sont /’(2), g’(¢); les cosinus directeurs de cette direction sont 


GM) g(t) F 
Vf Se) f eae) 


le radical est la valeur absolue de la vitesse. 
Les différentielles 


Clap = if (yoke dy 2 (bat, 


lorsqu’on regarde dé comme |’infiniment petit principal, peuvent étre 
regardées, en négligeant les infiniment petits du second ordre, comme 
les accroissements des fonctions x, y quand on donne a la variable ¢ 
Vaccroissement = dt; en sorte que, dans les mémes conditions, on 
peut dire que 7 + dz, y + dy sont les coordonnées du point de la 
courbe qui correspond a la valeur ¢+- df. 

Rigoureusement parlant, «+ dz, y+ dy sont les coordonnées, 
non d’un point de la courbe, mais d’un point de la tangente : c'est a 
ce dernier point de yue qu'il faut se placer quand on veut regarder dt 
non comme un infiniment petit, mais comme un nombre arbitraire. 
Que dé soit infiniment petit ou non, le vecteur, porté par la tangente, 
qui a pour origine le point dont les coordonnées sont x, vy et pour 


extrémité le point dont les coordonnées sont r+dz, y+dy, 
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et qui est déterminé quand on se donne dé, joue un role important 
dans la théorie des courbes. Il a pour projections sur les axes des vec- 
teurs dont les équivalents algébriques sont dx et dy ('); il est la 
somine géométrique de ces deux vecteurs. 

I] convient de remarquer que, pour une valeur ¢,, qui annulerait 
a la fois f"(¢), et g/(¢), les formules qui donnent en général les cosinus 
directeurs de la tangente deviennent illusoires pour ¢ = ¢,. La pente 
de la tangente en ce point s’obtiendra par la méthode générale en 
cherchant la limite, pour h = 0, du rapport 


g(4+h)—g(t) 


Uae oa Cah 


Sila formule de Taylor s’applique, ce rapport, dans le cas qui nous 


occupe, est égal a 


er(ty)+... 


h? tier 
—/ (¢,) +. 


gael (| ty ) , 


Sone 


lorsque /”(¢,) est nul sans que g"(¢,) le soit, la tangente est paralléle 


sa limite, lorsque /”(¢,) est différent de o, est évidemment 


a axe des y. 


297. D’une facon générale, quand on veut étudier la forme de la 
courbe définie par les équations .c= f(t), y= g(¢) aux environs 
@un point A, correspondant a une valeur ¢, du paramétre, ou, ce qui 
revient au méme, le mouvement du mobile M défini par ces équations 
aux environs de Il’époque ¢,, on pose t= ¢, +h, et on cherche des 
expressions approchées de x et de y pour les valeurs de h voisines 
de o; si, en particulier, la formule de Taylor est applicable aux deux 


(1) Cest la la forme correcte du langage : on se permet souvent d’abréger un peu 
et de dire que les projections sont dx, dy : Wune facon générale, -il est permis. 
lorsqu’on ne craint pas d’ambiguité, de désigner un vecteur par son équivalence 
algébrique : cela suppose essentiellement que l’axve auquel on rapporte le vecteur 
soit bien defini. Je rappelle qu’un axe comporte une direction (positive) et une unité 
de longueur. 


Wr 
(Se) 
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fonctions f(t), g(t), on aura 


ro 
w= fltr)+ = f'()+ 


JOM h2 
DEB aise: Sie yet: 


Les formules approchées s’obtiennent en limitant les développe- 
ments. On obtent ainsi les coordonnées d’un point m, exprimées au 
moyen de la variable A = ¢ — ¢,; le point mest voisin de M lorsque h 
est voisin de o et décrit, dans ces conditions, un petit trait de courbe 
voisin de la trajectoire du point M. La construction du point m défini 
par les formules 


a h h2 Ap 
23 eras eet Bey Badge 
eee AZ?) oe ee cay ee tee pel Ds 


Me Ap 


HCE tH... CPUCE 
=F fi 1) ape (ft, ) 


he 
grate Pate ee Lite 


est manifeste; le vecteur Om, qui va de Vorigine au point m, est la 
somme géométrique de » +1 vecteurs, ayant tous le point O pour 
origine et aboutissant aux points dont les coordonnées sont /(¢,) 
h Jone, * ear 
et git, ): es, et g/(t:),..-3 la premiére de ces extrémités est le 
point A,, oti le point M se trouve a l’époque ¢,. La seconde, quand h 
varie, se déplace sur la droite qui va de lorigine au point de coor- 
données f'(t,), g/(t,); la troisieme sur la droite qui va de lorigine 
f(a) gh) 
9 4 2 


au point de coordonnées , etc.; lorsque les deux dérivées 


qui correspondent a un yecteur sont nulles, ce vecteur est lui-méme 
nul, 

Si, en particulier, on ne garde que les deux premiers termes, on 
aura, pour les coordonnées du point m, 


w= f(i)+hf'(t), yvy=e()the'(t)- 


Ces formules, lorsque h varie de — « a + %, définissent une droite : 
cette droite n’est autre chose, comme on I’a vu plus haut, que la tan- 
gente a la trajectoire du point M, au point A, ('). Ceci suppose tou- 


(‘) En prenant un terme de plus dans les expressions de x, y il est aisé de recon- 
naitre la position de la courbe par rapport a la tangente, le sens de la conyexite, etc. 
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tefois que l’on n’a pasa la fois /’(¢,) = 0, 9'(¢,) = 0, c’est-a-dire que 
Pon nest pas dans la circonstance exceptionnelle signalée un peu plus 
haut. 

Pour Vétude de cette circonstance, bornons-nous au cas ot f”(¢, ) 
et 9”(2,) sont différents de 0; on peut prendre comme formules appro- 
chées 


2 


HOP’ rs. LO? 
ee MCU oS ed BRR) Wee ec Sor) 


ces équations, lorsque / varie, définissent non plus une droite, mais seu- 
lement une demi-droite, partant du point de coordonnées f(¢,), 9 (¢,), 
dans la direction paralléle a celle qui va de Vorigine au point de coor- 
Bins bh arith Maris. 3 AO ie TS cae 
données 57 (41) 5 9'(%) et de méme sens. Lorsque h varie de —¢ 
aé,¢ étant un nombre positif, le point m, défini par les formules pré- 
cédentes, décrit deux fois, dans des sens opposés, un peut segment 
de cette droite, laquelle n’est autre que la tangente en A,, puisqu’elle 


o WY 
& 


é t,) 3 
passe par ce pot et que sa pente est ae - Le mouvement du pomet M 
i a) 


se rapproche beaucoup de celui du point m. 
Pour nous rendre compte de ce mouvement du point M et de la 
forme de sa trajectoire aux environs du point Ay, prenons un terme 


de plus dans les développements, et considérons le point m’ dont les 
coordonnées sont 
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en supposant que les deux quantités f”(t,), g!”(t,) ne soient pas 


nulles toutes les deux: pour déduire le point m’ du point m, ondeyra 
regarder ce point m comme Vorigine d’un vecteur mm’ équipollent 
au vecteur qui va de lorigine au point dont les coordonnées sont 


3 
oll! 


Dees, hé ‘ tray 3 ; 
rom t1), ~ o""(4,). Ce dernier vecteur est situé sur la droite OP qui 


va de Vorigine au point P de coordonnées f"(¢,), g'”(¢,), de méme 
sens si / est positif, de sens contraire si / est négatif. Je suppose que 
la droite OP ne soit pas paralléle a la tangente A,m au point Aj, 
c’est-a-dire que f”(¢,), 9’”(¢,) ne soient pas proportionnels a /"(t,), 
e"(¢,). Alors, le point m’ reste d’un coté de la droite A, m quand h 
est posiuf, de autre cété quand A est négauf; il décrit ainsi deux 
traits de courbe tangents en A,, a la droite A,m, de cotés différents : 
leur réunion forme, en A,, une sorte de bec. Le point A, est ce qu'on 
appelle un point de rebroussement de la trajectoire du point mi’ : 
ce point de rebroussement est dit de premiére espéce lorsque, comme 
dans l'étude précédente, les deux traits de courbe sont de part et 
autre de la tangente. La trayectoire du point M offre la méme dispo- 
sition. . 

Je laisse au lecteur le soin de montrer que, sil’on avait f’"(¢,) = 0, 
ge” (t,) =o et si les deux dérivées f''(¢), g'"(¢) n’étaient pas nulles 
toutes deux pour ¢= ¢,, ou proportionnelles a f”(¢,), 9” (¢,), la tra- 
jectoire de M présenterait en A, un point de rebroussement de 


A 


seconde espéce, ov les deux traits de courbe seraient tangents en Aj, 
ala droite A, vz, dun méme coté ('), 


Comme cas trés particulier, il peut arriver que les deux traits de 


(1) Je lui laisse aussi le soin d’examiner les différents cas qui peuvent se présenter, 
lorsque f’(¢,). g"(¢,) sont nuls: les explications qui précédent suflisent pour recon- 
naitre comment on doit procéder dans ces differents cas. 
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courbe soient confondus, et que le point M, lorsque / croit de —e¢ 
a +e, rebrousse chemin a part du point A,, sur la méme courbe 
quil a déja parcourue : exemple de la demi-droite définie par les 
équations c=a+tadl?, y=b+0'C suffit 4 montrer quil peut en 
étre ainsi. Cette circonstance exceptionnelle ne se présente pas dans un 
intervalle ot: les dérivées f’(¢), g’(¢) sont continues et ot Pune d’elles 
ne s’annule pas, puisque, dans un tel intervalle, Pune des coordon- 
nées x, ) du mobile varie toujours dans le méme sens : elle ne peut 
done se présenter dans un intervalle ot les dérivées ne s’annulent 
pas a la fois. Dans un tel intervalle, on peut dire que les points de la 
courbe se succédent dans un ordre déterminé, Vordre dans lequel ils 
sont rencontrés par le mobile quand ¢ croit : on sait alors nettement 
ce qu’on veut dire en parlant d’un point qui en précéde un autre, 
dun point qui est situé entre deux autres, etc. 

Le mobile rebrousserait chemin, a partir de l’époque ¢,, 51, dans les 
deux développements de f(¢4, +h), g(4 +h) suivant les puissances 
de h, tous les termes de degré impair disparaissaient. Dans ce cas, on 
voit quil y aurait une infinité de couples de valeurs distinctes (, ¢/ 


telles que Pon etita la fois 
IMCL )) = MOE Ne FACE as PACT We 


on les obtiendrait en posant = ¢,+ h, t/=t,—h. 

Dans le cas ot les équations précédentes admettraient une solution 
en U, t! (U Al’) sans en admettre qui fussent voisines de celles-la, 
cela voudrait dire simplement que, a Pépoque ¢’, le mobile se trouve 
a la méme position qu’a l’époque ¢’; la courbe présenterait un pornt 
double. 


298. Je n’ai rien supposé sur cette variable ¢.a chaque valeur de 
laquelle correspond un point de la courbe; elle s’introduit souvent 
d'une:facon naturelle, par la définition géométrique de la courbe; il 
y a toutefois quelques variables sur lesquelles il conyient de s’arréter 
un peu, en raison de leur importance, tant pour en éclaircir la signi- 
fication que pour montrer comment on les détermine en fonction de ¢, 
quand la courbe est définie par les équations de la forme x = f(¢), 
¥ = g(t). 


On peut, sur une courbe donnée, fixer un point par son abscisse 
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curviligne. Pour cela, on commence par choisir sur la courbe un 
point Ay, l’origine des arcs, correspondant, par exemple, a une 
valeur ¢) du paramétre ¢. A partir de ce point on peut décrire la 
courbe dans deux sens différents, correspondant un aux valeurs 
croissantes de ¢, autre aux valeurs décroissantes ; on choisit lun de 
ces sens comme étant le sens positif, autre le sens négatif. Tout ceci 
est parfaitement clair pouryvu qu’on reste sur une portion AB de la 
courbe correspondant a un intervalle dans lequel les fonctions /(¢), 
g(t), f (£), g’(¢) sont continues, et dans lequel les deux derniéres 
fonctions ne s’annulent pas a la fois. C’est ce que je supposerai dans 
ce qui suit. 

Soit M un point queleonque (') de la courbe; Vabscisse curviligne 
de ce point M sera, par définition, un nombre dont la valeur absolue 
est la longueur de Pare AM (n° 26) et dont le signe est + ou — sul- 
vant que, pour aller du point Ay vers le point M, il faut marcher, sur 
la courbe, dans le sens posiuf ou dans le sens négatif. Le lecteur a 
été familiarisé avee cette notion, au moins par la trigonométrie. La 
position du point M est définie sans ambiguité par son abscisse cur- 
viligne s; il est clair que ses coordonnées x, y sont des fonctions de 
cette variable; il importe de savoir exprimer s en fonction de ¢; on 
pourra exprimer ensuite ¢, Z, y au moyen de s. 

I] est nécessaire, pour résoudre cette question, de définir d’une 
facon précise ce qu’est la longueur de Varc dune courbe. On a, a la 
vérité, esquissé au n° 26 une telle définition; mais cette définition ne 
s applique qu’a certaines courbes planes (?). Il serait assez facile d’en 
déduire, pour ces courbes, la proposition suivante : 


St deux points, sur une courbe, sont infiniment voisins, les lon- 
gueurs de Pare infiniment petit limité par ces deux pornts et 
de la corde qui le sous-tend sont des infiniment petits équiva- 
lents. 


Je prieral le lecteur, soit d’admettre cette proposition comme un 


postulat impliqué dans la notion vague de la longueur d’un are de 


(!) On suppose toutefois que le point Ay et le point M sont sur le méme ¢raté de 
courbe : on ne prendra pas, par exemple, les deux points A et M sur deux branches 
différentes d'une hyperbole. 

(?) Je ne parlerai pas, dans le présent Livre, des courbes de l’espace. 
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courbe, soit, sil veut se placer a un point de vue plus logique, de la 
regarder comme une condition imposée a toute définition de cette 
longueur. Cette définition doit, en outre, étre telle que, si A, B, C 
sont trois points de la courbe, l’are AC soit la somme des arcs AB 
et BC, quand le point B est situé entre les points A et C. Je vais 
montrer que ces deux conditions suffisent a déterminer Vare s dune 
courbe, compté a partir d’une origine Ay, comme une fonction du pa- 
rametre ¢ qui fixe chaque point de la courbe : {la fonction ainsi 
obtenue sera, si l’on veut, la définition méme de Varc; J’aurai locca- 
sion dindiquer plus tard comment cette définition se raccorde avec 
celle qu'on tire de la considération de la longueur d'une ligne brisée 
inserite dans la courbe. 

Soit s Vabscisse curviligne du point M correspondant a la valeur ¢ 
du parametre; supposons qu’on donne a ce paramétre un accroisse- 
ment positif #, et qu’a la valeur ¢-+ A du paramétre corresponde le 
point M’ de la courbe; il se peut que, le paramétre croissant a partir 
de ¢, Pabscisse curviligne s augmente ou diminue ; placons-nous dans 
le premier cas; lorsque l’on passe de la valeur ¢ ala valeur ¢+ /, 
labseisse curviligne s augmente de l’arc positif MM’; la limite du 
rapport sr quand f tend vers o, est la dérivée de s par rapport 

h ? 
a ¢; pour l’évaluation de cette limite on peut remplacer arc MM’ par 
Vinfiniment peut équivalent corde MM’; on a done a évaluer la 
limite, pour h = o, du rapport (*) 


(iF t)P+lg(t+h)—ge(t)pP 
h ; 


ott le radical a la signification arithmétique. En vertu de la formule 
des accroissements finis, ce rapport peut s’écrire, en désignant par 
e, 4 des nombres positifs compris entre o et 1, 


(1) Vadmets ici la formule suivante, trés aisée a démontrer : la distance de deux 
points dont les coordonneées rectangulaires sont x, y et 2’, y' est 


V C0 0) (Ve ay 
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on a done dans ce cas 


ds SS 
oa = f'2(t) += 228). 


On voit immédiatement que, dans le cas ot Vare s diminue 
lorsque ¢ augmente, l'on a 


ye Ve). 


De la résulte une méthode pour évaluer les arcs d’une courbe 
plane, analogue a celle qu’on a donnée au n° 222 pour évaluer les 
aires. 


On détermine une fonction 9(2) dont la dérivée, par rapport a ¢, 


soity f’?(¢) + g/?(¢). En supposant que les arcs croissent en méme 
temps que ¢, on voit que s 


o(¢) doit étre une constante, puisque 
la dérivée de cette fonction est nulle : la valeur de cette constante 
o(t))de s —o(¢) pour ¢ = é); on doit donc 
avoir s = 9(£)— o(¢)). On aurait de méme s = 9( fy) 


est égale a la valeur 


o(t), si les 


arcs croissaient lorsque ¢diminue. L’expression 9(¢,) —¢(¢o), ou 


o(t) désigne une fonction primitive de la fonction essentiellement 


‘ 
positive \/f/?(¢) + g/*(¢), représente, lorsque ¢, est plus grand que ¢ , 
la longueur (absolue) de l’are de courbe décrit par le point z = f(¢), 
y¥ = g(t) quand ¢ varie de ty a ty. 
bg Pom 2 , ‘ds 2 i) ly ES s AN ) 

La formule générale a) = f'?(t) + g'?(¢), dans le cas ot lon 
suppose f(t) = ¢, en sorte que le paramétre ¢ n’est autre que Pab- 
scisse x d'un point de la courbe, montre que l’on a 


1 nee 
nevis yy 


en désignant par y! la dérivée de vy par rapport a 2; on prendra le 
signe + ou le signe — devant le radical, suivant qu’on est convenu 
de faire croitre ou décroitre les ares quand x croit. 

Lorsqu’on est parvenu a exprimer Pare s au moyen de fonctions 
connues du paramétre qui détermine chaque point de la courbe, on 


dit qu’on a rectifié cette courbe. 
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Les expressions 


Vf2(t) + e2(t) Vf2(t) + e2(t) 


représentent, comme on l’a vu plus haut, les cosinus directeurs de la 
direction qui, sur la tangente, correspond a ¢ croissant, c’est la direc- 
tion de la vitesse quand ¢ désigne le temps; la valeur de cette vitesse 
est /f/2(t) + g!?(7). 

Les expressions 


dx dy 
dt _ Oe dt ay 
ds ah ds ~ ads 
dt dt 
: : R : : » GIS cae 
seront les cosinus directeurs de la méme direction s1 ay est positif, 


si les arcs croissent lorsque ¢ croit, de la direction opposée si les ares 
décroissent lorsque ¢ croit; elles sont, dans tous les cas, les cosinus 
directeurs de la direction qui, sur la tangente, correspond aux arcs 


. a OS itm ee : 
croissants. La quantité a est Véquivalent algébrique de la vitesse 


quand on prend pour direction positive, sur la tangente, cette direc- 
tion qui correspond aux ares croissants. 


299. Désignons par # langle dont il faut faire tourner la parue 
positive de axe des a, pour l’amener parallélement a cette direction 
positive sur la tangente ('), on aura 


dx d ; 
=, — COsa, aa = sing 
ds ds 

ou 

(1) dx = dscos4, dy = ds sina. 


Ici encore la variable indépendante n’est pas désignée; x, y, s, & 
peuvent étre des fonctions d’une variable quelconque : cette variable 


peul, en particulier, élre s ou x. Ces formules expriment que dz et 


(') Cet angle est déterminé a 247 prés; il définit la direction considérée. 


NOTATION DIFFERENTIELLE. COURBES PLANES. 461 


dy sont les équivalents algébriques des projections sur les axes d’un 
vecteur porté sur la tangente, dont l’équivalent algébrique est ds, 
quand on choisit la direction définie par langle comme direction 
posiuve sur la tangente, j’a1 déja appelé Vattention sur ce dernier 
vecteur dont l’origine et Vextrémité sont les points de coordon- 
nées ety, x+dx ety + dy. ll figure la différentielle ds de Varc; 
Je Pappellerai a Poceasion le vecteur as; la formule ds? = dx? + dy? 
nest autre chose que la relation entre lhypoténuse dun triangle 
rectangle et ses cotés : peu importe d’ailleurs qu’on regarde, ou non, 
dx, dy, ds, dt comme des infiniment petits; mais il ne faut pas ou- 
bher que ces quantités ne sont déterminées que quand on se donne 
la variable indépendante et sa différentielle : si ¢ est la variable indé- 
pendante, (x, dy, ds sont les dérivées de x, y, s par rapport a ¢ res- 
pecuvement multipliées par la différentielle dé; ainsi le vecteur ds, 
dont les projections sont dx et dy, a, lorsque dé est positif, la méme 
direcuon que la vitesse, a savoir la direction qui va de l’origine au 


oint dont les coordonnées sont GES EN 
901 5 CC S6 eg oe 
P dt’ dt 


si dt est négatif; en d'autres termes encore, la direction du vecteur ds, 


il a la direction opposée 


quand la différentielle dé est positive, est la direction dans laquelle 
on marche sur la courbe ou sa tangente lorsque ¢ croit. 


ee asae Res a lt 
La quantité qq Joue un role important dans la théorie des courbes 
oe 


planes : on la regarde comme l’équivalent algébrique d’un vecteur 
dont lorigine est le point M de la courbe auquel correspond la valeur 


ds : : ’ a ae : 
de Fy? Porte sur la normale ala courbe en ce point, la direction 
a 


ee Bee ; Rae 5 ™ 
positive choisie sur la normale étant définie par langle «+ a8 Les 


cosinus directeurs de cette direction sont 


i T \ : é T dx 
cos (a+ — Sei = = Es sin (a+ — ) =cosz = —.- 
f 2 \ D ds 


Liangle qu’elle fait avec la direction OY est aigu ou obtus suivant 

dx ther Sep eater z ean 

que ap est positt ou negalil, suivant que s el  varient Ou non dans 
le méme sens. 


é Sea yeme stay : , 
Supposons que — soit positif; s et % varient alors dans le méme 
d4. 


sens; par suite, % el x varient ou non dans le méme sens suivant 
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da oe : ae : 

que = est posiuf ou négauf; dans le premier cas, la pente de la tan- 
gente augmente avec 2, la courbe (u° 249) tourne sa concavilé vers 
le haut, au voisinage du point M; elle est située au-dessus de la tan- 
gente; il en est de méme de la direction positive sur la normale, 
qui fait un angle aigu avec la paralléle a la direction OY menée a 
parur du point M; dans le second cas, la courbe est située au-dessous 
de la tangente; il en est de méme de la direction positive sur la nor- 
male, qui fait un angle obtus avec la paralléle a OY. 


R R 5 Oks p 595 : : 
On reconnait de la méme facon que, si 7 est négatuif, la direction 
oe S i 
positive sur la normale, & partir du point M, est située, par rapport 
a la tangente, de Pautre cdté que les points de la courbe voisins du 
point M. 
Par conséquent, dans tous les cas, le vecteur dont Vorigine est le 
I ) rs) 
v a7 . z . ds . * 
point M et dont léquivalent algébrique est — est situé, par rapport 
dt. 
a la tangente en M, du méme cdté que la courbe dans le voisinage 
de M; les coordonnées de lextrémité de ce vecteur sont 


(2) X=w+ Feos(a+ 7); Yay+ & sin(a+ 5); 

cette extrémité s’appelle le centre de courbure relauf au point M; 
le cercle décrit de ce point comme centre, et passant par le point M, 
est le cercle de courbure (ou cercle osculateur) en ce point, et le 
rayon de ce cercle est le rayon de courbure relatif au point M . 

On appelle courbure moyenne dune courbe entre deux points voi- 
sins M, M' le rapport a la longueur de l’arc MM’ de l’angle aigu formé 
par les deux tangentes aux points M, M’; c’est la valeur absolue du 
rapport — en désignant par Az, As les accroissements de « et de s 
quand on passe du point M au point M’. Dans un cercle, cette cour- 
bure moyenne est constante et égale a Vinyerse du rayon du cercle. 
La courbure au point M est la limite de la courbure moyenne quand 
le point M’ se rapproche du point M, et le rayon de courbure en M 
est le rayon dun cercle qui aurait méme courbure que la courbe 
proposée en M. 


Ce rayon de courbure, a proprement parler, est la valeur absolue 


ds ; ne 
de a Je donnerai toutefois le nom de rayon de courbure au vec- 
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ds 


teur précédemment défini, ou a la quantité R = Fz avec son signe. 
a 


En tenant compte des formules (1) et (2), les coordonnées du 


centre de courbure peuyent s écrire 


= as . a dy 
a Ae eine ae 
i be + SpA a pe ee, 
oo sis da gee du?’ 


le heu de ce point, quand le point M décrit la courbe proposée, est 
ce qu’on appelle la développée de cette courbe : cette développée 
correspond point par pointa la proposée ; on peut la regarder comme 
définie par les formules précédentes. 

Il est aisé de transformer les formules précédentes de maniére a 
les rendre immédiatement applcables quand on se donne x, y en 
fonction d'une variable quelconque ¢ : je désignerai par des accents 
les dérivées prises par rapport a cette variable; on a 


! 


Vangle « ne peut différer de arc tang = que d’un multiple de x, on a 


done 
y' 
d( are tang”, ) ae ey ee 1 9 t 
(4 : ae yu — ay oy 2 — aly 
“ os a tg 2 
) dt op? = "2 si? 
. ax i CSc ye We MSP 
(3) Fp SS ae Wee Vivace = ine I nl Uppal 2 
dt. 4. yx —ax'y du a. Vu — Vu 
et, par suite, 
, he Ig / 1a ly 
(a? + y'? ee hati FS) 
(6) Kaw - 4 7 7 s eye heey Tee 
yee aay { LE me AO YE 
de méme 
3 
ds s! (v7? + y?)? 


«77 ) da = a! — Ae i ay! 
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Lorsqu’on prend VPabscisse x pour variable indépendante, on a 


if dy rere 
v'=1, xz" =0, ee el — sot ite BS 
‘a+y? ; + y? 
(8) No Ta y =y+- e 5 
3 
ds ae (1 =e y'2)2 
‘9) dx ye 


Observons, a propos des formules (3), que, siz augmente en méme 
. AX sere ates 
temps que Z, sl Fi est posiuf, la courbe tourne sa concavilé vers 


le haut (n°-249). Le signe de la quantité 


YW ! Ww I 
Hf Oi ad be AY ce 
ae fait done con- 


By 
naitre le sens de la concavité. Les points d’inflexion sont déterminés 
par les valeurs du paramétre pour lesquelles y’ a2’ — xy’ s’annule en 


changeant de signe. 
300. Considérons, par exemple, la chainette définie par Véquation (1) 
ye cha. 


Prenons lorigine des arcs au sommet A et convenons de faire croitre les 
ares quand a croit. On a alors 
dy ds 


Sis — =V1+sh?a2=chz, 


dx dx 


(1) Le sommet de la courbe est en A sur l’axe des y a une distance de l’origine 
égale a lunité de longueur. Si on ne voulait pas spécifier ainsi l’unité de longueur 
et considérer une chainetle placée de la méme facon par rapport aux axes et telle 
que l’ordonnée du sommet fit égale a a, on prendrait son équation sous la forme 
xe > , ae , 
— =ch—}; on passe de cette seconde courbe a la premiere en posant Y = ay, 
a a 
X =az Tous les nombres qui mesurent des longueurs, pour la premiere courbe, 
devraient, pour la seconde, étre multipliés par @ tous ceux qui mesurent des aires 
devraient étre multipliés par @. Si Pon a entre des longueurs relatives a la premicre 
courbe une certaine relation, en remplacant dans cette relation chaque longueur J 


l . : R ae 
par —, on obtiendra une relation (homogéne) entre les eléments analogues pour 
a 


la seconde courbe. Toute relation homogene entre les lignes de la premiére figure est 
vraie pour la seconde. Les angles sont les inémes dans les deux figures. 

Les remarques faites ici pour une chainette s’appliquent dans tous les cas ana- 
logues, lorsqu’on yeut passer d’une figure ot l’on a spécifié unite de longueur a une 
autre figure ot cette unité n’est pas spécifiée. 
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el, par suite, s = sha, puisque sha est une fonction primitive de che qui 
s’annule pour @ = 0; on a ensuite 


COsz ga : sin % ue ante tl t i 
=— = — , s ie anea = sha; 
ds che ds cha ; 2 j 
Fig. 88. 


: na T Teas 
angle x peut étre supposé pris entre — — et + —; il n’est autre chose que la 
2, 


fonction de x que l’on a définie au n° 204 comme Vamplitude hyperbolique 
de vt ona 
dx I dy 


== cha = ——_, <== thr — sino. 
dt. COS % da 


Le rayon de courbure et les coordonnées du centre de courbure sont donnés 
par les formules 


ds I . 

COs o 

d> ch? az : 
X=27— shz chaz, Y= i chaz 


Soient M le point dont Vabscisse est 2, P sa projection sur l’axe des 2, 
N et T les points of la normale et la tangente rencontrent cet axe, Q et R les 
projections de P sur la tangente et la normale, C le centre de courbure rela- 
tif au point M. Le lecteur n’aura aucune peine a établir les propriétés sui- 
vantes : 

Dans le rectangle PQMR, les cotés PQ, MR sont égaux a OA; les cotés QM 
et PR sont égaux a lV’arc AM de la chainette. L’aire du rectangle est égale a 
Vaire OAMP comprise entre l’axe des 2, la chainette et les deux droites OA, 
PM. 

Le point M est le milieu des points N, C. 


T. — IL. 30 
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Les coordonnées du point Q sont 


Xa — thar Yes 
che 


Le lieu de ce point Q, lorsque 2 varie de —a# a +, est une courbe nom- 
mée tractrice; elle est tangente en Q a la droite QP: la longueur de sa tan— 
gente, limitée au point de contact et a l’axe des w, est donc constante et 
égale a OA. 

Considérons la cycloide définie par les équations 


x=t—sint, j= 1— cose. 


En faisant varier ¢ de o a 27 on obtient un trait de courbe tel que celui 


Fig. 89 
Ne 
B 
(6) Be A 


que lon a figuré, symétrique par rapport a la droite B'B(# = 7); la courbe 
entiére, obtenue en faisant varier ¢ de —o« a +, se compose de parties 
qui se déduisent de celle que l’on a figurée par une translation paralléle a l’axe 
des x, translation définie par un vecteur équipollent a nOA = 2 nr, n étant 
un entier positif ou négatif; la courbe a ainsi une infinité de points de 
rebroussement, tous situés sur l'axe des 7. Ona 


dx ee d ace t ds ié 
= 2sin?-, Iss pcan. Cosa — =12sin-- 


‘at i” 2 dt 2 2, dt 2 


Convenons de compter les arcs a partir du point O (t = 0), et de les faire 
croitre quand & (ou ¢) croit. On aura alors, quand ¢ appartient a l’intervalle 
(0, 27), 


On observera que, dans Vintervalle suivant (27%, 47), cette formule ne con 
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cS 
an 
N 


viendrait plus, puisque sin - serait négatif; il faudrait prendre 
2 


ds : 
Sa = = DSi = 1 
a () 
: ’ : é t 
Je supposerai que l’on reste dans le premier intervalle : — 4 cos - est une 
D 


é at eed «ab 
fonction primitive de 2 sin —- 


On a donc, puisque s doit s’annuler pour ¢= 0, 
EG e hticchh 
$= 4{ 1— cos— ) = 8sin?-.- 
D) 4 


(Cette formule n’est plus valable quand ¢ dépasse la valeur 27; elle donne- 
rait, par exemple, s = o pour t= 47.) On a ensuite 


dx nei as 
edie ie ) 
2) 


t 
2, 
: d t eas t \ 
iy ee ae sin (> aa) 
2 2 2 


, ‘ Cos TT . 
on peut prendre 7 = ; cet angle décroit de — a — — quand ¢ varie de o 
2 2 
a 27. 


Je laisse de coté les interprétations géométriques de ces résultats. 


301. Revenons au cas général et considérons une courbe(C) pour 
laquelle les coordonnées x, y d'un point quelconque sont exprumées 
au moyen d’un parametre que nous pouvons d ailleurs ne pas spéci- 


fier. 


(') Des circonstances du méme genre, dont l’oubli conduit a des erreurs, se pré- 
sentent pour une courbe délinie par des équations v= f(t), y = g(t), lorsque 
f(t) + g%(¢) est un carré parfait, ou lorsqu’on peut mettre un facteur carré en 
évidence dans f"(¢) + g(¢): si lon a, par exemple, f?(¢) + g”?(t) = 97(t) ¥(e) 
et si l’on écrit 


ds ee 
ca =+9(t) V(2), 


il importe de faire attention aux valeurs de ¢ qui annulent 9(¢) et pour lesquelles 
g(t) changent de signe. De telles valeurs correspondent, en général, a des points de 
rebroussement. Si l’on convient, par exemple, que les arcs doivent croitre ayec ¢, on 
devra nécessairement changer le signe du second membre, lorsque ¢ passe d’un inter- 
valle ot o(¢) est positif a un intervalle ou 9(¢) est négatif. 
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En posant 


R= — ou C—O ae 


les formules (1) du numéro précédent deyiennent 


dx = R cosa da, dy = KRsinz da; 


celles-ci montrent que les dérivées de x et de v, considérées comme 
des fonctions de ~, sont respectivement R cosa, R sing. Inversement, 
sil arrive que les dérivées de x, y par rapport a une certaine variable x 
se trouvent étre de la forme Rosa, Rsina, on est certain que cette 
variable désigne Vangle dont il faut faire tourner Paxe des # pour 
Vamener parallélement a la tangente et que R est le rayon de cour- 
bure. 

Les coordonnées du centre de courbure ou du point de la déve- 
loppée (D) qui correspond au point xz, y de la courbe (CQ), sont 
données par les formules 


X = «2 — Rsina, Y=y+Rcosg, 


équivalentes aux formules (3) du numéro précédent. Dans ces for- 
mules X, Y, 2, vy, R, « dépendent d’un méme parametre ¢; les diffé- 
rentielles de toutes ces quantités sont déterminées quand on se 
donne ¢ et dt; on a d’ailleurs 


dX = dz — KReosa dz — dR sing, 
aY = dy — Ksina da + dR cosa, 


ou, en tenant compte des formules dz = Rosa dz, dy = Rsing dz, 


dX = dR eos(a+ =), dy = dRsin(a+ 7). 


\ 


Ces formules expriment que dX, dY sont les projections sur les axes 


5 as : : ae T 
dun vecteur dR rapporté ala direction définie par langle 2 + =; on 
2, 


sait d’ailleurs que dX, dY sont les projections sur les axes du yec- 
teur dS qui figure la différentielle de are de la développée ; les deux 
vecteurs dS, dR, qui ont mémes projections sur les axes, sont équipol- 
lents. On yoit d’abord que la tangente a la développée est paralléle a 
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Ja direction définie par langle o + “, c’est-a-dire que cette tangente 
a la développée coincide avec la normale a la proposée; si sur cette 
tangente on choisit comme direction positive la direction définie par 
Pangle «+ = ‘on aura, entre les équivalents algébriques des deux 
vecteurs, la relation dS = dR ou d(S — R) = 0; S — Rest donc une 
constante. Il résulte de la que l’are de la développée, qui va du point M 
au point M’, est égal a la différence R — R’ des rayons de courbure 
relatifs aux deux points m, m’ de la courbe (C) auxquels corres- 
pondent les points M, M’ de la développée. 


302. Coordonnées polaires. — On a jusqu ici représenté chaque 
point M du plan, rapporté a deux axes rectangulaires OX, OY, par 
ses coordonnées x, y. Le procédé suivant est aussi trés employé. 


Fig. go. 


Une direction quelconque OA, partant du point O, peut étre défi- 
nie par l’angle w dont il faut faire tourner OX pour l’amener sur OA; 
sur la droite indéfinie qui porte OA, prenons la direction OA comme 
direction positive; un point quelconque M de cette droite est défini 
sans ambiguité par |’équivalent algébrique 9 du vecteur OM; les deux 
nombres g, sont ce qu’on appelle les coordonnées polaires du 
point M; l’axe OX prend alors le nom d’aze polaire ; le point O s’ap- 
pelle le pole. 

Les coordonnées x, 7 du méme point sont données par les for- 


mules 
r= COS, be (Sey. 


Il est commode, dans un grand nombre de questions, d’enyisager 
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deux axes (mobiles) liés au point M; la direction positive est, pour 
le premier, la direction OA, définie par langle w et, pour le second, 


la direction perpendiculaire OB, définie par Vangle w + = Vangle AOB 
a la méme disposition géométrique que angle NOY. Par rapport a 
ces axes les coordonnées du point M sont 9 et o. 

Si lon suppose que ¢ soit une fonction de w ou que 9 et sont 
des fonctions d’un paramétre ¢, on définit une courbe; les formules 
précédentes donnent les expressions de x, vy en fonction de ¢; les 

“théories développées aux n°* 298, 299 s’appliquent ici; on a, en par- 
ticulier, 
dz = do cosw + 9 dw cos (» —- =) , 


‘ : ™ 
dy = do sin w + ¢ dw sin (o+ *). 


Ces formules expriment que dx et dy sont les sommes des projec- 
tions sur les axes des x et des y des vecteurs do et 9 dw rapportés 
aux axes OA, OB; la somme géométrique de ces deux derniers vec- 
teurs a done pour projections sur les axes OX, OY les vecteurs dz, 
dy ; cette somme géométrique n’est pas autre chose que le vecteur ds, 
qui figure la différentielle de Vare de la courbe. Inversement, 
puisque les directions OA, OB sont perpendiculaires, les projecuons 
de ce vecteur ds sur les axes OA et OB ont pour équivalents algé- 
briques do et o dw. 


De méme les équations 


ax dP og dw | <( - 
= COSW + 0 oO Dae = 

de ae P dt eS 
dy _ do a dw) in ( rel 
= sin w + 6 sin( w+ — 
ae at * aT Ee ian 2 


expriment que les projections du vecteur vitesse sur les axes OA etOB 

ont pour équivalents algébriques LEP AGL: si Von désigne par V 
) | at at? ee I 

Vangle dont il faut faire tourner Vaxe OA pour le rendre paralléle a 


ce vecteur et de méme sens, on aura 


do dw 
dt eat 


NOTATION DIFFERENTIELLE. COURBES PLANES. 471 


Le dénominateur commun de ces expressions est la valeur absolue 
de la vitesse. L’angle V, quand on prend la direction OA pour ori- 
eine des angles, définit la direction qui, sur la tangente, correspond 
: : ‘ + dw ; a 
a ¢ croissant; tang V = 9 7p serait la pente de la tangente si l’on pre- 
nait pour axes des coordonnées les directions OA et OB; on aura 


ds do\? dw \? 
sob emg ea af C2 
di =(/ ($f) +0( 2), 


suivant que l’on regarde, ou non, les ares comme croissants, quand ¢ 


croit. 
Si Pon prend w pour variable indépendante et si l’on désigne par o. 


la dérivée de ¢ prise par rapport a w, on aura 


: 0 : ) re) 
cos V = ————,, sin V = ———-, tangeV=-4; 


pee Vor 2 
Vp2+p at aa 


me) 


la direction sur la tangente, définie par Pangle V, correspondrait alors 
a w croissant. 

Si Von choisit cette direction sur la tangente comme direction 
positive, on a, en désignant par z l’angle qui la définit en prenant la 


direction OX comme origine des angles, 


ds 
1 AID. = V 
ss = ds = Vor?+ 0 2. C= = 0; 


puis, pour le rayon de courbure, 


ds ; : 
ee 5 ae 
R ds dw) Ut Mp2 =p 2 eas) 
da. dV d 9 0? + 20/2 — 90” 
pS = Po Ane lane 
dw lw 9 
o > e I 
on obuent une formule un peu plus simple en posant 9 = 7? ona 
alors 
/ 
u 9 u ——— 
ie ~ 5 _=—-—,; s = —/u?+ u?, 
u2 e u ue 
d : ‘) d ; u the 
— arc tang—, =— C1) Oe ACE D  V at a ce 
dw ai dw ~ St! ur—+ wu’? 


R= (u2 2 u'2) 
u(u-+ uw’ 
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EXERCICES. 


341. Construire la courbe définie par les équations 


13 
“w2=t—= aire Re 
a, eae 


Evaluer l’arc de cette courbe, compté a partir de l’origine, en prenant pour 
sens positif le sens correspondant a ¢ croissant. Pour quelle valeur de ¢ cet 
arc est-il égal a 2/3? 


Calculer expression du rayon de courbure, les coordonnées du centre de 
courbure; construire la développée. 


342. Soit M un point d’une courbe rapportée a des coordonnées rectangu- 
laires OX, OY; soient P la projection de M sur l’are des 2, T et N les points 


Fig. 91. 


ou la tangente et la normale rencontrent cet axe; ona, en désignant par y’ la 
valeur de la dérivée de y par rapport a a relative au point M, 


OT =s — 7 ON=ar+yy', TP= 2, PN See, 
fe a —————— 
[ale P IMN|=|yy¥i+ 7? |. 


So 


|MT |= 


Les lignes TP et PN s’appellent respectivement la sous-tangente et la sous- 
normale. 
En conservant (1) les notations des n®* 298, 299, 300, 302 et prenant pour 


(1) C'est ce qu’on fera pour tous les exercices du présent Chapitre ot intervien- 
dront les lettres s, a, R, 9, w. 
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directions positives, sur la tangente et la normale, les directions définies par 


qT 
les angles aeta—+—-, ona 
2. 


MT = — JY MN =— owes . 


: ) 
sin % COSa 


343. Soit M un point de la courbe de coordonnées polaires 9, w; 9 est une 
fonction de » qui définit la courbe; 9’ désignera sa dérivée. 


t 


Soient OA, OB les directions définies par les angles w, w+ = (n° 302). 


Soient MT, MN la tangente et la normale limitées a la droite indéfinie qui 
porte Ja direction OB. On a 
0? nee 02 
OT=—4, ONE 01, TN=p'+ + 


5 Al ) 
? i 


iN (Say ope: 


put] =|py/1+ 5 


Les. lignes OT, ON s’appellent respectivement la sous-tangente et la sous- 


normale. 
344. Rayon de courbure et développée de Vellipse définie par les équations 
40 OME OL A, sors or 
de hyperbole définie par les équations 


Fe = oy Ans = Oli 
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de la parabole définie par l’équation 


Ve = 2 pae 


345. Construire la spirale d’Archiméde et la spirale logarithmique définies 

respectivement, en coordonnées polaires, par les équations 
C= 0), = ae, 

ol a et m désignent des constantes. 

La spirale d’Archiméde est la seule courbe pour laquelle la sous-normale soit 
constante. L’arc compté a partir du péle est proportionnel au rayon vecteur. 

Si lon fait tourner la spirale logarithmique d’un angle quelconque autour 
du pole, on obtient une courbe homothétique a la proposée, le centre d’-homo- 
thétie étant le pole. Le rayon vecteur coupe la courbe sous un angle constant ; 
elle est la seule courbe a jouir de cette propriété. Trouver la longueur de l’arc 
de la courbe compté a partir du point dont les coordonnées sont w = 0, p = @. 


346. Le mouvement d’un point M sur une spirale logarithmique étant défini 
par les formules 


G = ae cost, vy =aemtsint, 


montrer que l’hodographe des vitesses est semblable a la trajectoire; que le 
quadrilatére dont les sommets sont le point M, le centre de courbure corres— 
pondant, les extrémités de la vitesse et de l’accélération en donnant a ces 
vecteurs le point M pour origine, reste semblable a lui-méme. Quels sont les 
lieux décrits par les trois sommets autres que le point M? 


347. A chaque point m dune courbe (C), dont les coordonnées x, y sont 
exprimées en fonction de l’are s de cette courbe compté a partir d’une origine 
fixe, on fait correspondre un point M de coordonnées X, Y par les formules 


X=2-+ lcosz, Y=y-+/sina, 


ou / est une fonction de s; montrer que Je vecteur qui a pour origine le point M 
et dont les projections sur la tangente et la normale ont pour équivalents 
algébriques 

ae ds ? R 
est tangent en M a la courbe décrite par ce point. 

Déterminer / en fonction de s de maniére que la tangente en ma la courbe(C) 
soit normale a la courbe lieu du point M. Cette derniére courbe est dite alors 
développante de la courbe (C). Montrer comment on peut la construire 
géométriquement. 

Quel est son rayon de courbure? Sa développée? 
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348. Former les équations qui expriment les coordonnées d’un point de la 


développante d’un cercle en fonction de l’arc de cercle. Forme de la courbe. 
Rectification. 


349. On a donné au n° 300 expression des coordonnées d’un point d’une 
tractrice sous la forme 


: sht I 
vez t——) = —$ 

cht J che? 

exprimer ces coordonnées : 1° en fonction de l’angle «; 2° en fonction de l’arc s, 
compteé a partir du point situé sur l’are des y. 


350. Une courbe définie par l’équation y = f(z) est tangente al’axe des x 
a Porigine des coordonnées. Quelle est, pour ce point, l’ordonnée du centre de 
courbure? Montrer que ce point est la limite du point d’intersection de la 
normale en O et d’une normale infiniment voisine. On considére deux points 
de méme abscisse infiniment voisins du point O, pris sur la courbe et le 
cercle osculateur en O; montrer que la différence de leurs ordonnées est 
un infiniment petit du troisiéme ordre, quand on regarde l’abscisse comme 
Vinfiniment petit principal. 


351. Considérons deux courbes (C), (C’) : Sur la courbe (C), on compte les 
arcs dans un sens déterminé, a partir du point A; de méme sur la courbe (C’), 
a partir du point A’; on regarde comme correspondant sur les courbes (C) 
et (C’) deux points M, M’ tels que les arcs AM, A’M’ soient égaux; aux points 
M, M’ les deux directions, sur les tangentes, qui correspondent aux arcs crois- 
sants, sont regardées comme correspondantes. 

Laissant la courbe (() fixe, on place la courbe (C’) de maniére que le point A’ 
coincide avec le point A et que les deux directions correspondantes des tan- 
gentes coincident; on fait mouvoir la courbe (C’) de maniére qu’elle soit 
toujours tangente a la courbe (C) et que le point de contact, considéré comme 
appartenant a la courbe (C’) et le méme point considéré comme appartenant 
a la courbe (C), se correspondent toujours; c’est ce qu’on appelle faire rouler 
la courbe (C’) sur la courbe (C). 

La cycloide, définie au n° 300, peut étre regardée comme le lieu décrit par 
un point d’un cercle qui roule sur une droite; la normale a la cycloide, en ce 
point, passe par le point de contact du cercle et de la droite; la tangente 
passe par le point du cercle diamétralement opposé. 

La développée de la cycloide est une cycloide égale. 


352. On appelle épicyclotde la courbe décrite par un point d’un cercle 
mobile qui roule sur un cercle fixe. Les coordonnées d’un point quelconque de 
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cette courbe peuvent étre mises sous la forme 


r 
| = (r=!) cos(to+ t) +7008 (+ ¢— Ft); 


( 
; ee ie 
| y=(r—r')sin (4-0) +r sin (m+¢— nt); 


|r| et |r’ | désignent les rayons des cercles fixe et mobile; le premier cercle a 
son centre a l’origine; les deux cercles sont tangents intérieurement si 7 et 7’ 
sont de mémes signes, extérieurement dans le cas contraire. 

Montrer que la courbe définie par les deux équations. 


(2) x= Acos(Au+ p)+A'cos(u+ p'), 
(D 


/y=Bsin(hu+p)+B'sin(Nu+p), 


ou uw est un paramétre variable et ot A, B, A’, B’, A, p, X’, w’ sont des 
constantes, peut, dans le cas ot AA +)2'A’ est nul, étre regardée de deux 
facons différentes comme une épicycloide, soit en prenant 


r=A-+A’, OATES 

r= Al, ae ered Ve 
soit en prenant 

r=A+A‘, a ABA! 

r= A, 0 rau 


Les équations (2) représentent encore une épicycloide lorsque 4 A — i’ A’ est 
nul. ; 

Pour étude ultérieure de la courbe, définie par les équations (1), on pourra 
supposer f) = 0. 

La normale a l’épicycloide engendrée par le point P du cercle mobile passe 
par le point de contact des deux cercles. 

Rectifier la courbe : exprimer les coordonnées d’un point de la courbe en 
fonction de l’angle a, de larc s. 

La développée de l’épicycloide engendrée par un point P du cercle mobile 
est homothétique a l’épicycloide engendrée par le point Q du cercle mobile 
diamétralement opposé, dans ce cercle, au point P; le centre d’homothétie est 


Sterns es li 
a Vorigine, le rapport d’homothétie est ———,. 
- 


353. Soient x, y les coordonnées d’un point d’une courbe, que l’on suppose 
exprimées en fonction de l’are s. 
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Etablir les formules 


dz 5 
dsn =zNAS, cosa — B, sing, 
dn : 

7 = A, sina + B, cosa, 


ou A,, B, désignent des fonctions de s définies par les formules 


dA, B dB A 
Ava = ae _ . a Bees — “ 
Ay — I, B, — Oo, 
en sorte qu’on a 
u 3R' a GAR 
6, As=—a> MS ters (R= =) 
I R' " Re RR 

Ba= pp Be — as? as ao a eae AB 


Si l'on suppose que les coordonnées x, y soient développables suivant les 


puissances de s, on aura en désignant par 2%, Yo, %0, @n, On, 7, r’, ... les 
WAUKENES CS Gay We, C5, Non 1B pn IA Ag Goo (NOWNE- —— Cy 

: i Tt ; : coe 
& = ay + X cosay + Y cos (49+ aly VY =Yot+ X sinay+ Y sin ( a+ a? 


en posant 


S S? $3 

= On = S56 ah + a3 see, 
i TD: is Dn!) 
s 2 $8 

WS 0) t bs t bs ; T= Feu w seis 
I Tye) [Fo 3qn33 


Ces derniéres formules qui peuvent s’écrire explicitement 


$3 Tesi 
— * i it 
Nes 6r2 T 8r3 ) 
8? r’ 53 ar%—prr"—t , 
Vite —-s Bese o oc 
DP 67? 24 re 


peuvent étre regardées comme exprimant, en fonction de Vare s, les coor- 
données dun point d’une courbe rapportée a des axes rectangulaires, l’origine 
des coordonnées O coincidant avec lVorigine des arcs sur la courbe et la tan- 
gente en ce point étant prise pour axe des X. 

Trouver les premiers termes du développement, suivant les puissances de s, 


de /X?-+ Y?, de tanga, de a, 
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354. On se donne une courbe et sur cette courbe un point fixe O; soient M 
un point de la courbe infiniment voisin du point O, P la projection de M sur 
la tangente en O, T le point ot cette tangente rencontre la normale en M, K le 
point ot la normale en M rencontre la normale en O, Cle centre de courbure 
relatif au point O, on demande, en regardant l’arc OM comme l’infiniment 
petit principal, d’évaluer les parties principales des infiniment petits 


OM, PM, OT, TM, CK, arcOM— OM, 
OK— MK, OT+TM—OM, angle TOM, angle MTP, 
angle TMO, angle TOM — angle TMO. 


355. Seient f, g, A trois polynomes homogénes en zw, y, z, du méme degré. 
Démontrer que le jacobien de /, g, A s'annule ainsi que ses dérivées partielles 
du premier ordre pour tout systéme de valeurs de x z qui annulent f, g, h. 

I [ J nde a 18) 


356. Determiner la coastante a de maniére que le hessien du polynome 
Dy tS) OLY 


soit divisible par ce polynome; @ étant ainsi déterminé, montrer que le poly- 
nome #3-+ 93+ 33— 3a xy se décompose en facteurs linéaires. 
357. Méme question pour le polynome 


Pet 


aie OS MER = DO OG ea 30), 


22% 
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NOTIONS DE CALCUL INTEGRAL. 


§ 4. — INTEGRALE DEFINIE. 


303. On a indiqué au n° 26 la définition de l’aire d’une courbe, 
et ’on a montré au n° 222 comment on pouvyait calculer l’aire d’une 
courbe comprise entre les deux paralleles a lV’axe des y dont les équa- 
tions sont =a, x=b, laxe des x lui-méme et la courbe dont 
Péquation est = f(x), lorsque f(x) est une fonction, continue 
dans lintervalle (a, 6), dont on connait une fonction primitive F(z) : 
cette aire est F(b) — F(a), en adoptant certaines conventions rela- 
tives aux signes, qui ont été précisées au n° 222, 

Je vais maintenant montrer comment lon peut évaluer approxima- 
tivement une pareille aire, lors méme qu’on ne connait pas de fonc- 
tion primitive de f(z); nous parviendrons ainsi a |’ importante notion 
de Vintégrale définie. 

Je supposerai d’abord a < 6; je supposerai en outre, pour éviter 
toute complication concernant les signes, que dans l’intervalle (a, 6) 
la fonction f(z) soit positive. Je supposerai enfin que, dans ce méme 
intervalle, la fonction f(x) varie toujours dans le méme sens; Je rai- 
sonnerai dans le cas ot elle est croissante. 

Intercalons entre les nombres a, 6 les nombres croissants 2, 
Lo, .++, Lyn_,; en d’autres termes, subdivisons lintervalle (a, 6) 
en 7 intervalles partiels (a, %,), (21, %2), ~--5 (@n_1, 6). Soient A, 
M,, M., ..., Mn-,, B les points de la courbe définie par l’équa- 
tion y = / (2), dont les abscisses. sont, , %, @25 «+», Pris, O3 dans 
la figure on a pris n = 4. 

Par chacun des points A, M,,..., Mz_,, B on a mené, jusqu’a 
axe des x, les paralléles AA’, M, Me ses Mai Mi RE ar Vane 
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des y et on a figuré les rectangles A’AP,M’, M,M,P.M,, ..., 
M’_,M,_,P, Bi dont aucun point n’est extérieur aw contour (S) 


Fig. 93. 


Oma M; Mi M; BX 


formé par la droite A’A, V’are de courbe AB, les droites BB’, BA‘, 
en sorte que le polygone A’/AP,M,...M,_,P, B’, constitué par la 
réunion de tous ces rectangles, n’a aucun point extérieur a(S); je 
désignerai ce polynome par (“) et son aire par &. On a figuré aussi 


les rectangles A’O;M,M,, M,Q.M.M,,—=>.:, M,_,Q, BB’ denttes 


sommets Q,, Qo, ..., Qn sont extérieurs au contour (S), lequel 
a tous ses points situés a Vintérieur ou sur le périmetre du poly- 
2 I a Reet a AUS oe Seas a ey aa eae ae 
gone A‘Q,M,Q,....Q, BB’, formé par. la réunion des rectangles; je 


désignerai par (2) ce dernier polygone et par 2 son aire. Le poly- 
gone (“) est ce qu'on a appelé au n° 26 un polygone intérieur a (S), 
le polygone (2) est extérieur a (S).° 

La différence 2 — “& n’est autre chose que la somme des aires des 
rectangles AQ,M,P,, M, Q.M2P,, ..., Mn_1Q,BP, que la courbe 
traverse diagonalement. 

Laire 5 limitée par le contour (S) est plus grande que &, plus 
petite que 2; @ est une valeur approchée de S par défaut, 2 est une 
valeur approchée par excés; pour l’un ou l'autre nombre lerreur est 
moindre’ que 2 —®; on prévoit qu’en prenant les nombres 2, 
Ly, +++, Ly, suffisamment approchés, cette erreur pourra étre rendue 
aussi petite que l’on voudra : c’est ce qui va C’ailleurs étre établi 
rigoureusement, 
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Remarquons en passant que cette démonstration méme donnera 
a la notion de Vaire S une entiére clarté. On a expliqué au n” 26 que 
cette aire devait étre définie comme plus grande que Vaire de tout 
polygone intérieur a(S), comme plus petite que l’aire de tout poly- 
gone extérieur a(S), et que cette double inégalité suffisait a définir 
le nombre S d’une maniére précise, pourvu qu’on ait établi qu il se 
trouve des polygones extérieurs et des polygones intérieurs dont les 
aires aient entre elles une différence moindre que tel nombre positif 
que l’on voudra : or c’est ce qu’on va prouver pour les polygones (®), 
(2 ) dont on vient de décrire la construction. 

En pensant a l’expression des aires des rectangles dont la réunion 
forme, d’une part, le polygone (#), d’autre part, le polygone (2), 
on voit de suite qu’on a 


= (7—a ) f(a) sate (Ge ey) 2) -oe O— en-1 i Cores 
D = (2 — @) f(a) + (He— 21) f( 22) +... + (0 — @p-) ) flO), 


Q — & = (#%,—a@)[ f(a) — fl a)] + (a@2.— 2) [f( 2) — flay]+... 
= (6— 27-4): [| f (6) — ff enew)|- 


Désignons par 4 la plus grande des différences 7;— a, 2.— 2X4, ..., 
b — xpn_,3; puisque ces différences sont toutes positives, comme aussi 
les différences f(x,) — f(a), f(@2) — f(21), .--, f( 6) — f(en_s), 


on aura éyidemment 
9 — Pen[ fia) — fle) + f(a.) — f(a) +... + £6) — f(en-1))- 


Or la quantité entre crochets n’est autre chose que /(6) — f(a); 
en sorte que l’ona 


2 Fen /tb) —/(4)). 


Cette inégalité apparait d’ailleurs en imaginant que les petits rec- 
tangles dont la somme est égale a 9 —® soient empilés les uns au- 
dessus des autres de maniére que leurs cétés de gauche soient tous sur 
une paralléle a l’axe des y, ils seront tous intérieurs au rectangle 
ayant deux cdtés (paralléles a l'axe des y) de longueur f(6) — f(@) 
et deux cétés (paralléles 4 Paxe des x) de longueur 7. 

I] suffit de prendre les nombres @,, %2; ..+, Zn, de mamiere que 


sig — ANE 31 
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la plus grande des différences x,—a, x,— a1, ..., 6b—2%p_, soit 


égale ou inférieure a » pour étre sur que la différence 2 — & 


F(0) = f(a) 
soit moindre que le nombre positif ¢, que l’on peut choisir arbitrai- 
rement. C’est ce que l’on avait annonce. : 

On exprime ce méme résultat en disant que S est la limite des 
nombres &, ou 2, quand on fait grandir n indéfiniment de maniére 
que les intervalles partiels dans lesquels on a divisé lintervalle (a, 6) 
décroissent indéfiniment. Cette fagon de parler demande quelque 
explication : 

A chaque mode de décomposition de lintervalle (a, >) en inter- 
valles: partiels, par lintercalation de nombres intermédiaires 2x,, 
Ly, +++, €n_1, correspond un polygone (“"), un polygone (2), un 
nombre 1, a savoir la plus grande des différences entre deux consé- 
cutifs des nombres a, z,, ..., 2,1, &. Quand on change le mode 
de décomposition, les nombres &, 2, 4 varient; i] faut entendre que 
la différence entre le nombre fixe S et les nombres variables &, 2 
peut étre supfiosée aussi petite qu’on le veut, pourvu que 4 soit suffi- 
samment petit. 

Si Pon considére le mode spécial de décomposition de linter- 
valle (a, b) qui résulte de intercalation des nombres croissants x,, 


Ly, .++, Lpn_, entre a et b, et si lon désigne par §, fo, ..., &@ des 
nombres qui appartiennent respectivement aux intervalles (a, x, ), 
(Qi iy) je 0g (nei, 0), alest clair que lemombre 

= (ay — a) fb) ea — 21) f (bs) +22 (0 — Ge) (En) 


qui mesure évidemment la somme des aires de n rectangles respecti- 
vement compris entre les rectangles dont se composent (®) et (2), 
est compris entre £ et 2, en sorte que ce nombre peut, lui aussi, 
étre regardé comme une valeur approchée de S avec une erreur 
Y 


moindre que 4b) — fla) . 


304. On peut aussi, dans la somme ¥, remplacer les nombres f(§,), 
bese Se ers par des nombres /,, fo,..., fn qui en different trés 


peu; on aura ainsi une somme 


x= (44 a) fir (a ep) fetes (Oe Ln-1) fn; 
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qui, pourvu que les différences 
tJ et) — FA, eo = f(Es) — fr, ) on fen) == in 


solent aussi petites qu’on le veut quand les interyalles partiels sont 
suffisamments petits, différera aussi peu qu'on le voudra de Y ou deS 
et fournira ainsi une valeur aussi approchée qu'on voudra de S, tou- 
jours sous la condition que les intervalles partiels soient assez nom- 
breux et assez petits. La différence 2 — D’ est en effet égale a 


(a@4— @)& + (Ho— @ ) eg +.-. + (Ob — Hpn_1 En. 


Puisque toutes les différences x, — a, 72 — %,,..., 6 —Xp_, sont 


positives, on aura, en désignant par ¢ la plus grande des valeurs abso- 
lues des nombres ¢,, ¢),... 


|= 


— S| <e(mp— at ay— ay t+... +b — apn_1) ou BD == @2))2 


il suffit de prendre les intervalles assez petits pour que ¢(6 — a) soit 
inférieur au nombre qu'on veut. La proposition, dont on verra lutilité 
dans les applications, est démontrée. 

Il n’est pas inutile de faire remarquer ce qu’il y a de général dans 
le procédé que lon a employé pour obtenir des valeurs approchées 
de aire 5. On a commencé par la séparer en bandes étroites par des 
paralléles a axe des y : S est la somme des aires de ces handes; 
a chaque bande on a ensuite substitué un petit rectangle soit inté- 
rieur, soit extérieur : la somme des rectangles intérieurs fournit une 
valeur approchée de S par défaut, la somme des rectangles exté- 
rieurs fournit une valeur approchée par exces. 

La demi-somme des rectangles intérieurs et extérieurs, ou, ce qui 
reyient au méme, la somme des trapéezes 


A‘AM,M{, M{M,M,M%, ..., M’,-,Mn.BB’, 


fournirait évidemment une meilleure approximation : Verreur com- 
mise serait la somme des aires manifestement tres petites comprises 
entre la courbe et les cordes MM,, M,M,, ..., M,_,B. Dans le cas 
de la figure, ot la concavité de la courbe est tournée vers le haut, 
la somme des trapeézes fournirait évidemment une valeur approchée 


der: par exces 7 ce serait inverse si la convexité était tournée vers le 
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haut. La valeur approchée de laire, ainsi obtenue, quand on suppose 


; ; eG 
les bases de tous les trapezes égales a - 


est 
n 


b—a ae 


: fla) + faa) ++ flan)| 


Je reviendrai plus tard sur cette formule, pour en donner des 
applicauons numériques. 

On a ensuite expliqué qu'on pouvyait substituer aux petites bandes 
dautres rectangles que les rectangles intérieurs ou extérieurs, ayanl 
mémes bases que ces derniers et des hauteurs peu différentes : une 
idée assez naturelle et qui fournit une assez bonne approximation 
consiste a prendre pour hauteur de chaque petit rectangle l’ordonnée 
de la courbe relative au milieu de Vintervalle; en supposant encore 


= @ 


tous ces intervalles égaux a > on parvient aimsi a lexpression 


approchée de Paire 


\ \ 
\ 


b—a [4() ) s(2=*) Shas seyf|| BES ° |; 


WL 2. 


Au lieu de décomposer Vaire S en petites bandes qu’on remplace 


par des rectangles ou des trapézes, on aurait pu la décomposer en un 


grand nombre de petites parties ¢,, 2, ..., ,, auxquelles on aurait 
substitué des valeurs approchées ¢,, 7,, ..., 7,,, en commettant les 
erreurs 4, %, .--, %- 91 l’on désigne par £8 la valeur absolue de 


la plus grande des erreurs relatives 


r 


Verreur commise en substituant la somme ¢,+7,+...+¢), 


aS=o,+52.-+...+%, sera moindre que 


Enis << B( a, 4- Gg-b.. toy, ) < BS; 


han |= | t= = 


si done on peut s'arranger pour que §& soit plus petit que tel nombre 
qu'on youdra, on pourra, de cette facon, obtenir S avec telle approxi- 


mation qu ‘on voudra. 
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305. Laissons ces généralités pour revenir aux modes d’évaluation 
de S que nous avons considérés tout d’abord, et nous affranchir 
de quelques restrictions imposées a la fonction f( 2). 

On a supposé que cette fonction variait toujours dans le méme 
sens quand 2 croissait de a a 6; sil n’en était pas ainsi, si ’ordonnée 
de la courbe allait tant6t en croissant, tant6t en décroissant, mais si 
Von pouvait décomposer l’intervalle (a, 6) en un nombre fini d’inter- 
valles partiels tels que, dans chacun d’eux, l’ordonnée allat toujours 
en croissant ou toujours en décroissant, ou restat toujours constante, 
il est clair que le raisonnement du n° 303 s’appliquerait a chacun des 
intervalles paruiels. L’aire limitée par la courbe, laxe des x et les 
deux paralléles a l’axe des y, serait alors la somme d’aires partielles 
relatives chacune a l'un des intervalles partiels et il est clair qu'elle 
pourrait étre encore obtenue approximativement par l'une ou autre 
des formules 


(%,— a) f(a) + (a@.—2,) f(a.) +..-+ (6 — £n-1) f(en-1), 
(@,— a) fle.) + (a,— @,) f(g) +... + (6 — ana) f (6), 
(a, — a) f(E,) + (a2— 91) f(b) +...4+ (6 — an 1) flEn), 


en désignant par 74, Z2, .-., Z2_, des nombres croissants intercalés 
entre a et 6, par bE haae ns Gp24, des nombres appartenant respecti- 
yement aux tntervalles (¢,a%),)( 0s, 24 ),..0+,5 (Casa, 0), et celacavec 


une approximation aussi grande qu’on voudra, pourvu que les 
nombres intercalaires soient suffisamment nombreux, et les diffé- 
rences £;— a, 4,—2,,...,b6 —x,_,, suffisamment petites. 

On a supposé que la fonction f(x) était toujours positive dans lin- 
tervalle (a, 6); sil n’en est pas ainsi, augmentons toutes les ordonnées 
de la courbe d’un méme nombre positif A assez grand pour que, dans 
Vintervalle (a, 6), la fonction A + f(a) soit toujours positive; cela 
reviendra a faire subir ala courbe primitive une translation parallele 
alaxe des y, 4 ’élever de maniere que toutes ses ordonnées soient 
positives. L’aire primitive 5, délimitée par la courbe y = f(x), Vaxe 
des x et les deux paralléles a Paxe des v, se trouve alors augmentée 
dun rectangle dont la surface est A(6 — a). Il est a peine besoin de 
dire que, pour l’évaluation du nombre S, on doit adopter les conven- 
tions relatives aux signes que lon a précisées au n° 222, c’est-a-dire 
regarder comme positives les parties de Vaire qui sont au-dessus 


de axe des 2, comme négatives celles qui sont au-dessous. 
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Soit maintenant Y = A(b—a)-+S Vaire de la courbe limitée par 
axe des .r, la courbe dont l’équation est y= A+ f(x), et les deux 
paralléles a Vaxe des ». En supposant les nombres intercalaires crois- 


sants £), L2,..., Lpy_, assez nombreux et assez rapprochés, le nombre 
(a;— a) [A+ f(%,)] + (a2 — 2) [A + f(Eo)] +... + (6 — an 1) [A + flEn)] 
différera aussi peu qu’on voudra de Y : or, ce nombre estla somme de 


A(@,— @+%g—4,+...+6—an-1)=(b—a)A 
et de 


(a,— a) f(b1) + (v2— 41) f(b2) +... + (6 — Hn-1) f(En)3 


par conséquent, dans ce cas encore, cette dermiére quantité differe 
aussi peu qu'on le veut de S, qui est égal a SY — A(b—a). 
Supposons enfin @> 6; intercalons entre les nombres a, 6 les 
nombres sdécroissants: Wy, 255. 255, Laeig os PROM bres, 10) gen 
Ln—2, +++, H,, a formeront une suite croissante, et en désignant tou- 
jours par &,, En 4, -.-, €) des nombres quelconques appartenant aux 


mmtervallés (Opp =4.);.( Snag Crewe oe es, &), Lemombre 
(Ln-1-— 6 ) ACS) + (n-2— on—1 fi ent) a0 Come Gh om PCS): 


pourvu que 2 soitassez grand et que les différences positives 7,_,— b, 
Ln_2— Ln_4, »+., @— Xy, Sorent assez petites, différera trés peu de 
aire limitée par axe des 2, la courbe et les deux paralléles 4 Vaxe 
des vy, en regardant toujours comme positives les portions de cette 
aire qui sont situées au-dessus de laxe des x et comme négatives celles 
qui sont au-dessous; le nombre 


(a,— a) f(&1) + (@,— 2) flEg) +... + (6 — an-1) flEn) 


différera done trés peu de la méme aire, changée de signe. Or, dans 
le cas ott l'on suppose a@ > Bb, la convention adoptée au n° 222 consiste 
précisément a regarder comme positives les parties de laire situées 
au-dessous de axe, comme négatives celles qui sont au-dessus. Si 
done on continue d’adopter cette convention, l’expression précédente 
représentera, dans tous les cas, l’aire considérée, avec l’approxima- 
ion qu’on voudra, pourvu que m soit assez grand et que les diffé- 


rences %,;— @, %,— %,, ..., 6—<Zp_,, toutes positives ou toutes 
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négatives, soient suffisamment petites en valeur absolue; l’expression 
précédente, par conséquent, différera aussi peu qu’on voudra de 
Vexpression F(6)— F(a), ot F(x) désigne une fonction primitive 


Men fi Ls 


306. Ce dernier résultat peut d’ailleurs s’établir directement ; on 
a, en effet, en supposant que les nombres a, 2,, ..., Zn_s, 0 se sul- 
vent par ordre de grandeur croissante ou décroissante, 


F(6)— F(a) = F(a,)— F(a) + F(x.) — F(a) + ..+ F(6)— F(ayn_1), 
ou, en appliquant la formule des accroissements finis, 
F(6)— F(@) = (@;— a) f(E,) + (@s— 2) f(&) +--+ (6 — Hn) f(En); 


E., €, ..,. §), désignent des nombres convenablement choisis, appar- 
- / oO 

tenant respectivement aux intervalles (a, 2,) (41, 22), «++5 (@n-1, 8)3 

la ditférence ¢ entre le second membre de l’égalité précédente et 


Vexpression 
(xv;— a) f(&,) + (@e— 1) fl Ex) +... + (6 — n-1) flEn) 


ou &, &, ..., & désignent des nombres quelconques appartenant 


respectivement, comme €', &, ..., §,, aux intervalles (ao, 21), 


(ete eo) ia. g (pei, estiegale a 


a fe ee AG 
C0 — ¥n—-1) [f(En) —S(En)): 


5 


Or, pourvu que les intervalles partiels (a, 2,), (21,22), »-+; 
(.,_,, 0) soient suffisamments petits, les différences 


Dee) a 50 )n of Ga) a (G8 moran IA Gn) a) 


peuvent étre supposées moindres, en valeur absolue, que tel nombre 
positif que l’on’ voudra ('). Les quantités @,— @,.%,—Zy, ..., 
b — xy_, sont Loutes positives ou toutes négatives : dans les deux cas, 


(1) Ceci est vrai, pourvu que la fonction f(z) soil continue, et a été démontré au 
n° 215 dans le cas ott cette fonction, dans Vintervalle (a, 6), admet une dérivée qui 
reste, en valeur absolue, moindre qu’un nombre positif fixe. 
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Oona 


|6|Sala;p—a+a,—aj,t+...t+6—ax,-4| ou al/b—al; 


pour que la différence entre F(6) — F(a) et 
(a,—a) f(E,) + (a. — 4) f(E2) +e. + (Ob = any) fl En) 


soit moindre que le nombre positif 4, arbitrairement donné, i] suffira 
done de prendre 


8 
a |b 


a 


307. On dit que la fonction f(z), définie dans l’intervalle (a, b), 
est intégrable dans cet intervalle s'il existe un nombre S jouissant de 
la propriété suivante : 

Quels que soient les nombres x,, 22, ..., 2n»_, intermédiaires entre a 
et b et rangés par ordre de grandeur croissante si l'on aa < b, par 
ordre de grandeur décroissante si l’on a a> 6, quels que soient les 
MOMDPesieny Gos eens Gy appartenant aux intervailes (a, 21), (#1, £2), «+, 
(%n_1,6), la différence entre 5 et l’expression 


(ay—a) f(E1) + (a_— 71) f(En) +... + (6 — 2-1) flEn) 


est moindre, en valeur absolue, que tel nombre positif ¢ que l’on 
voudra, pourvu que les différences, toutes positives ou toutes néga- 
lives, %,— a, %.— 2%, .-., 6 —2,_, soient moindres en valeur 
absolue qu'un nombre positif, convenablement choisi, d’aprés ¢. 

Le nombre S, sil existe, se représente par le symbole 


b 
f(a) de, 


ul s’énonce somme de aah de flax) dx. 
q DS 


Le signe {( somme) est un S déformé, il rappelle qu’ona affaire a 


la somme des éléments 


Caen) Crs — 21) Fen e cee yn (Ue eee seals 


b 
dans le symbole f I(x) dx, Vélément de Pintégrale, f(x) dir, est 
a 
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la trace de ces éléments; dx, en particulier, ot la lettre d est la lettre 
initiale du mot différence, est la trace des différences x,— a, 
%_—H#,,...,b6—2Xy_,; dx n'est pas la différentielle de la variable x, 
définie comme on Ia fait au n° 290; toutefois, on verra bientét qu’il 
estavantageux d’employer le méme symbole ici et pour cette notation 
différentielle, qu’on a expliquée au Chapitre XVII. 

Les nombres a et 6 sont la limite inférieure et la limite supé- 
rieure de Vintégrale définie 


a b 


itu aa 


“a 


Lintervalle (a, 6) est Vintervalle d’intégration. 
Supposons qu’on prenne les n intervalles partiels (a, 6), 
(274,22). +++, (@n_4, 6) dans lesquels on subdivise lintervalle (a, 6) 


pour obtenir une valeur approchée de l'intégrale définie, égaux 

b—a 
Jl 

vers laquelle tend l’expression 


a =h; on voit que la valeur de lintégrale définie sera la limite 


DT 


- | Ie) Heh) fla 2h) 2. fle (n— 1h]; 
lorsque n augmente indéfiniment et que, par conséquent, A tend 
vers o. L’existence de cette limite résulte de celle de Vintégrale 
définie. 

On appelle valeur moyenne de la fonction f(a) dans Vinter- 
valle (a, b) la limite de expression 


fia)+fla+h)+...+fla+(n—1)h| 


ft 


, 


quand mn croit indéfiniment (et que A tend vers 0), cette limite est 
évidemment égale a 

bh 
if Via: 


a 


C= a 


308. I] résulte des explications données au commencement du 


précédent numéro que Pintégrale 


b 
af ji Gey Che 
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c’est-a-dire le nombre S dont s’approche la somme 
(a,— a) f(—1) + (@2— 21) f(b) +... + (6 — n-1) flEn); 


dans les conditions que l’on a dites, existe bien quand la fone- 
tion f(z) est continue dans lintervalle (a, 6) et que cet intervalle 
peut étre décomposé en un nombre fini d’intervalles paruels, dans 
chacun desquels la fonction est soit croissante, soit décroissante, soit 
constante; Vintégrale est alors égale a F(6)— F(a), en désignant 
par F(a) une fonction admettant f(z) pour dérivée dans linter- 
valle (a, b). 

Si Pon avait a = 4, l’intégrale définie serait regardée comme nulle. 

On prouve l’existence de cette intégrale définie dans des cas beau- 
coup plus étendus : en particulier, on démontre qu’une fonction f(z) 
est intégrable dans tout intervalle (a, 6) ot elle est continue, dans 
lout intervalle ou, sans méme étre continue, elle est soit croissante, 
soit décroissante. 

La notion géométrique d’aire, qui a été mon point de départ, suffit 
pour qu’on se rende compte que la continuité de Ja fonction f(x), 
dans lintervalle (a, 6), n’est pas nécessaire pour que lintégrale définie 
ait un sens. 

Supposons, en effet, que la fonction /( 2’) soit représentée de a ac 


Fig. oh. 
Y a 8 
C, 
CG 
A 
He walle 
0) A’ CY B’ x 


par are AC, de ¢ a 6 par Pare C, B, en sorte que, pour x un peu plus 
peut que c, la fonction f(x) soit trés voisine de C’/C et que, pour x 
un peu plus grand que c, cette méme fonction soit trés voisine 


b 
de C’'G,; le symbole [ f(«2)dx représente naturellement laire 


sa 


limitée par le contour A’'ACC, BBY, aire qui est la somme des aires 
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A'ACC’, C'C, BB, représentées respectivement par 
rc ey) 
/ Sar) de / Cray tar. 
[= a we c 


Il n’importe pas que, pour z= c, on attribue a la fonction f(z) la 
valeur C’C ou la valeur C’C,, puisque cette valeur, quand on envi- 
sage l’intégrale définte comme limite d’une somme, n’intervient que 


Cc . 
dans le dernier élément de i J(.c) dx, ou dans le premier élément 
“a 


b 
de hi f(x) dx : ces deux éléments, qu'on peut supposer aussi petits 
“Te 


qu'on veut, n’ont pas d’influence sur la valeur exacte des intégrales. 
On peut, dans la premiére intégrale partielle, regarder C/C comme la 
valeur de f(x) pour z=c et, dans la seconde, adopter la valeur C’C,. 
On raméne @insi, par une décomposition de l'intervalle (a, 6) en 
deux intervalles partiels (a,c), (c, 6), Vintégrale proposée, ot le 


signe dintégration / portait sur une fonction discontinue f(z), a 


deux intégrales ot ce signe porte sur une fonction continue dans l’in- 
tervalle (a, c) et sur une fonction continue dans lintervalle (c, &). La 
seconde fonction ne continue pas la premiere. 

Les mémes considérations s’appliqueraient évidemment au cas ou 
la fonction f(x) admettrait, entre a et b, un nombre fini de discon- 
tinuités. Elles supposent toutefois essentiellement que la fonction /(2) 
soit finie; le cas ot cette fonction devient infinie dans lintervalle 
(a,b) demande une étude particuliére; j’en donnerai plus loin 
quelques exemples simples. 


309. Bien que quelques-uns des théoremes qui suivent nimpliquent 
pas cette restriction, Je supposerai que les fonctions sur lesquelles 


porte le signe { soient continues dans l’intervalle dintégration et 


satisfassent aux conditions énoncées plus haut, sous lesquelles Vinté- 
erale définie apparait nettement comme laire d'une courbe. 


Le Onna 


b 


(1) { Whe ap —— {- f(x) de. 


a 
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Cette proposition résulte immédiatement de la définition, soit 
qu’on regarde l’intégrale comme limite d'une somme, soit qu'on se 
reporte aux conventions du n° 222 relatives aux aires; au reste, si on 
désigne par F(a) une fonction primitive de f(x), l’égalité précédente 
équivaut a celle-ci : 


F(6)— Fia)=—[F(a)— F(6)}]. 
Ile Ona 
b @ el 
(2) f fiade= fo fla) de | ica) dae 


Cette proposition résulte encore immédiatement de la définition, 
au moins lorsqu’on suppose a<c¢< 6, soit qu’on se reporte a la 
régle pour additionner des aires contigués, soit qu’on regarde les 
intégrales comme des limites de sommes, en faisant figurer le 
nombre ¢ parmi les nombres intermédiaires a a, 6 que lon introduit 
pour éyaluer la premiere intégrale. Ces démonstrations s’applique- 
raient. aussi au cas ou l’on aurait @a>>c> 6. D/’ailleurs, si l’on-a 


c isi (o 
ap 
Fe OA i a) 
ac 


l 

mee x : f , OM Fi x 5) 

mais, a cause de | =— fe , celte égalité entraine celle qu’on veut 
e b vo 

démontrer; méme démonstration si lona c<a< 6, etc. Au reste, 


@ 260 -e.on aura (*) 


la formule générale, en introduisant la fonction primitive F(x), équi- 
vauta celle -ci 


F(6)— F(a) =[F(e)—F(a)] +[F(6) —F(e)}. 


Quels que soient les nombres a, 6, ¢ la formule (2) peut s’écrire 
sous la forme plus symétrique 


ab c a 
(3) / FG da +f fix)de+ f SL NAE =O: 
Ya b oe 


(1) Dans les formules de ce genre, on se dispense souvent d’écrire f(z) dx sous 


les signes / , quand aucune confusion n’est a craindre : il est bien entendu que les 


© 


signes {doivent porter sur la méme fonction f(z). 
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Il. Se dans Vintervalle (a,b) la fonction f(a) est toujours 
positive, Vintégrale définie 


b 
AE) Ax. 


a 
est positive ou négative suivant que Lona b>a oub<a. 


Cela résulte encore de la définition, ou de ce que la fonction primi- 
live F(x) croit avec x. L’intégrale est évidemment nulle si la fone- 
tion f(.c) est constamment nulle dans Vintervalle (a, 6); si lon sait 
seulement que f(z) est, dans cet intervalle, positive ou nulle, on peul 
affirmer que l’intégrale est positive ou nulle; on peut alors affirmer 
que Vintégrale est positive sil y a un intervalle (%, 8) compris dans 
Vintervalle (@, 6) a Vintérieur duquel la fonction f(z) ne s’annule pas. 


IV. Sc A et B sont des constantes, on a 


b b 
Cee | [A fia) +Be(ajjae=Aa fo fiade+B [ Pe) ae. 


Cette proposition apparait immédiatement en regardant Pintégrale 
comme la limite d’une somme : elle résulte alors de l’identité 


(#,— a) [A f(E,) + Be (é.)} + (v2— 2%) [A f(be) + Beis) +... 
= Af(a,—a)f(&)+(a%— 21) f (be) +... ] 
+ B[(a,—a@) g('1) + (a@e— 21) & (bo) +... ]. 


Elle résulte aussi de ce que AF(z)-+ BG(x) est une fonction 
primitive de A f(x) + Bg(x) si F(x) et G(z) sont des fonctions 
primitives de f(x) et de g(x). 

Légalité (4) contient, comme cas particulier, les égalités suivantes : 


+ b b 
i) AS ayaa == Af Fitna, 


a 


b b 
[f(v)+ ¢(a#)| dx =p f(@) des f g(a) da. 


a 


b 


se 


a 


V. Si, pour toutes les valeurs de x appartenant a Vintervalle 
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(a,b), la fonction f(x) vérifie les inégalités 
= AEP) SM. 


ou met M sont des constantes, on a,en supposant a < b, 


ad 
(5) m(b—a)s | flv) dzsM(b— a); 


nr Ash 
en effet, les intégrales 


b 


b 
ie [ f( ©) — m| dz, if [M — f(2)| dx 


eee 


sont positives ou nulles; la premiere est certainement positive, sil y 
a un intervalle (a, 8) compris dans (a,b) ot la fonction /(.x) reste 
supérieure a m; de méme pour la seconde, s'il y a un intervalle ou 
la fonction reste inférieure 4 M. Les égalités 


b ath 
[| f(v2)—m|dx= | J(a) dx —m(b—a), 


Ya Saves 


ab b 

[M— f(.x7)| dx = M(b-—~a)— { f(x) dx 
wie She 
permettent d’achever la démonstration. 

On a admis (n°? 215) que la fonction continue f(a) admettait dans 
Vintervalle (a, 6) une plus grande valeur et une plus petite valeur et 
quelle passait par toutes les valeurs intermédiaires : le théoréme 
s'applique en prenant pour m et M cette plus petite et cette plus 
grande valeur; on voit ainsi que le théoréme qu’on vient d’établir 
peut étre remplacé par le suivant : il y a un nombre 3 appartenant a 
Pintervalle (a, b) ('), tel que l’on ait 


b 
(6) [ fla)de = f(t) (b—a). 


Cette égalité ne suppose pas a < b. 


(1) Je laisse de cété la démonstration de ce fait que 3 peut étre supposé différent 
de a et de db; elle est aisée pour les fonctions auxquelles je me borne, qui sont, dans 
des intervalles finis, ou croissantes, ou décroissanles, ou,constantes. 
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Si F(x) est une fonction primitive de f(x), Pégalité (6) équivaut 
a légalité 
F(b) — F(a) = f(=)(6—a), 


qui n’est autre chose que la formule des accroissements finis. 

Je laisse au lecteur le soin dinterpréter géométriquement ces résul- 
tats quand on regarde lintégrale définie comme représentant une 
aire. 

Je lui laisse aussi le soin d’établir la proposition plus générale 
qu’exprime légalité 


A: b 
(7) [ fla)gia)de =f) f gia) de, 


\ 


ot § désigne un nombre appartenant a lintervalle (a, 6) et ot g(z) 
estune fonction gui garde toujours le méme signe dans cet inter- 
valle. La démonstration se fait aisément en considérant les imté- 
grales 


b 


iP g(x)[f(r)—m|dz, sf &(x)[M—f(a)] az, 


bars a 


dont le signe s’apercoit de suite. 


310. On a vu au n° 229 que, si la série entiére en x 
QO ee 


est absolument convergente dans l’intervalle (a, 8), sa somme f(z) 
avait pour fonction primitive la somme F(z) de la série 
x onl 


Ayr+ ay 4-24. Bp +..., 
2 n-+yJ 


qui est absolument convergente dans le méme intervalle; si a, 6 ap- 


partiennent a cet intervalle, l’égalité 


b 
i f(x) de = F(b) — F(a) 
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entraine les suivantes : 


u , br — a? Or+l.— qr+i 
[ J (#2) dz =a(b—a)+a, =... ay es 
5 2 n+l 
<b 
b 0) 0) 
-{ ay dx + [ audr-... ay) Gnu" AL... 
a St a 


Dune facon générale, si f(.z) est la somme d’une série 
(f) Si(v@)+fo(@) +... + fn(v) +... 


dont les termes sont des fonctions de a, et si on a 


pai) b b ab 
(1) i) fla)\de= f filaydas f flayde+..+ | Fn (Cao ay 


e 


la série qui figure dans le second membre étant convergente, on dit 
que la série (f) est intégrable terme a terme. 

I] en est ainsi lorsque les nombres a, 6 appartiennent a un inter- 
valle (A, B) tel que, dams cet intervalle, la fonction f(z) soit con- 
tinue et moindre en valeur absolue qu’un nombre positif 2,, la 


série 
(a) OD aaa Oa 2475 Oo 


étant convergente. 

La démonstration est immédiate en admettant que les fonc- 
tions f(x), f,(@} sorent intégrables. Désignons, en effet, par R,(z) 
et on les restes respectifs des séries (/) et (a), limitées a leurs niemes 
termes. 

On a, d’une part, | Rz(#)|< pe, dans l'intervalle (A, B), et, 
d’autre part, 


b ah 
ip Ri(a)de = fi [f(@)—fil(@) — fol v2) —-..—fin(x)| dx. 


SEL 


La valeur absolue du premier membre est moindre que 


b 


i 0ndx =(b—@)on; 


aCe 
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il en est de méme de la valeur absolue du second membre ou de 


te) b b 2H} 
} flayde—[ fi(war—[ filx)de—...— f Til) Che. 


c’est-a-dire de la différence entre le premier membre de I’équa- 
tion(1) et la somme des nr premiers termes de la série qui figure dans 
le second membre. Cette différence devenant aussi petite qu’on veut, 


en valeur absolue, quand n augmente indéfiniment, la convergence 
b 
de la série, laffirmation que sa somme est égale a ip f(x), sont éta- 
nat 


blies. Enfin Pexpression (6 — a) On fournit une limite supérieure de la 
valeur absolue du reste. 


311. L’intégrale définie 


b 
ap PB) ake 


dépend de ses limites a, 6. Si on la considére comme la différence 
F (6) — F(a) entre les valeurs que prend pour c=6 et r=a la 
fonction primitive F(z) de f(x), il est clair que sa dérivée par rap- 
port a sa limite supérieure est /(6) (1), que sa dérivée par rapport a 
sa limite inférieure est — f(a). 

Lorsqu’on regarde une intégrale définie comme une fonction de sa 
limite supérieure, par exemple, il arrive souvent qu on la représente 


par un symbole tel que 
[ flayae; 


(') On arrive aisément a ce résultat sans passer par lintermédiaire de la fonc- 
tion primitive F(z); si, en effet, on donne a 6 un accroissement §, l’accroissement 
correspondant de Vintégrale définie est 


b+6 b b+8 
{  fayan—f fajdo= fo f(a)aw= Bf), 


Ya b 


en désignant par € un nombre appartenant 4 l’intervalle (6, 6+ §). Le rapport 
de l’accroissement de Vintégrale a 8 est f(£); il a pour limite /(6) quand § tend 
vers 0. Ce raisonnement ne différe pas de celui du n® 222, qui conduit a l’évaluation 
de Vaire. 


T. — Il. 32 
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il faut observer que la lettre x figure dans ce symbole avec deux sens 
essentiellement différents, comme variable d’intégration dans 
f(x), et comme limite supérieure de Vintégrale définie. I] doit étre 
bien entendu que le précédent symbole a le sens de 


b 


4p J(@)\da= h(6)— Fa), 


a 


ot lon aremplacé b par x : c’est Vaire limitée par la courbe repré- 
sentative de la fonction, l’axe des x, les deux paralléles a l’axe des y 
dont tous les points ont pour abscisses a pour la premiere, 2 pour la 
seconde. Au contraire, l’élément d’intégration /(.2) dz doit étre re- 
gardé comme l’un quelconque des éléments 


(@7,— a) f(b), (*2— 291) f(b), ---, (@—an1)f (En), 


dont la somme est a peu prés égale a l’intégrale définie. 


312. Les deux remarques que voici, relatives l'une au cas ot la 
fonction f(x) est paire, autre au cas ot elle est impaire, sont sou- 
vent utilisées. 

Supposons que la fonction /(7) soit paire et, dans lexpression 


a: 
approchée de l’intégrale it f(x) dx, changeons de signe tous les 
Leave 


me fe ie : : 
NOMDLES 0 Vy plo, ten E eos Say Say ws ooh Ges, ODA NOL Ede suite que 
tous les éléments de la somme sont changés de signe, de 1a résulte 


immédiatement |’égalité 


tl 


ve f(x) do =— f flo) de; 


de méme, quand la fonction f(2) est impaire, on a 


f{ 1@ dx =f fayde. 


La vérité de ces deux égalités apparaitra aussi bien au lecteur s’il 
pense a la représentation géométrique et aux conventions concernant 
les signes, qu’ona adoptées au n° 222. Ces égalités, lorsqu’on suppose 
que a est nul, peuvent s’exprimer de la fagon suivante : l’intégrale 
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“ 
f J(«) dx est une fonction impaire de x quand f(.c) est une fonc- 
0 

ton paire; elle est une fonction paire de x quand f(z) est une fonc- 
tion impaire. Ces propositions peuvent étre regardées comme les réci- 
proques de celles-ci : la dérivée d’une fonction impaire de x est une 
fonction paire; la dérivée d’une fonction paire de x est une fonction 
impaire. 


Notons encore les égalités suivantes : si la fonction f(a) est paire 


ona 
ff flayax =f ae fsa) de 


Si la fonction f(a) est impaire, ona 


ic 10. 


§ 2. — INTEGRALES INDEFINIES ET INTEGRALES DEFINIES. 


313. La définitiion de Vintégrale définie fournit un moyen de la 
calculer approximativement. C’est un point sur lequel je reviendrai 
bient6t. On obtient une expression explicite de lintégrale définie, 
quand on a une fonction primitive de la fonction f(x) qui figure 


sous le signe fi '); c'est de la recherche de la fonction primitive d’une 


fonction donnée f(x), dans quelques cas simples, que je vais main- 
tenant m’occuper. Une telle fonction primitive est dite une intégrale 
indéfinie de la fonction f(x) et se représente par le symbole 


ff dx, 


qui s’énonce somme de f(x) dx et ot.ne figurent pas de limites : une 
telle fonction n’est, comme on l’a vu au n° 222, déterminée qu’a une 
constante additive pres. 


(1) Dans quelques cas particuliers, on peut, pour des valeurs spéciales des limites, 
trouver une expression explicite sans connaitre de fonction primitive. Les recherches 
de cette nature sont en dehors du cadre du présent Livre. 
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J’éeris ci-dessous les valeurs explicites d’un certain nombre d inté- 
grales indéfinies: elles résultent immédiatement des régles de dériva- 
tion établies au Chapitre XIIL. Je crois inutile d’entrer dans plus 
@explications a propos de ces formules, que le lecteur doit arriver a 
pouvoir retrouver immédiatement : a et & y désignent toujours des 
constantes, dont la premiére est supposée différente de o. Les seconds 
membres peuvent étre augmentés d’une constante arbitraire : il en est 
toujours ainsi quand on écrit expression d’une intégrale indéfinie ; 
c’est une remarque que je fais une fois pour toutes : 


(ax = byt 


Ie [lao Oda Ceenya (m A—1), 
du 1 
Iie ——, = —lglax+l 
SRB IeE: q islax + 4], 
IT. il ae ~ = arctang2, 
I+ 2 
: © OMe i, |ji+2 
1V Nheeees AA pars = arg tha, 


. 1. a 
Vi. - = alg a+ /o2+-al=—lg —r+yVx2+al+leglal, 
Vari+ta 
VII. costan-+b)de = ~sin(ax +b), 
VU. fsin(ae+b) de =— = cos (ax + b) 
Xe jf attde= + eax+h, 
a 
XxX [ ch(aw+6) de = + sh(ax +b), 


we 


A 


XI. [shan +6) de =< ch(ax +b), 


a 


XI. | tangxz dx =— lg | cosz’|, 
: ole iz 
XII. | - = lg| tang—|, 

J sing 2 


XIY, Hii Lay as 
COSL@ a: 
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Ces formules ne doivent pas étre maniées sans précaution, parce que 
les fonctions qui y figurent peuvent devenir discontinues, imaginaires 
ou méme n’avoir aucune signification : jusqu’a ce qu’on prévienne 
du contraire, les quantités imaginaires seront formellement exclues. 


314. Pour ce qui concerne la formule I, on doit donc rejeter les 
valeurs de x qui rendraient ax + 6 négatif si m n’est pas un entier 
ou une fraction irréductible 4 dénominateur impair et il est nécessaire 
de faire attention aux valeurs qui annulent ax + 6 quand m est 
négatif, parce que, alors, (ax + 6)” devient infini. 


Si, dans Vintervalle (a, x,), ax+b6 est toujours positif, 
Pégalité 
i Z b&)m-+1 _ m+1 
oe (axz+b)"dz= (aes?) (ax +b) 
, (m+ a 


‘0 


qui se déduit immédiatement de la formule I, est toujours vyalable, 
quel que soit le nombre m, différent de —1; elle est aussi valable 
quand m est un nombre positif, entier ou égal a une fraction a déno- 
minateur impair, et cela quelles que soient les limites ay et x,; ou 
encore lorsque, m étant positif, d’ailleurs quelconque, ax + 6 s’an- 
nule pour l'une des limites x9, 2,, mais reste positif a l’intérieur de 
Vintervalle (x 9, x, ). 
On a, par exemple, 


2 ee : 
| years f a de = 
“1 1 


2 Seen SY RAY 
[ Veena - ss 5 ies 


a(o¥3—1) _ 
3 


ae 


les valeurs numériques ont été calculées avec une erreur moindre 
+1 a 
que $10 ?. L’expression i) Va dx n’a pas de sens. 
Yes 


Considérons maintenant ce qui arrive lorsque, m étant négatf, 
ax + 6s’annule pour une des limites de lintégrale; on suppose que, 
a Vintérieur de l’intervalle d’intégration, (ax + 6)” a un sens réel ; 
(ax +6)” devenant infini pour a= 2x, ou x= Xp, la définition de 
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Vintégrale définie tombe en défaut, et la figure géométrique qui a été 
le point de départ de cette définition est profondément modifiée. 

Considérons, par exemple, en supposant d’abord x, inférieur 
a1, Pintégrale 


wy , ar ei 
ik ae (—a) ? de =—2 V1— a +2. 
0 Fe 1, 0 


Le second membre tend évidemment vers 2, lorsque x, tend 


vers 1; il en est de méme du premier et il est naturel d’attribuer la 


{ dx 
ip eaemenamomes tO 
Wt = Be 


qui n’a pas de sens par lui-méme. 


valeur 2 au symbole 


Si, en supposant toujours x, inférieur a 1, on considére maintenant 
Pintégrale définie 


= 
2 


i =f -«) da ee en 
0 V¥(t— x)8 “9 Vie, i 


on voit de suite que le second membre croit indéfiniment et, par 
suite, ne lend vers aucune limite quand x, tend vers 1; il n’y a pas 
heu d’attribuer un sens au symbole 


, dx 
i Vva—a) 


Les deux courbes définies par les équations 


Via penetrate Y= a 

Vi — 2“ (i= @)s 
ont des formes analogues dont le schéma ci-dessous donne une idée 
suffisante. Elles sont toutes deux asymptotes a la droite dont l’équa- 
tion est 2 1; la seconde courbe est manifestement au-dessus de la 
premiere. Si B est le point de la premiére courbe ou de la seconde 
qui a pour abscisse x,, l’aire OABB' représente l’une ou l’autre des 
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deux intégrales définies 


“dz i dx 
L— 2 Vu—ax)3 


“0 a0) 


Fig. go. 


Lorsque B’B s’approche indéfiniment de asymptote, l’aire OABB! 
tend vers la limite 2 dans le premier cas; elle augmente indéfiniment 
dans le second cas. Il y a lieu, dans le premier cas, de regarder 
comme finie, et égale a 2, l’aire comprise entre l’axe des x, l’axe des y, 
la courbe et son asymptote; de regarder cette aire comme infinie, dans 
le second cas. 

2 

Considérons, d’une facon générale, Pintégrale [/ f(x) dx, ot la 

x9 


fonction f(x) devient infinie pour l’une des limites, pour la limite 

inférieure zy par exemple, la fonction f(a) étant d’ailleurs continue 

dans lintervalle (2), «,) quel que soit le nombre 2) intérieur a Vin- 
as 

tervallé: (05,7; )5 8! intégrale [ f(x) dx tend vers une limite 
v4 

quand x, tend vers x», en restant toujours intérieur a Vintervalle 

dintégration, cette valeur limite sera, par définition, la valeur du 


"4 
< "(ap r° ; = ) ie Bae ) 
symbole. f- J (ax) dx : ce dernier symbole n’aura pas de sens s’il n’y 
xy 


a pas de-valeur limite. 
Le cas ott la fonction deyient infinie a la limite supérieure, celui 
ou elle devient infinie aux deux limites se traitent de la méme facon. 
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On donnera des exemples un peu plus loin. Je laisse de cété le cas 
ot la fonction devient infinie pour 2 compris entre les limites d’inté- 
gration. 
our ce gui est de lintégrale 
P { t de Pintégral 


LA 


(ar+b)mdzr, 


e/,. 
ay 


es b : 
lorsque lune des limites est — 7? et que la fonction (ax + 6)™ est 


réelle dans l’intervalle (cy, z,), elle a un sens si mest plus grand 
que —1, elle n’ena pas si m est inférieur 4a — 1. Cela résulte aisé- 
ment de la formule (1). 

Examinons maintenant ce qui se passe quand une des limites de 
Pintégrale devient infinie. 

Supposons que 2, soit plus petit que z, et que la formule (1) soit 
applicable, quelque grand que soit x,; faisons grandir x, indéfini- 
ment, la valeur absolue de ax, + 6 grandira indéfiniment; il en sera 
de méme de la valeur absolue de (ax, + 6)"*' si m+1 est positif; 
si, au contraire, m+ 1 est négatif, (ax, + 6)”*' tendra vers o et le 
— (ar + b)mri 

(nm = 1)a 


second membre aura pour limite ; le lecteur apercoit 


de suite la signification de l’égalité 


(aX site b)m+1 
(m+1)a 


if (ax+ bb)" dz = 


“in, 


ot lon suppose essentiellement que m soit inférieur 4 —1, et que 
(ax +b)” soit réel pour toutes les valeurs de x supérieures ou 
égales a x); lorsque m est supérieur & —1, le premier membre n’a 
pas de signification. 

D’une facon générale, si la fonction f(a) est continue dans l’inter- 
valle (2 , x,), lorsque xz, est un nombre plus grand que zo, et si 


x 
Pintégrale f Jf (ax) dz tend vers une limite quand x, augmente in- 
“xy 
définiment, cette limite est, par définition, la valeur du symbole 
on) 


1) ji yaks. 


AG 
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aks 
De méme, si Pintégrale / J (x) dx tend vers une limite quand x, 


ary 


tend vers — 0, cette limite sera, par définition, la valeur du symbole 


On a, par exemple, 


Le lecteur reconnaitra sans peine la signification géométrique de 


SO yt One aee é ee pate eee e 5 
ces égalités; la courbe dont l’équation est y = sa est asymptote a 


Vaxe des x, des deux cétés; la premiére intégrale représente l’aire 
comprise entre cette asymptote, la courbe et la droite dont l’équation 
CSU ait 
Arrivons maintenant a la formule I] du n° 343. Elle conduit a Péga- 
lité 
ze ps Ai iaeihes I 
es Ee ea ed 8 


e 


Ga 0 
axr+b 


BJ 


le second membre a un sens pourvu qu’aucun des nombres 7%, x, ne 
9 
me A b ae ; ; ; .; 
soit égal a — {i mais le premier n’en a point quand az + 6 s’annule 
\ DS St s 
pour une valeur de x appartenant a Jintervalle (7), 2,), puisque, 


alors, are devient infini dans les limites d’intégration. Dans ce 


cas la formule (2) est ‘napplicable; le lecteur reconnait de suite, sur 

cette formule, que le premier membre devient infini, en valeur ab- 
epee Ae Ur : b 

solue, quand l’une des limites d’intégration s’approche de — =? ou 


quand lune des limites devient infinie. Puisque, dans la formule (2), 
ax +6 ne doit pas s’annuler dans les limites d’intégration, a2) + 6 
el ax, +b sont de mémes signes, leur rapport est positif, et l'on peut 


tout aussi bien écrire 


MS ah Vig GM + b 
= o ‘ 
~ ax+b ih? Gai 


“S56 
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cette forme est méme avantageuse, parce que le second membre n’a 
pas de sens quand ax + bs ear: dans l’intervalle (xo, x,). 
On a, par exemple, 


-+ 1 dx ! da 

Les symboles [ ee a a [2 —nont aucune signification. 
1 0 1 

Quand on applique la formule HI au aE d'une intégrale définie, 


arctang@ doit, comme il a été dit au n’ 199, étre compris entre 


™ Gen a et 
act ak 57 Je me borne a écrire les formules (') 


Sale ie dx T 
—————~—- m= —_ = - 3 
; I+ 2 : 1+ x7 2 
0 -/ — oo 
ane “top 
— = 7. 
Moya 
— © 


Quand on applique la formule IV au calcul d’une intégrale définie, 
on doit supposer que les deux limites sont supérieures a1 ou toutes les 
deux inférieures a —1, ou bien qu’elles sont toutes les deux comprises 


. * [ . . . . 
entre —1 et +1, sans quoi la fonction ——, deviendrait infinie 


dans les limites d’intégration; on peut écrire dans les trois cas 
§ ) p 


sbi dx. _ ty +a) %), 
; 2g © (1— a@)(1+ 2) 


Le cas ot. Vune des limites serait —1 ou1 est formellement exclu. 
L’emploi du symbole arg the suppose | #| <1. 


(1) Quand la fonction f(z) est continue dans tout intervalle et que l’intégrale 
x 
Ff (#) dz tend vers une limite, soit lorsque x, tend vers +, soit quand zx, 
fend —o, cette intégrale tend certainement vers une limite lorsque x, et x, tendent 
indépendamment lun vers + o, l’autre vers — «, et cette limite est, par définition, 
“1-00 
la valeur du symbole J(@) dz; ona alors, quel que soit 2’, 


—oo 


i Wf CLs Aa [ fa) de+r f— eae 
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Des observations analogues concernent les formules XII, XIU, 
XIV, quand on les applique au calcul d’intégrales définies ; les limites 
Vintégration doivent étre telles que sing pour la formule XIII, 
cosx pour les formules XII et XIV ne s’annulent pas dans l’intervalle 


3¢ Bake oe D .. : : ee ) _& 
dintégration. Dans un intervalle ot sinz ne s’annule pas, tang — 


N 3 4 OE: T A 
garde le méme signe; de méme cos et tang (= aie A) dans un inter- 
: A 


valle ot cos.x ne s’annule pas. 
On aura, dans ces conditions, 


t x : . ig 
ne ale —— x ang = mes 
jee dx Sy {~ ae : g i = 
= =? pO —* 
Ho. Se, Bo Boe Coser © Te Le 
wo tang — vo CONN OS (ates 
2 of 2. 
Par exemple, 
27 T 
a tans — ; 
ax oe l¢3 
: ae =-— = ODM) 6 og 
A sing Tk 2 
ak tang — 
2 4 
37 7 
rig tang — 
Fs dx 2 8 37 OQ 
== lke =— = lg tang — =0,881.... 
wv Cosa oa 8 
~ tang a 


(Juand on applique la formule V au calcul d’une intégrale définie, 
les limites doivent appartenir a l’intervalle (—1, 1). Je me contente 


décrire les formules 


daz 7. de aul ‘dx T 
J Vi— 2 f Via? .% J via 2 
Lorsque a est positif, la formule VI s’applique, quelles que soient 


les limites dintégration; la quantité «+ Va-+ x? est toujours posi- 


tive. Dans le cas ot. a est égal a1, ona 


: dx 
lw = arg sha. 


Cette formule et la formule VI montrent que les relations 


i I 4 ae 
= ———— aS —— —_—_——_ 
4 i vi — } v1 aie 
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entrainent les suivantes 
= siny, SNS, 


Lorsque a est négatif, il faut, pour appliquer la formule VI au 
calcul d’une intégrale définie, supposer les limites soit égales ou su- 


périeures a \/— a, soit égales ou inférieures 4 — \/— a. On peut aussi 
introduire les fonctions hyperboliques, en partant de ce que 


arg cha = le(x + /x?—1) 


et — argch(—2) sont des fonctions primitives de qui con- 


I 
viennent, la premiere quand x est supérieur ou égal a1, la seconde 
quand & est inférieur ou égal a —1. 

Relativement aux formules VII et VIII, j’observerai que les inté- 
grales 


x 


if cos(ax +b) de, i 


ah Ra 


X 


sin(ax + b) dx, 


regardées comme des fonctions de leur limite supérieure x, sont, 
lorsque a n’est pas nul, des fonctions périodiques de x, la période 


; 2 Aly : — 
étant —-; ces intégrales sont nulles toutes les fois que la différence 


: : 27 ; : A 
X»)— x est un multiple entier de = 3 ces fonctions changent enuére- 


ment de caractére quand a est nul : elles sont alors respectivement 
égales a 
(x -- %) cosb, (@ — x) sinb. 


Les détails dans lesquels je suis entré montrent, sur des cas 
simples, les précautions a prendre pour le calcul des intégrales 
définies. 

Je vais, maintenant, faire quelques observations sur les intégrales 
définies portant sur des fonctions imaginaires. 


315. Tout d’abord, il doit étre entendu, conformément a ce que 
l'on a dit pour ce qui concerne les fonctions primitives, que la variable 
Wintégration et les limites de lintégrale seront toujours supposées 
réelles. Le cas contraire est formellement exclu de ce Livre. Je pré- 
viens en outre que les seules fonctions imaginaires que je considé- 
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rerai dans la suite seront des polynomes, des fractions rationnelles, 
des fonctions exponentielles, des sinus et des cosinus. Les loga- 
rithmes, les are sin, ... de quantités imaginaires n’ont pas été définis 
et sont formellement exclus du présent Livre. 

Soit f(x) une fonction de la variable réelle x, qui puisse se mettre 
sous la forme 9(x7)+c¢4(x), en désignant par o(x) et U(x) des 
fonctions réelles, lintégrale définie 


a4 
[fio ae, 
SX 
ou Xo el x, sont des nombres réels, sera, par définition, égale a 


f e(a) dat [ U(a) dx; 


CAS 


on suppose, bien entendu, que les intégrales définies qui figurent 
dans cette derniére expression ont un sens. On voit que, si l’on dé- 
signe par F(x) une fonction primitive de f(z) au sens du n° 223, on 
pourra encore écrire 


x4 
[ ey a — (3) ——= E45) 
ae, 

Les formules VU, VIII, IX, X, Xf subsistent sans modification, 
que les constantes a et 6 soient réelles ou imaginaires. 

On en déduit le moyen d’obtenir la fonction primitive de toute 
fonction de x obtenue en remplacant, dans un polynome quelconque 
en u, ¢,..., les variables par des expressions de la forme e#**?; la 
substitution étant faite, il est clair, a cause de Videntité eve” = etty, 
que l’expression considérée devient une somme de termes de la 
forme Ae**t+8, ot A, a, 6 peuvent, d’ailleurs, étre des constantes 
réelles ou imaginaires; chacun de ces termes s’intégre par la for- 
mule IX. En se rappelant les formules d’Euler qui permettent de 
passer des fonctions sin, cos a la fonction exponentielle, on voit de 
suite que le procédé qu’on vient dindiquer réussit pour toute fonc- 
tion de 2 obtenue en remplacant, dans un polynome quelconque 
en u, ?,-.., les variables par des expressions de la forme e¢**?, 
sin(ax + 6), cos(axz + b). 
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On a, par exemple, 


2 (a+bi)x (a—bi)x 
F é == @ 
[ cae coson da = [ (See) dx 


2 

I ( ela+bix ela—bi)x acosba +bsinba 
———_—— t+ ; — (GREE 
a+ bi a— bi as b? 


; eat bihx __ ela—bidx 
[ewsinbade =) (ae 
¥ 2U } 


1 /elarbix e\a—bi)x asin bx — bcos ba 
Bel, Sees ae Cas Oh — ee OE 


at \ abt a— bi a+ 


Ye \ 


2 


la démonstration méme prouve que ces formules subsistent, que a, 6 
soient réels ou imaginaires, pouryu que a? -+ 6? ne soit pas nul. 
Pour calculer les intégrales 


f cosm LAD, [sin aa. 


cy e 


ou m désigne un nombre naturel, on remplacera cosa, sin, par 
elx 1 e-te etx — etx i : i 
, ———, et on appliquera la formule du binome, de 
2 Ze 
maniére a ayoir une somme de termes de la forme e’®’, ol « est un 


nombre entier positif ou négatif, multipliés par des coefficients nu- 
mériques. Au reste, le calcul méme montre sans peine que cos?” x, 
cos?”—! x, sin?” r, sin?”"—' x peuvent étre mis respecuvement sous les 
formes 


cost”"a2 = Aycos2ma + A, cos(2m—2)a-+...+ Am; cosa” + A,, 
cos2’"—1 gy = By cos(2m —1)xa+ B,cos(2m—3)aH7+...+...+B,, cosa, 
sint”a@ = Cy) cos2ma + C; cos(2m—2)x%+...+ C1 cos2%7 + Gp, 


sin?”—1 ¢ = Dy sin(2m —1)x% + D; sin(2m—3)ar+...+D,» sing. 


Les coefficients A, B, C, D sont des constantes numériques aisées 
a calculer en se reportant au n° 97; je me contente d'écrire les pre- 
miéres de ces formules 


1+ COS2 2 I— COS2 2% 


cos?47 = —————__, sin? 7 = ——————_, 
2, 2. 
ae cos3z2-+3cosxr Dy: 3 sina — sin3a@ 
cosa = ———__—_—__ , singe = ——_______,, 
4 4 
F cos4x+ 4 cos2r-+ 3 
cost 2 = > 
8 
ae cos 4x — 4 cos2x7 +3 
sin’ a = : 
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On a, par exemple, 


[cosse dx = 


Ye 


316. Plus généralement, un calcul du méme genre conduit sans 
peine a la fonction primitive d’un produit de cosinus ou de sinus 
portant sur des expressions de la forme ax + b. On arrive aisément 
au méme résultat sans passer par la considération des nombres ima- 
ginaires; observons d’abord qu’on peut, a cause de la relation 


: wT 
sin(ax +b) =— cos (ax+b+ =), 
2 
\ 


se borner au cas ot le produit ne contient que des cosinus; dés lors 
les formules 


2cosacos® = cos(a+ 6%) + cos(a + 8), 
4 cos% cos B cosy = 2 cosy cos(a + 8) + 2 cosy cos(a— 8) 
_ = cos(x+6+ y)+cos(x+ 8 —y) 
+ cos(y +a«—6)+ cos(y —a + 8) 


montrent qu’un produit de la forme 2” cosacos®...cosi, ou figurent 
n cosinus, est une somme de cosinus d’expressions de la forme 
(gett ete Ae sietoutes les expressions 4, f>...,. \ sont. de 
la forme az + 5, il en sera de méme de l’expression 4 + 8 +...£); 
on raméne ainsi le produit a une somme que lon sait intégrer terme 
par terme. 

On a par exemple 


J cos(ax +b) cosa'a + 6) de = 5 f cosa ale b+ 6] de 


+5 [ cosfla—a') e+ b— 6) de. 


On voit que le second membre est susceptible de formes différentes 
suivant les cas; sia +a’ et a — a sont différents de 0, on aura 


sinf(at+a')x+b+ 6'] 
2(a+a') 

sin[(a — a’) «+ b — b'} 
2(a—a') ; 


(f costax+ b)cos(aa+b') dz = 
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Si a est égal a a’, ou A — a’, on aura, suivant les cas, 


sin (2amx b! 
J cos(aa +b) cos aw + b)) de = —— + = cos(b — 6’). 
‘ 4 2 
in(zaxz+b—Bb' : 
f cos(ax +b) cos(— aa b') de = ars ze) + = c0s(b + ae 


Ces derniéres formules supposent a diflérent de o. 
Lorsque @ et a’ sont des nombres enters, on voit que lintégrale 


Lot+2T 
il cos(ax + b)cos(a’ a+ b') dx 
vo 
est nulle si les valeurs absolues de a et de a’ sont différentes, qu’elle 
est égale a xcos(b — 6’), oua zcos(b 4+ 0’), siVonaa=a'o, ou 
a=—a 0; elle serait égale a 2xcosb cosh’, si Vonavaita=a' =o. 
En particulier, si a, a’ sont des nombres entiers qui ne sont pas 
nuls tous les deux, on a, dans tous les cas, 
pry 2 Xo +27 
cosaz sina’ xz dx = 0, ff sinax cosaudzxr=o, 
wary Ce 
puis, si les deux nombres a+ a’ et a— a’ sont l’un et lautre diffé- 
rents de 0, 


Xo +2 a Xo +2 7 
[ cosaxcosa xdxz =o, i} sinaxsina’adz=o0; 
CAs 


YXo x 


enfin 


Xo+2T +27 
if cotaxdz = Tm, sintaxr dx=a™ (1): 


“Xs “29 


317. Changement de la variable d’intégration. — Si F(z) est une 
foncion primitive de f(z) et si g(¢) est une fonction quelconque 
de ¢ admettant pour dérivée ¢/(¢), il est clair que F[9(¢)] sera une 
fonction primitive de f[9(¢)]/(¢); en d’autres termes, l’égalité 


(1) J f@) de = F(x) 


(1) L’exercice 378 est une application trés importante de ces divers résultats. 
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entraine l’égalité 
(3) [ feo o!(t) dt = F[¢(2)]. 


Ce résultat se retient trés aisément en remarquant que, si l’on re- 
garde dx, dt comme des différentielles, la différentielle de la fonc- 
tion 9(Z) est précisément o/(¢) dé; en sorte qu’on peut dire que l’éga- 
lité (2) se déduit de Pégalité (1) en y remplacant x par 9(¢) et dx 
par ¢/(¢) dt, comme s'il s’agissait de différentielles. C’est ce qu’on 
avait annoncé au n° 305 : bien que le symbole dz qui figure sous le 
signe / ne soit pas, a proprement parler, une différentielle, l'emploi 
de ce symbole n’offre que des avantages, puisqu’il se trouve soumis 
aux mémes regles de calcul que les différentielles proprement dites ('). 
Rien n’empéche, d’aprés cela, d’écrire le premier membre de l|’éga- 
lité (2) sous la forme 


f sey] de (4). 


En particulier, si Pon suppose 9(¢)=at+ 6, a et b étant des 
constantes, on voit qu’ona 


| flat+b)adt=F(at+d); 


ce qui, sauf le nom de la variable, revient 4 dire que, si F(#) estune 
. . Fab [ . . eens: 

: ,- Flas st une fonction primitiy 
fonction primitive de f(a), —F (ax + 6) es ! ) aus primitive 
de f(ax + 6); en fait, cette remarque a été déja appliquée pour les 
formules I, Il, VUI, IX, X, XI: la formule VII, par exemple, 


résulte de la remarque qu’on vient de faire et de ce que sinz est une 
fonction primitive de cos. 


318. Cette méme remarque va nous fournir le moyen de déduire 
des formules UI, 1V, V, VI les fonctions primitives des fonctions 


J ' 


> 


5 
Ag+ 2Ba + G VAr?+ vba +O 


(') Le lecteur qui poursuivra ses éludes mathématiques reconnaitva qu’il n’en est 
plus de méme quand il s’agit Wintégrales multiples. 


A Ae 33 


/ 
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ou, si lon veut, les expressions des intégrales indéfinies 


ip dx dx 
J Aw®+ Bat’ N iresces eee 


Lidentité 


: F 2 AC — B2 
Ae oBr+C=A| (« oe) . | 


suggére immmédiatement l’idée du changement de variable 


ae (hp Gil 


qui change les deux intégrales précédentes en 


> dt dt 


‘C= Ebay =" 
A( pe = ) Wises | 


we ve 


AC — B2 


Pour ramener ensuite le binome ¢? aa ala forme 3? 1 qui 


figure dans les formules HI, IV, V, V1, il suffira de faire le change- 
ment de variable 
VACRIBI Ss By ee 


[mr 
A 


suivant que AC — B? est positif ou négatif, suivant que le tinome 
proposé Aw? 2 Bar + Ca ses racines imaginaires ou réelles. 
Considérons d’abord la premiére intégrale 


v= hte ONCE: 
1° AC — B2>0, pee a 
Ona 
VAC — B2 
dx matl dt ee Kae ae 
| Awt+oBe +O” A PAC Bran NC Be 
Ps A? e A? 
I i dz I 
Se = ue tanors 
/ ACE Pt cha tet Opes 


wr 
or 
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et, finalement, 


[ dx ; I eee ADS Be 
/ OB eS Cll yAG= BE? "8 NOE BS 
on a, en particulier ('), 
iar dx  Sserk 
Agv?+2Be+C — VAC=EB. 


Azvz+B 
——— tend vers +, ou vers — x, 

VAC —B2 
- 


. are ; “Pp Tt v 
suivant que A est positif ou négatif, l’are tangente tend vers . Ou ===> 


en effet, quand z tend vers +, 


suivant que A est positif ou négatif. On a les mémes distinctions a 
faire quand x tend vers —- 2. 


Dans le cas qu’on vient de traiter, la fonction sous le signe y est 


continue, quel que soit 2. 


ee ee Sy biz PEAS 
Ona 
ik dr mae dt " —] Pike 
5 Av?--oBer ZG! A ‘ EAC Vpeac 1— 2? 
i 
2 } Py lees ee 1 ie /B2— AC— Avr —B 
yet AG. Mies a VBISAC  |\//Bt=AC SAz—B 
I r— a 
ey 
q/ B= AG Mee 


en désignant par z’, x” les racines du trinome Awv?+ 2Ba+ CG, 

2 /B2— AC 
A 

mule n’est applicable que si les deux limites d’intégration sont toutes 


raugées dans un ordre tel que l’on ait a’— a" = s la for- 


deux supérieures a a’, x", ou toutes deux inférieures a 2’, x", ou 
toutes deux comprises entre z! et x". On peut écrire aussi, dans le 


A? : : ee 
(1) Je rappelle que sgnA = uv représente +1 Ou —zs, suivant que A est positif 
f 


ou négatif. 
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dernier cas, 


f dx 2. —1 ay Ag +B 
AZ 2B a= CS BPA Can: ie 
> AC — B*="6, ona 


if dx =a 
J Aw+2Be+C Axr+B 
Sah: Dae : We 
La formule ne s’applique que si — q Dappartient pas a Vinter- 
valle d’intégration. 
3 dx 


Arrivons a l’intégrale 


VAzx?+2Ba+C 
Supposons dabord A négatif; on doit supposer les racines du tri- 


nome Azv?+ 2B2+C ae (Be — AC > 0), sans quoi le radical 
serait toujours imaginaire; on aura alors 


are) ee 


en faisant le changement de variables, 


Bay bee /B?— AG 
i aT Z, Oe = a dz, 
il vient 
t AL — I . dz == fi 
2 = = —— are sing, 
| VAa?=oBa--G- yA V aes On ee 
2 Aas —I 4. UNeP se 1B 
2= Ane Sit} —— 9 
VAa?+2Bar+C v= ees AYE! 


la formule n’est applicable que si les lmites d’intégration appar— 
8 PI 
tiennent a Vintervalle formé par les deux racines z’, x” du trinome; 
en désignant par z’ la plus petite et par x” la plus grande, ona 
S$ I 8 ) 


Aa' + B= /B-— AC, Ag" = B= —\/B?= AG, 
el 
coe dr —1 : : 7 
| 2 == [are sin(—1) -—are sint] = — 
J. VAx+2Ba+C yA eae 
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Supposons maintenant A> o. Uncalcul tout pareil et la formule VL 
montrent que ona 


if ee = — Ig/Av+B+YA VAwz?+ 2Ba+OCl. 
VAa?+2Ba+C VA 

Je laisse au lecteur le soin de montrer que la quantité placée entre 
deux barres verticales, dans le second membre, est toujours positive 
quand les racines du trinome Aw?+ 2Ba-+-C sont imaginaires. 
Lorsque ces racines sont réelles et distinctes, elle est positive si 2 est 
supérieur a la plus grande des racines, négative si z esi inférieur a la 
plus petite. Ce dernier point résulte sans peine de lidentité 


(Av+B+ /AVAz?+2Ba+C)(Ax+B— VAVAz?+2Ba—C)=B?—AC, 


Les limites de l’intégrale définie doivent étre toutes deux plus 
grandes que la plus grande des racines ou toutes deux plus petites 
que la plus petite. 

Lorsque B?— AC est nul, ona 


B 
[ dz ey dx pele. na 
Aa?+ 2Ba + C an hae A 
A‘ 


Considérons Vintégrale indéfinie 


On peut Vécrire 


i 
es 
. 
ies 
——~ 
a 
S| 
a 
at 
al> 
= 
8] + 
= 
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el, si @ est négatif, 


i d y= 
Hb 


1— — 


Y AL song sone _ V—a 
= — iy IN : 
xe x? + a V—=a y (yah ya ot 


D 


Si l’on applique cette formule a une intégrale définie, les deux h- 
mites de l’intégrale doivent étre de mémes signes et, si @ est négatif, 


étre toutes deux au moins égales a y/ -— a, ou au plus égales a — \/— a. 


319. Les formules évidentes 


u'dx du 
asf = = 8". 
u wt 


ee: 5 . A ae 
i = CHP = / ee ———— | A Ug a pe Goh), 
u 5 


, —Nu-- | ( 77, — 1) ees I 
* ee du 
——,dx = | —— ~ =arctangu, 
a= ue af litee 2 


ou uw est une fonction de x dont la dérivée est wu’, se rattachent si lon 
veut a la théorie précédente, ou au théoréme des fonctions de fonc- 


tion, dont elles sont des conséquences immédiates. Il convient de se 


familiariser avec leur application, de savoir reconnaitre, par exemple, 
si le numérateur d’une fraction est, 4 un facteur constant prés, la 
dérivée du dénominateur ou la dérivée d’une fonction dont le déno- 
minateur est une puissance. 


etx I deter ; 
—— dx = = —— = le(1+ e#*), 
4 1+ Che a 4 I+ ete 


A: B) d. 
[ Utes AE he eee Reo 
J Azw+»2Be+C 2 


Ainsi 


Cette derniére formule, dans laquelle le premier membre peut 
s écrire 


af BaD, Bf dx 
y Av? 2Baro J AvtpPoBa = CG" 


4 5 - . i dr 
montre, puisque l’on a expression de LONE e Uy 
mh | } thar? PoBeas C- I P 
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; 5 z ge Fania 
obtenir l’expression des intégrales de la forme et 
P Do Wess hee Gu? 


(ae a= (ON ahe 


ry, 


par suite, celle des intégrales de la forme i =, olaetb 


Neem Brae 


© 


sont des constantes. 
De méme la formule 


ERE Be ° 
| sent a = | d/Agt+ Bo +0 =Vaat + oBe eC, 


Te + 9 Ba + C 


et les résultats précédemment obtenus permettent d’évaluer les inté- 


rt b)dx 
grales du type is ee oes 
Uf i) SSS ee ee 
Ona 
1. SGA US 
| AL a ih ae a nh - = arc tang(lga). 
elt (ea| 1+ (lga)? : 


320. Les applications. précédentes du changement de variable ont 
été faites en yue de la recherche de l’intégrale indéfinie; celle-ci une 
fois obtenue, il n’y a qu’a prendre, pour en déduire une intégrale dé- 
finie, les précautions relatives a la continuité, etc., sur lesquelles on 
a insisté au n° 314; il importe de se rendre compte de la facon dont il 
convient d’opérer en général quand on fait un changement de va- 


o(¢) dans une intégrale définie fod fiz) dz. 


Je suppose essentiellement que la fonction f(x) soit continue dans 
un intervalle (A, B) auquel appartiennent les limites 29, 2,, que la 
fonction 9(¢) soit de méme continue, ainsi que sa dérivée 9! (¢), dans. 
Vintervalle (, 8), et que les valeurs qu’elle prend quand ¢ varie dans. 
Vintervalle (a, 8) appartiennent toujours a Vintervalle (A, B), 

Soit F(z) une fonction primitive de f(z); elle sera ausst continue 


dans lintervalle (A, B) et on aura 


carl 
Jae) da= Ba) — F(a). 
Quant ¢ appartient 4 Vintervalle (%, §), la dérivée par rapport a ¢ 
de F[¢(z)] est Sle(4)] o'(4), et Pon aura, quels que sorent les 
nombres ¢) et é,, appartenant a Vintervalle (a, 8), 


ty 
Sieve Y (4) = Fle@y)] — F lev 


Suits 
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el, par suite, 


ty a4 
(1) [{ flee) =Flay—F(m) = fo fiz) de, 
e by 2% 

pourvu que ¢y et 4, appartiennent a lintervalle (%, %) et satisfassent 
aux équations 


o(lo) = Xo, o(%) =. 


Lorsque ¢ varie de ¢) a¢,, sans sortir de Vintervalle (¢9, £;), x = 9(¢) 
qui passe de la valeur zp) a la valeur x, peut sans inconvénient 
osciller dans cet intervalle, ou méme sortir de lintervalle (2, %,), 
pourvu que les conditions précédentes soient vérifiées. Ce point, qui 
ressort clairement de ce qui précéde, s’établit sans peine par des con- 
sidérations géométriques que je laisse au lecteur le soin de déve- 
loper. 


Au reste, lorsque I’équation «= 9(¢) permet de définir une fonc- 
tion ¢= 4(x), inverse de o(t) (n° 199) qui varie toujours dans le 
méme sens quand x va de zy a.r,, il sera naturel de choisir pour ¢y 
et ¢, les valeurs que prend cette fonction (x) pour x= £9, = 2. 

La formule (1) ne s’appliquerait plus si, lorsque ¢ varie de ty a 4, 
les valeurs de la fonction «= 9(¢) sortaient de lintervalle (A, B) ot 
la continuité de f(z) est assurée. 


J’ai supposé dans ce qui précéde la formule du changement de 
variable résolue par rapport a .z. Si on se donne inversement la for- 


mule ¢= 4(x) et si on sait former une fonction continue ¢(¢) telle 


que Von ait 
I(x) 


Ua) Se?) 


pour les valeurs que prend la fonction ¥(#) quand z varie de 7) a x, 


T 
on aura 


ARCA, t, 
(2) [ YEE) Gee = { git) dat 
“19 “ty 
en prenant fy) = 4(2 9), ¢, = 4(2,), ainsi qu’on le vérifie immédiate- 


ment en faisant, dans le second membre, le changement de variables 
ph Gras 
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Considérons, par exemple, en supposant 52 — c négatif, l’intégrale 


dx 


if (72+ 2bx2 +c)" 
=o 


ou rest un nombre entier, au moins égal a 2; Vintégrale indéfinie, 


en posant x + b = \/c — 6? tangé, deviendra 


J [ dt I iL ee 
Ee a b2)n x cos? ¢(1 4+ tang? yn ea pan ; cos tat; 


ona vu au n° 315 comment se calculait cette intégrale indéfinie ; on 
n’aura ensuite qu’a appliquer la formule (1) en prenant pour to, ¢ 
les nombres définis sans ambiguité par les formules 


Zoe Oo a+b 
fo = are tang 5 ¢, = arc tang —+__.. 
Vc— b? c — 62 
On aura, en particulier, 
1 
+1 x [+ - == (ea 
dr l D) 2, 
[ Se ane tan al tan 
fe RC thes 2) ; 1 / F ; 
ar , is i— - 
oo \/ 4 \ 4 
4 = [sas 27 
= = ( arc tang V3 + arc tang — ) = —- 
3 V3 2) 
321. Intégration par parties. — La recherche de la fonction primi- 


uve du produit we! dune fonction connue u de x par la dérivée d’une 
fonction connue ¢, se raméne immédiatement a la recherche de la 
fonction primitive du produit ue, puisque la dérivée de ug est égale 
au'y + uv’, en sorte que la fonction primitive de ue’ est égale a ue 
moins la fonction primitive de w'v; en d'autres termes, on a 


a 


(t) / uv’ dx = uv — / vu’ dx. 


© * 


Cette formule, quand on a affaire 4 une intégrale définie, s’écrit sou- 
vent 


38 ats 


re 4 
(2) i uy dz = [ue }i— di vu' dr, 
bier 


arn Bary 
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en désignant par le symbole [| we |i la différence entre les valeurs que | 
prend le produit we pour « = x, ét pour 7 = Xo. 

La formule (1), ou (2), a laquelle on donne le nom de formule @?in- 
tégration par parties, est avantageuse toutes les fois qu’on sait cal- 


culer [| uo dz. 


Si, en particulier, w est une de ces fonctions qui, comme lga’, 
arc tangz, ..., ont une dérivée algébrique simple, la formule (1) per- 
mettra souvent de ramener le probléme proposé a un probléme plus 


aisé, 


Soit par exemple a calculer [io lex dx(n+1#4 0). 


Gr+l 


Morea. | 


fin supposant » = »u = lgax dans la formule (t), elle deviendra 


antl l|omw I 
[2 lex dx = ——— — an dx 
¥ aay nm+t, 


enti [ ‘ 
= lea — ; 
fu 1 m+ 


on a en particulier, pour 2 = 0, 


fige dx=alexr —ax. 
Fs 


Soit encore a calculer 


[ Vee a dz. 


Onvja, eneprenant) 7) ee — (22+ a, 


[ VFFa de = 2 YPea— i eee 
oy i uvr>+a 


d’autre part, on a 


- @ CE? 4+-a— a dx 
—————- dr = ——_——_ dz = [ve -+adxr—a ——— ; 
Vxe2+a , Vr+a . ) Veta 


on en conclut 


[ Vex adx =~ ie Vri+ata i. 
. 2 ; Vx? a) 
rdxr dx 


if te 
panes SS ite a a es 
J xa > | Vv. I= f 


. \ 
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ys Eee Wee . s “ Teac , 
Vintégrale qui figure dans les seconds membres a été calculée dans le n° 318. 
Plus généralement, on a, en prenant 


v=2e+—, u=VAr2?+2»Ba+C, 


[ VKe -2Be+ Cdz= ~(Axv+B)VAri-+oBa +c 


dx; 


I { (Aav+ B)? 


A ‘ Ax? + 2Ba == C 


on a d’ailleurs 
(Av+ B)?= A(Av?+2Bae— C) + B2-— AC, 


et, par suite, 


45 [ (Av B)2 dz 
ciel (Az? +oBa iG 


nea Be , 
= [ VRP OBa + Cdr ae | i dr i 
AD NN (Rate iBa se © 


dot 


[ VAw= 2Br+ Cdr 


= gy [Ae + VAG SoBe EE + (AG — Be) | : He 2 
iy VAa?+2Ba+U 


Ici encore, lintégrale qui figure dans le second membre est connue. 
La formule (n° 213) 


- 
lu gl) — yy! o(a—t) + yy" p22) —,, EE ul 9] = wp) ylntty 
ax 

conduit 4 une formule plus générale que la formule (1), a savoir : 


[ ucinen dx = uy) — wp) +, ul) p = / ult) dr; 


e 


elle s’appliquera quand la fonction dont on cherche Ja fonction primitive est 
le produit d'une fonction connue par la dérivée (a 4-1)" d’une fonction 
connue. Une belle application de cette formule concerne le cas ot 9 est de la 
forme e@”, a étant une constante, et oi uw est un polynome de degré n, poly- 
nome dont la dérivée (nm +1)" est identiquement nulle, en sorte que linté- 
grale du second membre disparait et que l’on a 


; 
u u u un 

[ wee Obie GEE (aa tS es oy eee 
bs a a? a al 
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formule qui se vérifie immédiatement en prenant les dérivées des deux membres. 

En se reportant au n° 315, on reconnait de suite que la formule précédente 
est valable quand @ est imaginaire, en particulier quand il est égal a +7; on 
en conclut, en supposant toujours que ¢ soit un polynome de degré n, 


fu cosx dx =(u — u" + u'Y—...)sinn+(u'—u"+... ) cosa, 


e 


[ usine CHP NUE SF gc )sing —(u—u"+u—...) cosa. 


e 


La méthode @intégration par parties, ou plutét une méthode fondée 
sur la méme identité, permet souvent d’obtenir des formules de 
réduction qui sont tres piécieuses. Les formules que l’on désigne 
ainsi raménent d’ordinaire le calcul d’une expression qui dépend 
dun nombre entier n a celui (expressions semblables mais relatives 
a des valeurs moindres de cet entier. 

Considérons par exemple l’intégrale 


a" dx 


alee a 


oti n est un nombre entier. 
La dérivée de x? V1 — 7? est 


Os P+ Pp eP-1 (1 rece x?) rPprt 
[RIO ING a ite ss = —= Soc eS 
Vi— x Vt - 2 Vie 

par} See aE 


Pee vi— x , 


on en conclut 


9 


(3) DEY (ea pA pe Apa 


Si 2 est un nombre enter positif, on aura donc, en remplacant 
dans cette formule p successivement par nm —1, rn — 3, n—5, les 


égalités 
n—tI Ga V1 — x7? 
Bey = An-2 ae 
/ Vt 
if == % gr /\ — x 
An» = oY Fla), FS ? 
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La derniére de ces formules sera, suivant que 7 est pair ou impair, 


I 
acca: Wy 
2 ) 
A, = vis Le? 
Puisque A, alg = = are sinz est connu, ces formules permet- 
(hae 


tront, dans tous les cas, de calculer de proche en proche les quan- 
Les AGS Ay, AG, 2s Ay, Si 7 estapair, les quantités Ay, Acca, Ay 
sim est impair. Le lecteur pourra calculer, dans les deux cas, l’expres- 
sion explicite (') de A,. Je me borne aux remarques suivantes, qui 
sont immeédiates. 

Si 7 est pair, A, contient un terme transcendant, en arc sinz, et le 
produit par 71 — x? d'un polynome en a, de degré n —1, dont tous 
les termes sont de degré impair. 

Sin est impair, A, est le produit par \/1 — 2? d’un polynome en x 
de degré n —1, dont tous les termes sont de degré pair. 

Dans tous les cas on doit ajouter a expression de A, la constante 
arbitraire qui figure dans toute intégrale indéfinie. 

Je laisse au lecteur le soin de traiter le cas ot: 2 est un nombre entier 
négauf; il verra encore que le calcul de A, se raméne au calcul de 


quantités connues. 


Revenons au cas ot 2 est un entier positif : et faisons maintenant 


wP dx 


Gee 


La formule 


ee ae EPS, 
dx Vi— x fi— x 


qui a été notre point de départ, et qui montre que xP /1— x? est une fonction 
primitive du second membre, montre que Vintégrale aéfinie de ce second 
membre, prise entre les limites o et 1, est nulle quand on suppose p> 0, 


puisque uP 1— x est nul pour 7 =o et pour #7 = 1; cette remarque fournit 


(') Voir Ex. 160. 
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fa relation 
PpAp=t— (pa) Ayer 


d’ou, en supposant successivement p = 2n—1, »n —3,..., 1, 


i ——— 
Aon = Aon—2; 
2 
Day i) —— 3) 
Aon-2 = Nop—ty 
SY—_W 
PRON Bien Sedo airs cae neee ; 
J I 7 
A, = SAG = es 
D 2 2 
on déduit de la 
\ 1 72n dx Tao (2n—1) 7% 
Aon = ? 
ys) Dpttig() DD 2, 
30) vi wt 
on aura de méme 
2n 
Aon-+1 = 22—1) 
2nN--+ I 
72 
Aon—1 aa Aen—ss 
2m—I 
pelt PAE Guo aati Sex ‘ 
2 » (| wxdr 2 2 
As = a & ee et [Vi eee 
3 BA Vi— x 3 3) 
et, par suite, 
Daa Senne Deh lis DUO r 
Agni = eae a > = : 
pega al Oe ==) (.3.9...(2%—1) 2n-+1 


Ces formules conduisent tres naturellement a des inégalités intéressantes 
on voit de suite que, pour # compris entre o et 1, ona 


gin-l gen giaterl 


= > 
Vil— x? V1 — x? Vi— x 


d’ou l’on conclut, en se reportant a la signification géometrique de V’intégrale 
définie, 


? 


Aon—1 = Asn > Aan+1 


et, en utilisant les résultats précédents, 


Nw 


2.4.6...(2n — 2) [ to Bo dese w= th) Ge Dat Doge Duo \ 


= 


1.3.5...(2n—3) an—1 alle 5 Pwd 2, faanebon (Pps 11) Tela 


De Halbe o (Vue oT T Meio |e I 
ay = 7 > > » 3 
sO Derg al DdE =A) |} 077 3) 1.3.5...(2N—1)] an+1 
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| We 7 dy ae A 5 aie . 5 , ve, 
expression approchée de 5 que fournissent ces inégalités est due 


a Wallis. 


322. Intégration des fractions rationnelles. — On a vu (n° 65, 


3 4 : 2) ee aes 
117) qu'une fonction rationnelle Ae était la somme d’un polynome 
f 4 


enuer en 2, et de fractions de la forme » en désignant par a 


(2 — a)P 
quelque racine de ¢(2), par p un nombre naturel inférieur ou égal 
au degré de multiplicité de cette racine et par A une constante. Le 
polynome, qui n’existe d’ailleurs que si le degré du numérateur f(z) 


est au moins égal au degré du dénominateur, s’intégre de suite; il 


A AN . , 
en est de méme du terme ———— sia est réel; on a alors 
(x —a)P ) 
. ee) ayy 
(1) | es [ (ay de = 2 5 
eC & (p—1t)(x@— aye! 


quand p est plus grand que 1, et 


A dx 


Py TCL 


(2) = A lie) — a), 


quand p=1. 

Il n’y a de difficultés que quand le dénominateur 9(2) admet des 
racines imaginaires. 

Il convient toutefois de remarquer que, méme si @ est imaginaire, 
la formule (1) continue d’étre valable, pourvu que p soit plus grand 
que (1); c’est seulement la formule (2) qui n’a plus de sens. 

Supposons d’abord que les coefficients de f(a) et de 9(x) soient 
réels; aux racines réelles de o(.xv), s'il y ena, correspondront des élé- 
ments simples réels qui s’integrent de suile; quant aux racines i1ma- 
ginaires, elles. yont par couples; 4 une racine imaginaire % + 8¢ 
(a, Bréels), correspond une racine conjuguée % — §z, du méme ordre 
de multiplicité; a un élément simple tel que 


A+ Be 


(a —4— BL)P 
(A, B réels), correspond un élément simple conjugué 


NG Big 
(~--a-—+ Br)P 
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Lorsque p est plus grand que 1, ces éléments simples fournissent de 
suite une parte de la fonction primitive cherchée, a savoir 


—A—Bz Es —-A+ Bi 
(p—1)(a@—a— Br)e—! C2 te 


la somme de ces deux fractions est évidemment réelle; c’est une frac- 
tion dont le dénominateur est (p —1) [(2 — «)*?-+ 8? ]?~' et dont le 


- numeérateur est 


—A [(@—a— Bi)P-t*+ (a@—a-+ Bi)P] 
+ Bi[(2 —2— Bi)p-1— (x — a+ Br)P—]; 


il suffit d’effectuer le développement des puissances (7 — 1)®™ pour 
voir comment les termes en ¢ disparaissent. 

Ce procédé ne réussit plus quand p est égal a 1; il introduirait des 
logarithmes de quantités imaginaires; mais il suffit de réunir, avant 


Vintégration, les deux éléments conjugués 


IN Se 1B IN [BG 


7? : 
xr—2~— fl Pa se Be 


pour mettre leur somme sous la torme 


DIN(Ge == @2)\ =D 
(7 a )2Se6 


> (2 
Be 
2 


on a d’ailleurs 


bp 02h 

. a(2) 
, ea ae Sn be 0 
fez’ 2) —2B{ Tea [2s a) daa oB 6 


(~@—2)?+ 2? r—24)P+ + (234) 


=Alg[(#—a)}+ 6?]— 2Bare tang 


Si, par exemple, la fonction a intégrer, que je prends toute décomposée, est 


I I 1+ 20 1— 20 I I 


SENT NG 5 ea 5) 
(@2-+ 1 )* (ei ph Si —— | ff Be 1d hats fg Eh 


on yoit que la fonction primitive s’obtiendra en ajoutant a 


L I 
= —— . + log 
“+t @£—t 


aes) —=— 27 


1 == |i 1+ x? @-+-1 
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fa fonction primitive de 


2U—1 2t+1 —»2(r—1)+4 
Bit L—1—-t (#—1)?-+1 


¢’est-a-dire 
— le(v?— 2x7 + 2)+ 4 arc tang(x —1). 


Considérons encore l’intégrale 


dx 
Azvt+2Ba+ GC’ 


en supposant réelles Jes racines 2’, x” du trinome Aa?+2Ba+C; ona 


I I ( I [ 
A(a@—2')(2@—2")” A(#’—2@’) \x—2' i—3)} 
et, par suite, 


Z— 2 


Gere 


o 


ae ae ae = KE , 


en Supposant les racines 2’, x” rangées dans un ordre tel que l’on ait 


j i 2 /B?— AC. 


eG 
A 


Au lieu de réunir, ayant d’intégrer, deux éléments simples conjugués, dont 
le dénominateur est du premier degré, on peut, en remontant a la définition 
de Vintégrale d’une fonction a coefficients imaginaires, calculer directement 


Vintégrale 
dx 
Ca or 


ou a et b sont supposés réels; on a, en effet, par définition, 


- dz (@—a) dz oe b daz 
z—a—bi- Gaavee (x —a)?+ 


b 


——_—— _. @ 
= Ig /x — a)?+ b? + care tang 
En supposant que ao et 2; soient des nombres réels, on aura 


=l|¢e 


z—a—bi ° [@o—ar+ o? 


ne dx /(a,— a+ 


: wy— a Ly-- a 
+ Ut | arc pad Ser = OCA) Py 
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Le second membre s’interpréte géométriquement d’une facon simple, que le 
lecteur n’aura pas de peine a établir. 


Fig. 96. 


arbu 


Zo 0 ooo x 


Figurons, conformément aux conventions habituelles, les. points zo, #1 (sur 
Vaxe des quantités réelles), et le point a + bz. 


[ ae dx 
C= G00. 


“ro 


Dans l’intégrale 


la partie réelle est le logarithme du rapport des distances du point a+ b¢ 
aux points x; et x et le coefficient de z est l’angle (compris entre — x et 7) 
sous lequel on voit, du point a+ bz, le vecteur qui va du point zp au 
point 2; cet angle est positif ou négatif suivant qu’il a la disposition directe 
ou la disposition inverse; on peut dire encore qu'il est de méme signe que le 
b 

rapport es : 

En employant la méthode précédente, on voit que l’on peut effectuer toute 
intégrale du type 

x,y 

SK) dz, 

x, (2) 
ol %, x, sont des nombres réels et od f(z), 9(x) sont des polynomes premiers 
entre eux, a coefficients réels ou imaginaires, en supposant que, dans linter- 
valle (2), 2,), le dénominateur ¢(a@) ne s’annule pas. L’intégrale n’a pas de 
sens quand 9(2) s’annule dans cet intervalle. 

La méthode générale s’applique sans difficulté a une intégrale du type 


is I(x) dr 
(Aa?+2Ba— Cy’ 


ot f(x) est un polynome; il n’est toutefois pas inutile d’indiquer une autre 
méthode pour traiter ces intégrales, en particulier dans le cas ot les coeffi- 
cients sont réels, et ot les racines du trinome sont imaginaires. D’abord, en 
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prenant 7+ q pour variable, on raménera cette intégrale a une intégrale du 


i a(a)dzr | 
J (a +a)” ’ 


on peut, en séparant dans g(a) les termes de degré pair et les termes de 
degré impair, mettre g(a) sous la forme 


type 


(XL) = 9( a?) + a(x); 


en ordonnant ensuite @(2?) et Y(#?) suivant les puissances de x?-+ a, puis en 


ue 4 : : Bia) ; : 
divisant par (a?+- a)”, on voit qu on mettra (aye sous forme d'une partie 
Yer 
entiére et de termes dela forme 
NG: B 


(2+ %)p? (22+ ap 


Les premiers s’intégrent immédiatement; on a en effet 


(22 ay 2 Pp (et? ale © o(p—1) (eta jen’ 


[ xrdr 1 OM Ci Cg Ae == fj 
si p est plus grand que tr et, si p est égal a 1, 


Quant aux autres termes, on a déja donné une méthode pour les intégrer, 


qui consiste a poser 7 =x tangé; on peut aussi obtenir une formule de 
réduction. I suffit pour cela de prendre la dévivée de «(a?+- x)-P+!, qui est 


d 1 (2p —2)x? 
fe p21. gy \—p+i | — — 
ige® I %) ] (Geese a )p—i (72+ a)P 
2p—3 _ CapPee2)e 
re a a i ai 


on déduit de la 


dr 2p—> / dr 7 x ; 
ll paar es J (aya ” (ap—2») (e+ ar? 


i intéer srché 
on peut au moyen de cette formule exprimer Vintégrale cherchée au moyen 


dz 
de 5 
Ga == Oe 
e 
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323. Un trés grand nombre d’intégrales peuvent, par un change- 
ment de variables, se ramener a celles qu’on vient d’étudier, qui 
portent sur une fonction rationnelle. Jindique d’abord quelques 
exemples ot le changement de variable s’apercoit immédiatement. 

Considérons une intégrale du type 


[fay ae, 


ou f(z, y) est une fraction rationnelleven xz, vy et ol y est mis, pour 
pP 

Be S acal d i Ge 1b SG hace i eee 

abréger, ala place de ( are i) » en désignant par p, g des nombres 

entiers et par a, 6, a’, b' des constantes, telles que ab’ — a'b ne soit 


pas nul; si l’on pose 


az+b 0G = (Cane! == Gi 1d) 
——{ = 04, x= ——_; dr = ————— qi? dt, 
2L4-6 a2—a tl (a—a'ty)? 


on raménera évidemment la quantité sous le signe HE a élre ration- 
nelle. 


Plus généralement, considérons les intégrales du type 


oO 


fr Po Me Dre E8e, o, oe QEE 


ou f(z, u,9,,.-.) est une fonction rationnelle en %, U, °, Ww, ... 
et oll UW, v, ~, ... sont mis pour abréger a la place de 
fe p je 
( aa +b \7 ar+b\7 ( 44+-6\7 - 
\ a @ a a ) Wa ree oy ae ee 7 ) : ia 
PPV, P's 7, -.» tant des entiers; il suffira de faire le chan- 


gement de variables 


ax —b 
— oe 


Qa == v' 
en désignant par run entier qui soit divisible par q, gq’, g", .... 


324. Voici maintenant une remarque générale : 


Considérons l’intégrale HR Ge, y) dx, ou R(x, v) est une fonction 


9 
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rationnelie de 2, y et et v est une fonction algébrique de x, c’est- 
a-dire une fonction de « telle que l’on ait identiquement 9(7, y)=o0, 
en désignant par 9(2, 9°) un polynome en 2, y. 

L’équation 9(.2, 7) =o définit y comme une fonction implicite 
de 2; pour que cette fonction soit complétement définie dans un 
intervalle (A,B), il faut qu’on sache quelle racine de l’équation 
(en y) o(x2, ¥) =o 11 faut associer a chaque valeur de x appartenant 
a Vintervalle (A,B); je suppose que cette fonction y= 4(z) soit 
continue dans cet intervalle, et qu'il en soit de méme de la fonc— 
tion R[x, 4(x)]. Si 29, 2, appartiennent a Vintervalle (A,B) le: 
symbole 


ral 


[R[x 9(@)| de 


Bs 


a alors un sens précis. 

Au point de vue géométrique, la définition précise de la fonc— 
tion §(2) revient a isoler, sur /a courbe algébrique définie par 
Péquation ¢(.7, v7) = 0, un trait continu qui n’est rencontré qu’en un 
point par les paralléles a axe des y, et qui va d’un point dont l’abscisse- 
est A aun point dont labscisse est B. Ce trait de courbe représente: 
la fonction y = 4(z), dans lintervalle (A, B). 

Supposons qu'il existe des fonctions rationnelles de ¢, 


LiL), y(t), 


continues dans l’interyalle (z, 8) et telles que, lorsque ¢ varie dans cet 
intervalle, le point dont les coordonnées sont x, 1 décrive précisé-- 
1, 
ment ce trait de courbe; pour évaluer Vintégrale Gey) aay on 
ary 


fera le changement de variable 
Peas Ade AE Nd Ge 
la fonction y = 4(x), par ce changement de variables, se changera 


en A(¢) et Pintégrale proposée deviendra 


t, 
[RE g(t), AC] Re) at, 


et 5 


t) et ¢, étant des valeurs de ¢, appartenant a l’intervalle (4, 8), telles. 
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que l’on ait 


Ly = & (to), 2,= §(t1). 


La quantité sous le signe [est maintenant rationnelle en ¢ et le pro- 


bléeme est par conséquent ramené a celui qu’on vient de traiter. 


325. Digression sur les courbes unicursales. — On voit d’apres 
cela importance des courbes algébriques, dites wnricursales, telles 
que les coordonnées de leurs points s’expriment rationnellement en 
fonction d’un parameétre ¢. 

Dire que la courbe algébrique dont l’équation est o(2, v7) = 0 est 
unicursale, c'est dire qu'il existe deux fonctions rationnelles g(¢), 
h(t) telles que le lieu des points dont les coordonnées z, y annulent 
le polynome (x, v) est le méme que le lieu des points dont on 
obtient les coordonnées xz, vy en donnant a ¢ toutes les valeurs pos- 
sibles dans les formules x = g(t), y= A(t). 

En d'autres termes, sila courbe dont l’équation est o(2, v7) = 0 est 
unicursale, d’une part, a chaque valeur de ¢ correspond un point de 
la courbe dont les coordonnées x, y sont fournies par les formules 
précédentes, en sorte qu’on doit avoir identiquement (en ¢), 


els(t), A(t)] = 0, 


et, d’autre part, a chaque point de la courbe, a chaque systéme 
de valeurs 2, y qui annulent le polynome ¢(.c, v7) correspond au 
moins (') une valeur de ¢ telle que on ait x = g(t), y=h(t). 

Par conséquent, si z, y sont les coordonnées d’un point de la 
courbe, les deux équations précédentes considérées comme des équa- 
uuons en ¢ ont au moins une racine commune. Réciproquement, il est 
clair que, si ces deux équations ont une racine commune, le point 
dont les coordonnées sont 7 = g(t), y=A(¢) est un point de la 
courbe : l’équation o(z, vy) = 0 est la condition nécessaire et suffi- 
sante pour que les deux équations (en 4) x= g(t), y=A/(t) aient 
une racine commune. 


(') On démontre que, si la courbe est unicursale, on peut choisir les fonc— 
lions g(¢), A(¢) de maniere qu’a chaque point de la courbe (sauf des points 
exceptionnels, en nombre fini) ne corresponde qu’une valeur de ¢. 


or 
we 
cr 
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Les courbes du second degré sont unicursales. 


Soit en effet 
(1) Az’?+ »Bay + Cy?+2Dxr+2Ey+F=0 


Yéquation d’une telle courbe, équation dont je désignerai le premier 
membre par ¢(2, v); soient en outre 2», 7%» les coordonnées d’un 
point fixe pris arbitrairement sur cette courbe, en sorte qu’on 
ait (2%, %o) = 0; on commencera par faire le changement de 


variables 
v= a+ X, Y= "M+ Y, 


qui revient a transporter les axes parallélement & eux-mémes, de 
facon que la nouvelle origine coincide avec le point dont les coor- 
données étaient primitivement 29, %o; a cause de l’identité (n° 48) 


e(@o+ X, yot Y) = 9( 20, Yo) + X94,+ Vo), + AX?+ 2BXY + CY?, 


Ol S 7 ne i be 5) ie as 
on voit que les valeurs de x, y qui vérifient Péquation 9(z, y) 
s obtiendront en ajoutant a %, 7) des valeurs de X, Y qui vérifient 


Péquation 
(2) Bae DX CY? Xo, + YO) = 0. 


Si, dans cette ¢quation, on fait Y= ¢X, et qu’on supprime le fac- 
teur X, elle devient 


(A + 2Bt+ C#)X + 9), 4+ to, =o. 


On voit que l’équation (2) est vérifiée quel que soit ¢, si l'on prend 


x =>, — t9,, , <2 — te —fo) 
a ee ae Ee =t{X= iG i é 
Ae a BieaCr A+.2Bt+Ce 


et que, inversement, a chaque systeme de valeurs de X, Y qui vérifient 


; 
Péquation (2), correspond en général une valeur 4 de ¢ pour laquelle 
les seconds membres des égalités précédentes prennent respecti- 
vement les valeurs X, Y. Les expressions de x, y que lon tre de la 
sont de la forme 


3 at+».bt+ cP a +oblt 4+.c't 
le 5 ’ — a he 
(e) Ae abt CO? > Kaa btzecn 
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Ce sont des fractions rationnelles en ¢ dont les termes sont du second 
degré et dont les dénominateurs sont les mémes. Je laisse de cdté la 
démonstration de la réciproque, en vertu de laquelle une courbe 
définie par des équations telles que (3) est une courbe du second 
degre (4); 

Au leu de faire le calcul comme on vient de l’indiquer, il revient 
au méme de résoudre les deux équations 


9( 2, ¥) = 9, Y — Yo= (x — 2X) 


par rapport a x, y, ce qui revient a prendre lintersection de la 
courbe donnée et d’une droite variable passant par le point fixe 2, 
Yo de cette courbe; l’équation du second degré en z, 


PLZ, Yo+ t(#—2)] =0, 


a une racine connue 2 ; l'autre racine s’exprime rationnellement 
en ¢, elle fournit ainsi l’expression de x au moyen de ¢; lexpression 
de y est ensuite fournie par la formule y = yo-+ t(x% — &o). 

Enfin on peut encore opérer de la facon suivante, que le lecteur, 
sil est familier avec la géométrie analytique et l'emploi des coor- 
données homogénes, raccordera sans peine avec la méthode qu’on 
vient d’indiquer. 

On résout par rapport a x, y le systeme d’équations 


Oz, Y) =, ye=meze+t, 


en choisissant la constante m de maniére que l’équation en 2, 
o(a,max-+t)=0, qui est en général du second degré enj z, 
s’abaisse au premier; il suffira pour cela de prendre pour m lune 
des racines de l’équation du second degré 


m+ »2Bm+A=o. 


Ayant ainsi choisi m, on obtient sans peine x et y exprimés ration- 


CA OmEC 
(') ILy aurait exception siledéterminant | a’ 6’ c’ | était nul; les équations (3) 


AS Ban 
définiraient alors une droite, dont une ou plusieurs parties seraient décrites deux fois 
quand ¢ varie de —o# a +o. 
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nellement en ¢. Cette méthode, si lon ne veut introduire que des 
éléments réels, suppose B?— AC Zo. 

Voici un exemple. 

On demande d’exprimer x et Jazr?+obx +c rationnellement 
en ¢t. Ce probléme rentre bien dans ceux qu’on vient de traiter: il 
revient, en effet, a exprimer z et y rationnellement en ¢ de ma- 
niére a vérifier ’équation du second degré yr=axrr-+2bx+c; on 
choisira pour. z) un nombre quelconque qui rende le second membre 


positif, et pour y, lune des deux valeurs de +\/axv?+ 2bx,+¢; 
supposons, par exemple, c >o : on pourra prendre y= 0, Wy» = \/C 
et remplacer y par Vc + Y; on aura alors, pour Péquation entre Ve 
eu 2, 

Y2+0VcY =azx2+ 2be; 


en posant Y = £2, et résolvant par rapport a x, on trouve 


Dee tye) _—tvV¥e+2bt—ave 
et ae ae ae Ss MP it ; 


Si a est positif, on peut résoudre les deux équations 
yr=ax?+2bx+ 0, y=aVla+t. 


On trouve ainsi 


c—?t? yi LNG ea bhnea 
f a(ty¥a—6) 


Se eae 

Dans le cas ot la courbe o(2, y) =o n’est pas du second degré, 
on ne peut pas, en général, exprimer Z, vy rationnellement en ¢; 
cela n’est possible que pour des courbes spéciales, et cette possibilité 
est liée a existence de points multiples sur la courbe. 

Supposons que le polynome 9(#, y) ne contienne pas de terme 
constant, c’est-a-dire que la courbe dont léquation est 9(2, 7) =o 
passe par l’origine : imaginons que le polynome soit ordonné comme 
il a été expliqué au n° 44, en mettant d’abord les termes du premier 
degré, s'il y en a, puis les termes du deuxieme degré, puis ceux 
du troisiéme degré, etc. Si les termes du plus bas degré dans 9(2, v) 
sont du p*™ degré, on dira que lorigine est, pour la courbe, un 
point p*?!*, ou un point multiple d’ordre de muluplicité p. L’origine 


538 CHAPITRE XVIII. 


est un point simple de la courbe sil y a des termes du premier degré. 

Soit maintenant %, %) un point quelconque de la courbe; rem- 
plagons, dans o(z, y), 2 et y par 4y+ X et y» + Y et ordonnons 
le polynome (en X, Y) ©( f+ X, 7» + Y), comme il vient d’étre 
expliqué : si les termes du plus bas degré sont du degré p, on dira 
que le point dont les coordonnées sont 9, Vo est un point p"?'’ de la 
courbe dont l’équation est o(z, vy) =o. 

Pour que 2), yo soient les coordonnées d’un point multiple, il faut 
que lon ait (n° 48) : 

(Xo. Yo) = 9, eNO 0 = 0, 
Siles conditions écrites explicitement sont vérifiées, le point considéré 
est au moins double. 

Je vais montrer, dans le cas ot le polynome (x, y) est du troi- 
siéme ou du quatriéme degré, le parti qu’on peut tirer de la connais- 
sance d’un point double; je suppose de suite que ce point double 
soit Porigine des coordonnées; s'il n’en était pas ainsi, on commen- 
cerait par faire la transformation expliquée plus haut. Dans le cas du 
lroisieme degré, si l’origine est un point double de la courbe, l’équa- 
tion de celle-ci doit étre de la forme 


axv+ bey +cy?+- 4234+ bry +yry?+5y=0; 


il suffit de résoudre cette équation et l’équation y= ¢x, pour 
obtenir # et y exprimés rationnellement au moyen de ¢: les courbes 
du troisiéme degré qui admettent un point double sont unicursales. 
On voit que 2, y s’expriment par des fractions de méme dénomi- 
nateur dont les termes sont, au plus, du troisieme degré. 

Dans le cas dune courbe du quatrieme degré, si Porigine est un 
point triple, le méme procédé permet d’obtenir x, y en fonction de ¢. 
Si Porigine est un point double, ’équation peut se mettre sous la 


forme 
F(a, yy oa G(2, Hy ag H(z, vy) = Os 


F, G, H désignant des polynomes homogenes en x, y qui sont res- 
pectivement du second, du troisiéme et du quatriéme degré; en rem- 
placant y par ¢x dans cette équation, on obtient, apres avoir sup- 
pruné le facteur x?, 


Fr, ¢)+2¢G(1,t)+2?H(1,t)=0 
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On en tire 


Sal oy Gist) = 4 Pa ea, £) 


pets 
2H(1, ¢) 


Le polynome en ¢ sous le radical est en général du sixiéme degré; 
a tes ’ : 
s'il arrivait que ce polynome admit deux racines doubles, ou une 
racine quadruple, en sorte qu’on put le mettre sous la forme 


K2(t)(A@+ Be+ C), 
x se mettrait sous la forme 


_ —G(t. 7) K(t) VA BEC. 
SA) : 


or, on a vu plus haut qu’on pouvail exprimer ¢ en fonction rationnelle 


une autre variable ¢’ de maniére que \/A/?+ Bé+C s’exprimat 
aussi rationnellement en fonction de ¢’; dans ce cas, x et, par consé- 
quent, y = ¢x s’expriment rationnellement en fonction de 1’. 

On peut encore essayer, pour une courbe du troisiéme ou du qua- 
trieme degré, dont |’équation est o(7, v) = 0, de résoudre les deux 
équations simultanées 


C(t, ¥) =o, GR == DPR Se 168 
en choisissant la constante m de maniére que l’équation en x 
O(2,ma +t) =o 


soit du premier degré quand 9 est du troisieme degré, du second 
degré, au plus, quand 9 est du quatrieme degré. Si cela est possible, 
il est clair, lorsque ’équation en & est du premier degré, qu’on peut 
exprimer rationnellement z, vy au moyen de ¢; dans le cas ot, le poly- 
nome o(z, )’) étant du quatriéme degré, on peut ramener Péquation 
en x a étre du second degré, x s’exprime rationnellement, comme 
tout 4 heure, au moyen de ¢ et d’un radical du second degré, qui 
porte, en général, sur un polynome du sixiéme degré; ici, encore, s’1l 
arrive que ce polynome soit le produit dun carré parfait par un tri- 
nome du second degré en ¢, la courbe est unicursale. 

Une étude approfondie du sujet conduit a des méthodes générales 
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pour reconnaitre si une courbe du ni*”® degré est, ou non, unicur- 
sale, et pour exprimer rationnellement, au moyen d’un parameétre ¢, 
lorsque cela est possible, les coordonnées d’un point quelconque de 
la courbe. Les recettes que j’ai indiquées plus haut réussissent en fait, 
lorsque le degré de la courbe ne dépasse pas 4. Je ne m’arréterai pas 


a le démontrer. 


326. Applications. — Les intégrales du type 


if RGm, pe) ah. 


ou y est mis, pourabréger, ala place de VAa? + 2 Ba + C, peuvent, 
par le procédé qu’on vient d’expliquer, étre ramenées a des intégrales 
qui portent sur des fonctions rationnelles. 

Il en est de méme des intégrales du type 


[ (cos, sina) de, 
oti R est une fonction rationnelle de cosx et de sinxw; on observera 
dabord que ces intégrales se raméneraient au type précédent en 


posant 


; du 
cos# = U, sing =— V1 — u?, Che ae ere 
[— u? 


on raméne la quantité sous le signe fa étre rationnelle en posant 


e 


z i— @? ; DE 2dt 
tang — =f, COS Za => SUNGE = = a =} 
2 fae ue Ise ue Neue 


je reviendrai d’ailleurs sur les intégrales des deux types précédents. 
La courbe (folium de Descartes), définie par l’équation 
PIE I ORI f= 1). 


est unicursale; les coordonnées d’un quelconque de ses points s’expriment 
par les formules 
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en supposant que ¢ varie de 0 a + », le point x, y décrit une courbe fermée, 
tangente aux deux axes, dont je me propose de calculer l’aire. 


Fig. 97. 


10) x 
La courbe admet une tangente paralléle a l’axe des y; on trouverait la 


valeur ¢’ de ¢ qui correspond au point de contact A, en cherchant la valeur 
positive de ¢ qui annule ae Le point A sépare la boucle OMANO en deux 
traits de courbe OMA, ANO. 

Le premier est décrit par le point 2, y quand ¢ croit deo a ¢’; a ce trait 
correspond une fonction vy = 6(a), vérifiant l’équation de la courbe, définie 
dans Vintervalle (0, %) en posant 


pon fe 


at? 


quand ¢ croit deoat’,” croitdeoaazety deoa oo Le second trait de 


U3 
courbe est décrit quand ¢ croit de ¢’a-+«; a ce second trait correspond 
une fonction vy = 9,(a), vérifiant encore l’équation de la courbe; quand ¢ 


2 


croit de t’a + ©, x décroit de 2a 0, y varie de ape 2 L’aire cherchée est 
=z ine 


dailleurs égale a 
a 


a s 
[ %(2)de — f O(a) da; 


0 -/0 
dans chacune des intégrales faisons la substitution 


alt r—2¢ 


> da =e / di. 


1+ 0 (1+ 6) 


2 


al : : 
0,(2) et 0(z) prendront la forme a, pi? mais aux valeurs de « qui vont deo 
‘ ; 


a a, correspondent, pour la premiere intégrale, les valeurs de ¢ Gui vont de 
+x a’, et, pour la seconde intégrale, celles qui vont de o a ¢’; l’atre cher— 
chée sera donc 


t 


ApS OM 5 Gh Ue pee erbe es 
at? (1 Le i a(t 2 lage 
o (i+4)3 (+ 0) 


Ay) 
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[ff LL 


L’aire cherchée est donc 


[ee ee ERE UM gp 
(Qe (yp A (rt 2 


cond) 


On a dailleurs 


Si Pon pose 
u=i+ 23, ie tat. 


on voit de suite que w varie de 1 4 +o quand ¢ varie deo ao et l'on ar- 


— ° du 
u2 4 w | 


1 


rive, pour l’aire cherchée, a l’expression 
a (-°2u—3 a 
ay ir —— du = => 
SE us 3 lle 
1 s 
2 


< . ant 5.6 - pb = EF 
Le calcul s’achéve immédiatement; l'aire cherchée est égale a —- 
° 2 


La courbe du quatriéme degré (lemniscate de Bernoulli) définie par l’équa~ 
tion 
(at-+ y?) = aX(at— y2) 
a la forme figurée ci-dessous; cherchons a évaluer l’aire OAM située dans 


langle des coordonnées positives. 


Lorigine est un point double; en résolvant par rapport a x, y l’équation 
de la courbe et léquation y = maz, on trouve 


aVvi—m amvyt— m? 
ee avi pr ree TE: 
et hee t= pre2 
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x et y s’expriment rationnellement au moyen de m et de V/1 — m2; comme ces 
deux quantités s’expriment rationnellement au moyen d’un paramétre, en po- 
sant, par exemple, 


on voit que @ et y peuvent sexprimer rationnellement au moyen de ¢ et que 
la courbe considérée est unicursale,; mais, pour l’objet que l’on a en vue, il 
suffit de prendre m pour variable; on reconnait tout d’abord que, lorsque m 
croit de o a 1, le point dont les coordonnées sont 


ayi—m-? am V1 —m? 
VY Sees 


ome ‘ i 77 
décrit Parc AMO; ces deux formules, ou le trait de courbe, définissent y 
comme une fonction de x dans Vintervalle (0, a). 
a 
Le probleme consiste dans l’éyaluation de l’intégrale ip y dx. Silon y fait 
e 0 


la substitution 


m(3— m2) 


ay — m? 
Se Ea dx SS SO eat 
Pee (1+ m? 2 1 — m? 


aux limites 0 et a de x correspondront, pour m, les limites 1 eto, et l’on aura 


a aA 9/2 2 
m?(3 — m?) 

dz a2 | —___—__“ dm; 

if Jy 2 (4+ m?)3 : 


0 


on a affaire a une intégrale portant sur une fonction rationnelle que l’on 
pourra traiter par la méthode du n° 317; on peut aussi poser 


dA) 


m = tang), dm = FEL 


Ps 5 ; ; 
lorsque § croit de o a —, m croitde o a 1, on a donc 
2 


TT 


* m2(3 — m?) ns ; 
le ————— dm =| sin?0(3 cos?) — sin?) dO 
f (1+ m?)} R 


wT 


=f (cos20 — cos40) dd 
2 
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: ; a b ; 
L’aire cherchée est —, l’aire totale de la lemniscate est @?. 
4 


327. Je reviens, aprés ces exemples, aux intégrales du type 


fray) dx 


ou R est une fonction rationnelle de x et de y et ot y est mis a la 
place de WA xv?+ 2Bax + CG; je vais indiquer un autre procédé d’in- 
tégration. Rien n’empéche de supposer B nul, puisque lon peut tou- 


jours commencer par faire la substitution 2 + 7 = 2"; c'est ce que 


je ferai dans ce qui suit. On peut supposer aussi que la fraction ration- 
nelle R(z, y) ne contient y qu’au premier degré puisque l’on peut 
remplacer y2” et y?”t! respectivement par (A.x?+ C)”, (Az?+ Baie 
on peut donc, en désignant par M, N, P, Q des polynomes en 2, sup- 
poser que R(x, v) a été mis sous la forme 
M+Ny (M+ Ny)(P—Qy) 
ice Pee Oe See 
MP—NQ(A#?+C) | (NP—MQ)  Aw?+C 
Pe— Q?(Aw+C) " P?—Q*(Ag?+C) /Awt eG 


Lats tae 
pe kale h(x) Veen C 


ot f(z) est une fraction rationnelle en x, ot g(x), A(z) sont des 
polynomes en z; puisque l’on sail trouver la fonction primitive une 
fracuion rationnelle f(z), le calcul de [Re vy) dx est done ramené 
a celui de lintégrale ‘ 


&(v2) dx 
A(z) JAC 
Je me bornerai, dans la suite, au cas ot les racines de f(z) sont 
réelles. En décomposant la fraction a en éléments simples, on 
voit de suite que tout est ramené a effectuer des intégrales qui appar- 
Hiennent respectivement aux types 


ite a dx dx 
VAa?4 aaaeh Nireeae VAwt+G 


ou net p sont des entiers positifs ou nuls. 
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2m —+- 1 est impair, 


Considérons @abord les premiéres; quand n = 


il est avantageux de faire la substitution 


5 


rm dr Mo f o2—C\" dz 
—— = A he 


VAx2+ C 


Azv?+- C = 2? Azvzdz=-zds 


qui donne 


, : s%*—c¢\m ; : 
On développera ensuite (=) par la formule du binome; le 
/ 
calcul s’achévera sans peine. 


Quand n= 2m est pair, 
d’apres le procédé indiqué au n° 321, en partant des formule 


on obtiendra une formule de Sess 


d 2mA r2m + (om —1) Ca2m—2 
—(a2m-1 /Aa?+ C) = ) : 
dx VA2?-+CG 
2m—2 da 
= g2m-1 VA Cr C, 


rm dx 
am = + (2m — 1)C SSS 
JAat+c F=rC, VAw?+C 


dont la derniére permettra de ramener de proche en proche le calcul 


de (==: a celui de <== 
iy AeeteeC VAx?+C 


Quant aux intégrales du type 
~~ Ye J 


: dr 
ey 
(a—a)ypVAat+ C 
on pourrait les obtenir par une voie analogue; on peut aussi faire 


la substitution 


es 


I 
i C= 
ge 


qui donne 


if es - Bv-2 dz 
on ; erorae ig 2A A 
(2—ayVAa p/ra+c+ 2S 4S 


Sa CANES 
V( Aa?+ C)s2?4-29ANas+A 


il convient de remarquer que, si lon a affaire primitivement a une 


intégrale définie, prise entre les limites 2» et 7, le nombre a ne doit 
35 


T. — I. 
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pas appartenir a l’intervalle (2, x,) si ’on veut que cette intégrale 
ait un sens; par suite, entre les limites correspondantes de la nouvelle 
intégrale, s ne changera pas de signe; sgnz sera toujours égal a 1 ou 
toujours égal a —1; lintégrale précédente appartient au type que 
Von vient d’étudier. 

Sia était nul et sip était impair, il conviendrait encore de faire le 
changement de variable Aw?+ C= y. 


328. Considérons maintenant les intégrales du type 
Jf RGine, cosax) dx, 


ot R(sinz, cos) désigne une fraction rationnelle én sinz, cosz. 

Si lon aaffaire a une intégrale définie, les limites x, x, doivent 
étre telles que la fonction R(sinz,cosz) soit continue dans |’inter- 
valle (xo, 2,). 

On a vu qu’une intégrale de ce type se ramenait a une intégrale 
portant sur une fonction rationnelle en posant 


2 dt at 1— ¢ 
~~ = Cosa =; 
14- ¢? 1+ 0 I+ ¢ 


2 — are tangs, Ci 


w 


x 


il convient, toutefois, de remarquer que ¢ variant de —« a +0, 
x varie de —7a-+ 7; la méthode s’applique sans difficulté 4 une in- 
tégrale définie dont les limites appartiennent a l’intervalle (— x, =); 


< ; B20 CE 
on aura alors, en posant ¢) = tang —, ¢, = tang—, 
2 2 


Ly ty i 
4 at 1—\- sd 
i R(sing, cos) de = oR =) - : 
oe t, tae ie ibs ue yy! 1a 


Elle ne peut sappliquer sans modifications lorsque l’un des nombres. 
Xo, L, est en dehors de l’intervalle (— x, x). Il faut alors ramener les. 
limites de l’intégrale a étre comprises dans cet intervalle : on y par- 
viendra en fractionnant au besoin’ Vintervalle d’intégration. Sup- 
posons d’abord 0 << %,— 4) < 27; déterminons un nombre entier nr 


tel que l’on ait (*) 


i ] al rg + hé 4 ité A , ay: d Xo 
(') 2 sera la valeur approchée, a une unité prés, par excés de -< 
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et faisons la substitution 
L=nt+y, di —sayes 


sinx el cosx seront remplacés par asiny et «cosy (‘), a étant égal 
a (—1)”; Vintégrale devient 


M,N 
i R(asiny, « cosy) dy. 
hes 


o— nt 
Si x, — nz appartient, comme w)— nz, al intervalle (— 7x, 7), le 
probleme est résolu : si 2, — nz est plus grand que x, on écrira 


Mn Tw Ly, — nT 
=f +f 
Ly— nT Ly— nT ™ 


la premiére intégrale rentre dans les conditions voulues; pour calcu- 
ler la seconde, on fera le changement de variable 


aI Tate on dy = da, 


siny et cosy sont remplacés par — sins, —cosz et la seconde inté- 
grale est remplacée par 


%,—(n+1)T 
up R(— asinz, — 2cosz) dz, 
0 


qui rentre aussi dans les conditions voulues, puisque 2;—(n-+1)t 
ne peut étre supérieur a x. 

Si l'on avait maintenant r,— %) > 27, ce qui ne peut d’ailleurs 
arriver que si la fonction R(sinz, cosz) est continue dans tout inter- 
valle, on partagerait V’intervalle (2, z,) en intervalles tels que 


(Xo, Vo+ 27), (%o+ 27, M+ 47), Ae.'S:19 (+ 2nT, 41), 


donc chacun aurait une étendue égale ou inférieure a 27 et l’on serait 


(1) Comme le nom de la variable d’intégration n’importe pas, on emploie souvent 
la méme lettre z pour désigner la nouvelle variable : on dit alors que l’on rem- 
place x par nt +2; les limites x et x, sont remplacées par z,— nt, x,—nT; la 


quantité sous le signe f ne change pas, si m est pair. 
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ramené a des intégrales 


Crs VxXo+ITN HQ +HANT 


que Von sait traiter. 
On observera qu'une intégrale de la forme 


Xo+2T 
of R(sinw, cosx) da, 
a 


0 


ot la fonction sous le signe i est supposée continue dans tout inter- 


valle, est indépendante de x9 : en effet, on peut l’écrire 


Ryo +2T 0 27 2% +29 
4b =, +f +f ; 
29 Xo 0 27 


en remplacant dans la derniére x par 2x-+ x, on la ramene a la 


“o 
forme [ ; elle détruit la premiére et l’on a, quel que soit x, 
0 


Lyo+2T 27 
Pary 0 


si, en particulier, on prend 2)=— 7, on voit que lintégrale consi- 
dérée est égale a 


ards 


+0 

F at t—? dt 
ie R(sinaz, cosx) dz = [ aR( =9 :) 5° 
Bs ay Ware Tae Ue If Wa yi 


C-) \ 


Les calculs que lon vient d’expliquer sont, dans certains cas, 
suscepubles de simplifications. Si la fonction R(sinz, cosa) peut 
étre mise sous forme de fonction rationnelle de sinax, cos2.z, ce 
qui arrivera en paruculer si R(sin., cos) est rationnel en sin?z, 
cos? v, il sera avantageux de prendre pour nouvelle variable non pas 


x . . * . . . 
lang 5 > mals bien tangx; il y aura, pour ce qui concerne les limites, 


a prendre des précautions analogues a celles sur lesquelles je viens 
insister. 


NOTIONS DE CALCUL INTEGRAL. 549 


329. Telles sont, par exemple, les intégrales du type 


a cos?a + bsin?x 


sur lesquelles je vais m’arréter un instant. 


Jobserve d’abord que les intégrales du type 


dx om dx 
J acotx+bsire+te J (a+c)costx+(b+c)sinax 


rentrent dans le type précédent; il en est de méme des intégrales du 
type 


[ dx fae dx 
SO ? 
ee (A +B) cos? = + (B—A)sin?= 


aprés que l’on y a remplacé x par 22; plus généralement les inté- 
erales 
dx 
J Acosxr+Bsinaz+C 


rentrent encore dans le méme type: si l’on détermine, en effet, un 
angle « tel que l’on ait 
Oo 


=i CONS, [B= 7 Guieiees 


elles prennent la forme 


ie dx 
J reese ay 6? 
et il suffit de remplacer x par «-+ 2 pour les ramener a un type que 


Von vient d’examiner. 
Ceci posé, pour ce qui est des intégrales 


dx 
9 oa 3) 
acos?z + bsin?ax 


on aura a distinguer deux cas, suivant que a et b sont de mémes 


signes ou de signes contraires. Le cas ot lune de ces constantes 
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serait nulle se traite immédiatement, puisque l’on a 


dx dx 1 
=~ =tang2, SS = Olan 2 a 
e/ COS*®# sin* x tangz7 


Supposons que @ et 6 soient de signes contraires. Si lon a 


affaire 4 une intégrale définie, prise entre les limites 2 et %,, il faut, 
pour que cette intégrale ait un sens, que le dénominateur 


acosta2-+ 6 sin?a 


ne s’annule pas dans l’intervalle (2, z,), en d’autres termes que l’on 
n’ait pour aucune valeur de x appartenant a cet intervalle 


== 
tanga = 4/— 4 


Supposons qu’il en soit ainsi; on pourra, par des procédés ana- 
logues a ceux qui ont été décrits plus haut, quitte a fractionner lin- 
tégrale, s’arranger pour que les limites apparuennent a l’intervalle 

oe Cowal i Pl 


wT Tv 
(- =? =, puis faire la substitution 


dt ; 0? I 
) Sin 2 


x“ = arc tangé, Ge erent i+ 2 ae uP 


qui ramene Pintégrale a la forme 


fi dt 
ee oe 


que Von sait traiter : aux limites %9, 2, correspondront les limites 
i= tang Zo, t, — tang Z,. 
On peut d’ailleurs se dispenser de ramener les limites a étre 


. TT TT 5 a 
comprises entre — = Ca Si, en effet, on pose tang a = =e 


la substitution précédente, faite sans se préoccuper des limites, con- 
duit aux égalités 


i dx dt I jo | tang’ — tanga 
> = == 12 | 
Jacotx+bsintx J a+bi?  abtanga © |tangx + tanga 


[ 


sin(a@ — a) | 
Tie moN 


lg 


26 tangs 
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Végalité des membres extrémes yeut dire que la dérivée du dernier 
I 
acos?.4+ 6 sin?zx 
point de peine a vérifier; pour appliquer cette formule a la détermi- 
nation d’une intégrale définie, prise entre les limites zo et 7,, il suffit 
sin(#@ — x) 
sin(a# + 2%) 
sin(#—«) 
sin(@ + a) 
ou encore que & ne prenne dans cet intervalle aucune valeur de la 


membre est ; c’est dailleurs ce que le lecteur n’aura 


que la fonction lg soit continue dans lintervalle (29, 21), 


¢ est-a-dire que ne s’annule pas et ne deyienne pas infin, 


forme = a-+ mr, m étant un nombre entier; or, pour une telle va- 
leur, on aurait 


a 
tanga = tang(+ 2) =+\/- Zz 


et Pon a supposé que cela ne pouyait avoir lieu dans l’intervalle 
(£9, #,) afin que Vintégrale proposée ett un sens. On peut donc 
€crire 


ord dz I | sin (27,— @) sin( @— 2) | 
2 ge | qx“ y | ——————“—- 
it acos?x+bsintx ~~ »xbtanga| ° | sin(a,+2) © | sin( vo + a) 
i) 
I sin(a@,— 4) sin(a@+ a) 
= pe ee as, 


2btanga °sin(a,;+ 2) sin(xjp—a)’ 


dans la derniére expression, la quantité sous le signe lg est positive, 
car les deux facteurs sont de mémes signes. 
On a, par exemple, 


1m bee as Th TN (= raat 
nou Spb GN ee ee yh | ee re 
i dz l | 6 3 6 3 
Se SN o 

3 cos?a” — sin?a S/O tones ao Gig Wook Dat 7 
“or Vo mene ee cie e 
6 5) 3) 6 33 

é . 7% 

Sin = sin 2 

6) 6 


9» 
; 5. Be oO 
2 v3 sins 
2 2 


I Site lgo 
= lg sin? — 2 


= = i Ones 
23 6 V3 


0, 


Considérons maintenant les intégrales du type 


dx 
Se a ee 
acosta + bsintx 
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ouaet b sont de mémes signes; dans ce cas, la fonction sous le signe [ 


e 


est toujours continue; on peut appliquer ici les méthodes générales, 
il est plus aisé de se rappeler que ia fonction toujours continue 


/ b : 
(n° 211) Arc tang Qe tang }, dont la valeur est comprise entre les 


‘ 5 7 Men Jab senda 
mémes multiples de = que le nombre x, a pour dérivée —_,——___ » 
2 acos?a + bsin®a 


en sorte qu’on peut écrire 


dx sena b 
—_ = = Arc tang —tanez }. 
J acos?x + bsin?x / a 


ab 


On a, par exemple, en supposant a, 0 positifs, 


if dx Tt 
~ => 3 
a as 2 
>» @cos*a + 6 sin? a » Jab 


27 


‘ dx Dove 

La méthode qu’on vient d’expliquer suffit a faire comprendre que, 
au lieu des fonctions arctangx, arcsing, ..., définies sans ambi- 
guité au n° 200, il peut étre avantageux d’introduire des fonctions 
Arc tang, Arc sin, appropriées au probléme spécial qu’on a en vue, et 
différentes de celles qu’on vient de rappeler. Supposons, par 
exemple, que les limites de l’intégrale a calculer so1ent x), 2; et que 
Pon soit amené a y faire le changement de variable ¢ = tanga, la 
tangente variant d’une facon continue dans l’intervalle (xo, 2, ) dont je 


. 
“f 


: pris Caan TC A 
ne suppose pas que les bornes appartiennent a V’intervalle (— = a 


soient d’ailleurs 


fo = tang x, ¢) = lang 2%; 


il ya une détermination de Arc tang?, telle que, ¢ variant de ¢9 a ty, 
cette détermination varie, sans oscillation, de 2» a x,; i sera tout 
naturel de la choisir. 

Jobserverai aussi qu'il est parfois commode d’effectuer Vintégration 
sans trop se préoccuper des limites, de parvenir, comme on le peut, a 
une fonction qui admette comme deérivée le coefficient de dz sous le 
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signe fet de s’assurer ensuite que les conditions de continuité sous 


lesquelles on peut appliquer la formule fondamentale 


ar 
Jf fle) de = F (x1) — F(a), 
sont vérifiées. 


Si, par exemple, on fait dans lintégrale 


ip dx 
J tangz — tanga 


la substitution tangx” = ¢, on la raméne a la forme 


af dt 
(1 + é?) (¢— tanga) 
dt 


s . t dt : dt 
= cos?a@ | ————— — cos?a - — sina cosa : 
é— tanga af Wee I+ @ 


tang v7 — tanga 


Vit lang’a 


On en conclut que la fonction 


== COSECA —xsinacosa. 


F(x) =cos?alg|sin(xa-—a)|—asinacosa 


I 
tanga — tanga 
D’un autre cété, si lintégrale doit étre prise entre les limites x), 2, il ne 
doit y avoir dans l’interyalle (2), 7;) aucune racine de l’équation 


admet pour dérivée 


tanga” — tanga =0 ou sin(# —a@)=0; 
dans ces conditions la fonction F(z) est continue dans l’intervalle (a, 2) et 
Von peut écrire 


sin(x7,;— @) 


(#1 — a) sind. 
sin(2%y)— @) 


Mig 
] dz 
- —___—_—— = cosalg 
cosa.) tangx% — tanga 
ep D 


On peut méme, dans le second membre, supprimer les deux barres verti- 
sin(2” — @) 
————— garde 


cales, car, dans les conditions que l’on a dites, expression — * 
; sin(x2y— a 


son signe dans tout l’intervalle (a, 2,); elle est positive pour 2 = 2p, elle 


Kestrencone pour ai— a7. 
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En particulier, 


o|A 


dx | 


Q i 12 
is /3 —tange 4 


G 
a un demi-milliéme prés, par excés. 


330. Enfin, il convient de dire encore un mot du cas oti la fonc- 
tion R(cosz, sinz), qui figure dans l’intégrale 
oO Oo 


fr (cosz, sinw) dx, 


est un polynome en cosz et sinz; ona déja donné, au n° 315, une 
méthode pour traiter ce cas; on peut aussi remarquer que tout se 
raméne au calcul des intégrales du type 


[ cosh ae sindx dx, 


ol 7, g sont des nombres entiers positifs ou nuls. Il est aisé de 
trouver une formule de réduction pour cette intégrale, que je dési- 
gnerai par Ap,7. Ona, quels que soient les entiers «, (, 


d : 5 : 

Fp (COs*w sins) =— 4 cos*-1@ sinB+1 x + B cos%+1 x sinb-! a 
= — «cost! x sinB-! x(1 — cos?v) + 8 cos*+1 a sinB-1a 
= (a+ 8) cos%+1y sinB-1x7— a cos%-1a@ sin’-1 a 


=— (a+ 8) cost! x sinB+!e + 8 cost! x sinb-!z, 
dot lon déduit 


(a+ 8) Ags1,p—-1— @Aq—1,8-1 = cosa sinBar, 


— (Ot 8) Ag—1,84+1-+ BAg1,8-1 = cos%x sinBa, 
el, par suite, 


(p+ q)Ap,q = (Pp —1)Ap-2,g-+ cos? sind+1 a 


= (¢ —1)Ap,g-2— cosPt! & sing—-1 gy. 


Ces formules raménent, de proche en proche, le calcul de AY gaa 
calcul d’une intégrale du méme type ot p, g sont égaux ao ou 
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a1. Au reste, elles pourraient encore servir, en les résolvant par 

rapport a Ap_»,4, Ap.g_2 sip et g étaient négatifs. En restant dans le 
; ‘ a: an ey, : 

cas ol p, g sont positifs, on observera que, si l’on désigne par Noa 


ani : iy ™ 
Pintégrale LN, prise entre les limites o et 57 ona 


I pol Pe0 A! — Gest ! 
PS ae LOSE Pe P,q-2? 
p49 | ie ee 


tant que p, q sont plus grands que 1; il est aisé de déduire de la 
Pexpressi d 

Pp pate Aas . 
Lorsque l'un des nombres p, g est impair, on procéde autrement 


pour le calcul de A, 4: si, par exemple, p est impair, on écrira 


ee pot 
[ cospa sintx de = f sinzou— sinte) 2 dsina = f a(—e) A aks 


cy 


en posant ¢= sing : on n/a plus qu’a intégrer une fonction entiére. 
Signalons encore les intégrales du type 


f Ren) de, 


ot. R(e”) est une fonction rationnelle de e”; le cas ok R(e*) est un 
polynome en e® a déja été traité. On peut poser, en général, 


dt 


ASV, dx =—, 
(e 


toy 7) 


D 
f Reryae = f ae; 


on est encore ramené a une différentielle rationnelle. 


ex=t, 


§ 3. — EVALUATION APPROCHEE D'UNE INTEGRALE DEFINIE. 


j 
331. J'ai déja donné, au n° 304, quelques indications sur ce sujet. 


Lorsqu’on ne sait pas trouver l’expression explicite d’une intégrale 


définie 
b 
f fe) ae, 


c’est aux méthodes d’approximation qu'il faut avoir recours; il con- 
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vient @observer dailleurs que Vexpression explicite elle-méme ne 
permet pas, d’ordinaire, autre chose qu'un calcul approché, et qu'elle 
n’est pas toujours plus avantageuse, méine a ce point de vue, que les 
méthodes indiquées au n° 304 et sur lesquelles je dois m’arréter un 
peu. Quoi quil en soit, la possibilité d’évaluer, avec telle approxi- 
mation qu’on yeut, une intégrale définie montre nettement que, si 
Von regarde lune des limites, la limite supérieure par exemple, 
comme une yariable, lintégrale définie est une fonction de cette 
variable (n° 194). La classification des fonctions ainsi définies, l'étude 
de leurs propriétés, constitue un Chapitre és important de |’ Ana- 
lyse. La premiére chose a faire est d’apprendre a les calculer; pour le 
reste, Je me borne a remarquer que les théoremes sur la variation des 
fonctions s pune: naturellement a |’étude de la variation de la 


fonction pe f(x) dx, dont la dérivée par rapport 4 x est f(x) : c’est 


Element sur le calcul numérique que j’insisteral. 

Je supposerai que la fonction f(.c) est continue dans lintervalle 
(a, b); jen désignerai une fonction primitive par F(z) en sorte 
qu’on ait 


ab 
a f(z) dx =F(b)— F(a); 


naturellement, on ne supposera pas que la fonction F(z) soit connue ; 
F(a) est simplement un symbole commode pour les explications 
théoriques; enfin je supposerai, comme au n° 304, que Vintégrale 
mesure une aire, décomposée en bandes étroites par des paralléles a 
axe des vy; laire exacte d’une de ces bandes a une expression de la 


fo rme 
IS) . 
t 


[ PERIGEE = IG) = Eas 

CeKes 
oti je supposerai a < 

On remplace cette aire par une expression approchée; si l’on 

connait une limite de la valeur absolue de lerreur que on commet, 
la somme de ces limites, relatives aux diverses bandes, fournira une 
limite supérieure de l’erreur. 
A 


La différence “= 8 — x des abscisses des paralléles a axe des y 
qui limitent la bande est petite; je la regarderai comme du premier 


ordre, en employant un langage analogue a celui de la théorie des 
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infiniment petits (n° 245, note du n° 19); je regarderai h” ou le pro- 
duit de A” par un nombre que l’on suppose étre ni trés peut ni trés 
grand, comme étant du n° ordre. Ce langage coinciderait avec celui 
du n° 245 si Von regardait, par exemple, 2 comme fixe, S comme 
variable et 8 —o comme l’infiniment petit principal. 

La méthode méme qui a conduit tout d’abord a la définition de 
Vintégrale définie consiste a prendre h f(a) ou h f(8) comme valeur 


approchée de Vaire de la bande; l’erreur est alors, dans le premier cas, 
F(a+h)—F (2) —h f(2); 


en supposant que la formule de Taylor s’applique et en remplacant 


F(a-+ h) par 
/ h? N h2 1 
F(a) + AF"(a)-+ = F"(a)+...= F(a) th f(a) + 2 f(a) +e, 


Pexpression de cette erreur devient 


JOP ry 
=f (@)=5.... 


On voit quelle est du second ordre, en supposant que /’(%) ne 
soit pas trés grand, en valeur absolue. La conclusion serait la méme 
si l’on avait choisi la valeur approchée h f({). 

: : cae 
aay : Lee en ee Q BNI Rersetie 
Si Von prend pour l’aire de la bande l’aire ; [ 7(8) + f(@)|, Perre 


sera 


: lik = ; 
Cr a (9S ACD) 
z h3 
= A fae filaye a flay+e. 
I h? hs “i 
— 5 [pray asa Spat... [=- oS (aera 


Elle sera, en général, du troisiéme ordre ('), 


a + B \ 


h Siar 
) = Ip f(a + —) que l’on a encore indiquée 
2 


au n° 304 comme yaleur approchée, on trouve que lerreur est 


(1) En prenant la valeur h r( 


h u 
see (Cale eune 
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Supposons qu’on ail divisé lintervalle (a,b) en n parties égales 
a h, et qu’on remplace chacune des n bandes ainsi obtenues par le 
trapeze correspondant; on commettra sur chaque bande une erreur 
comparable a 43; on peut donc s’attendre, sur le tout, a une erreur 
comparable a 


—_ 3 
nhe= (b—a)h?= iBhaeecd , 


2 


Ye 


c’est-a-dire 4 une erreur du second ordre. 
On peut d’ailleurs donner une meilleure éyaluation de Verreur 
nee. B—a_. 
F (2) — F(a) — =—*[s(a) + f(8)} 


commise sur chaque bande : représentons cette erreur par A(8—a)3, 
A étant un nombre qu'il s’agit d’évaluer; pour cela, considérons la fonction 


elle est aussi du troisiéme ordre, & peu prés moitié moindre, et de signe contraire. 
On est conduit, par ce calcul méme, a une méthode encore préférable : il montre en 
effet que, dans la somme des développements suivant les puissances de h des quantités 


I 
F(a+h)— F(a) — S[f(#) +£(8)] 


2 [Ba+m) — F(a) —1 f(=*)], 


et 


les termes en h, h?, h® disparaissent : le développement de 
h are a+ B° 
F(a+h)—F(a)— & | f(a) + f(8) +4 f(—— ) | 
> lo. |f h 
=F(a+h)—F(a)—F (sa +fath) +4 (a4 2) 
commence donc, par un terme du quatriéme degré au moins; en fait, ce développement 


commence par le terme 


h® 
2880 


SJ (%). 


ee lb Cia : ; 

L’expression 3 ie + f(8)+ is(=*)] fournit donc une trés bonne yaleur 
approchée de laire F( 8) — F(«) de la bande considérée; cette expression est exacte 
quand f(z) est un polynome du troisiéme degré, au plus, comme il résulte du 
calcul méme, puisque, alors, les dérivées d’ordre égal ou supérieur a 4 sont identi- 
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de x 


xZe— 


o(#) = F(#) —F(a)— == [f(a) +f(#)] — A(@ — a). 


Pour a = 6, cette fonction est nulle d’aprés la définition de A; DONE ay Ss oh 
elle est nulle identiquement, ainsi que sa dérivée 


fl@)—fla) _2—a 


2 2 


f'(#)—3A(~—a); 


o(2) = 


il en résulte que sa dérivée seconde 


o" (aw) =— ——— f"(2) —6 A(x —a) 


2, 


doit s’annuler pour un nombre £ intermédiaire a 2, 8, c’est-a-dire qu’on a 


I A 


quement nulles. D’ot linterprétation géométrique suivante : 


e} 


Ee on 


: : i 2 a 
Par les trois points de la courbe proposée dont les abscisses sont a, 


fail passer une courbe ayant une équation de la forme 
VAS Ba Cz? = Dias, 


et lon substitue a la bande proposée celle que limite cette derniére courbe. Quelle 
que soit la courbe, ayant une équation de cette forme, qui passe par les trois points, 
le résultat est le méme. La plus simple de ces courbes est évidemment une parabole 
ayant son axe de symétrie paralléle a l’axe des y. 

La méthode d’approximation fondée sur ’emploi de la formule précédente est due 
a Simpson. II est bien aisé de voir, en supposant gu’on ait divisé lVintervalle (a, 6) 
en 27 parties égales et qu’on pose 


La— ah, LO 1, ah Nis = CLAM Dip =) Mn 


qwelle conduit a prendre pour valeur approchée de Jintégrale fr@ dx 
Vexpression 7 
ATP +2Q44R), 
ou l’on suppose 
P = f(a) +f(6), 
Q=f( 2.) +f (4) +--+ Lf (Lois), 
Ie (22) a (Gay) Seo ceae il eae IE 
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et que l’erreur peut étre mise sous la forme 


(Rae 
— ESE pe), 


D’une part, on obtiendra ainsi aisément une limite de cette erreur si l'on a une 
limite des valeurs absolues de f’(x) dans Vintervalle (a, 8); d’autre part, la 
forme méme qu’on vient de trouver conduit naturellement a une amélioration 
de la méthode : si, en effet, on suppose qu’on divise Vintervalle (a, 6) en 


Pate Pe : b—a ; 
n parties égales a h = ——— et qu’on fasse 
n 


Mm=ath, LY,=a+o2h, Rieke: Cn1~=at+i(n—rh, 
que lon désigne par &, &, ..., & chacun des nombres analogues a &, relatifs 


aux intervalles partiels (a, 21), (@j,22), ..+, (@n-1, 6) et par S la somme 
des trapézes, on aura (exactement) 


b 
hs wu td sh fh 
[ fla)de=8 — [P+ h) ++ FG] 
Soe ve 
x h? i a wre 
me Mey Ea) ee (Bas Ga) Oe ae 
La premiére expression de Vintégrale montre que, si lon désigne par M un 


nombre égal ou supérieur aux valeurs absolues de f” (a) dans lVintervalle (a, 0), 
Verreur commise en prenant S pour la valeur de Vintégrale est moindre que 


nmMh?  (b—a)Mi? 
fap 12 ; 


Dans la seconde expression, on voit que la quantité entre crochets, si 7 est 
assez grand, est voisine de lintégrale 


b 


“|! SJ’ (2) dz = f'(b)— f'(a). 


a 
On pourra donc prendre pour valeur approchée de l’intégrale 


s— Fe) =f coe 


12 


Cette expression, appliquée a la bande dont Vaire exacte est F(8) — F(a), 
fournirait, comme valeur approchée de cette bande, l’expression 


f+ fe) (b=) 
: 2 12 


(8 


LPB) ey: 
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Un calcul analogue a celui qu’on vient de faire pour calculer l’erreur, con- 
duirait a la relation (1) 


Me fe (Gage ee rife ea ee). 


en désignant par —’ un nombre compris entre « et 8. Dans cette nouvelle 
formule, le dernier terme est identiquement nul quand f (a) est un polynome 
de degré inférieur a 4; dans ce cas la formule 


5 Ai 


donne la valeur exacte de l’intégrale. La méme relation permet de reconnaitre 
aisément que l’erreur commise en adoptant cette derniére valeur pour l’inté- 
grale est moindre en valeur absolue que 


(b —a)M'ht 
720 ‘ 


en désignant par M’ un nombre égal ou supérieur ala plus grande des valeurs 
absolues de /*’(a) dans Vintervalle (a, 6) (?). 
Appliquons ceci a la recherche de la valeur de l’intégrale 


{2s dz 
2? 
Ay tis 


; T 
dont on sait que Ja valeur exacte est 7 = Or FIO HONS) eo 
4 


En diyisant l’intervalle (0,1) en cing parties égales, on a a calculer les va- 
ae Oe eet ae 
=) =) =2 -o.150n doit 
neers CNT 

ajouter la demi-somme des ordonnées extrémes et les quatre ordonnées 
intermédiaires; le calcul est indiqué ci-dessous; il a été fait avec six déci- 


leurs des six ordonnées correspondant aux abscisses 0, 


(') Le méme genre de raisonnement conduit, pour la méthode de Simpson, a la 
relation suivante : 


P(e) — F(a) = 252 [pray 4 rcay +a s(S SB) — PO prey 


(7) Il est clair qu’on pourrait continuer ainsi. Le résultat général est contenu dans 
une formule due a Euler, dite formule sommatoire d’Euler-Maclaurin. 


T. — Il. 36 
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males : 
Ong) 
0,961539 
0, 862069 
0,735 294 
0,609 756 


3,918658 
le résultat multiplié par 0,2 donne pour la somme des trapézes 
SSO FIST Sy 


I] est manifeste que, si ’on veut se borner a la méthode des trapézes, pro- 
prement dite, on a fait les calculs avec un trop grand nombre de décimales; 
il n’en est plus de méme si l’on tient compte du terme correctif, dont la valeur 
est ici 


I 
aaa 0,co1 666...; 


en ajoutant 0,0016667 a la valeur trouvée pour S, on trouve pour l’interyalle 


la valeur 
0,785 3983 


dont la différence avec la valeur exacte est moindre que 2.10~7. Je laisse au 
lecteur le soin de comparer l’approximation a laquelle on arrive a la valeur 
limite indiquée plus haut ('). 

Considérons encore l’intégrale 


eo 
IE e-*” dz. 
. 


0 


II sera tout d’abord nécessaire de se rendre compte de V’erreur que l’on 
commet en substituant a cette intégrale une intégrale de la forme 


A 
i QE Che. 
0 


(') L’emploi du terme complémentaire est commode si l’on se donne la fonction 
f(a) par son expression analytique. Il n’en serait plus de méme si la courbe dont 
on a représenté l’équation par y = f(z) était simplement tracée, la fonction f(x) 
étant seulement connue (approximativement) par sa représentation graphique. C’est 
ce qui arrive souvent dans les applications pratiques. Le tracé, d’aprés la courbe, 
de la tangente, qui peut fournir la valeur de f'(a@) est quelque peu arbitraire. 
L’emploi de la méthode de Simpson, indiquée plus haut en Note, est préférable. 


NOTIONS DE CALCUL INTEGRAL. 563 


ou A est un nombre positif suffisamment grand. On a, en supposant B> A, 
.B B 


/ Cm AD xt ON Cla 
YA As 


# 


L’intégrale qui figure dans le second membre est égale a 


ae Ae BY) z e—? 
— (eA? — eB : 
2 2A 
La relation 
B ran 
Catt n a7, 
4 2A 


ou il est manifeste que le second membre peut étre supposé aussi petit que 


on veut, pourvu que A soit assez grand, permet d’établir rigoureusement que 
x 


Vintégrale e—" dx, qui augmente en méme temps que sa limite supé- 
0 


rieure, tend vers une limite quand w tend vers +o et que lerreur que 
nm A 
lon commet en substituant a ‘i e—* dx Vintégrale ap e—* dx est moindre 
0 


0 
e—4? 


que 3 si ’on prend par exemple A = 3; on aurag 


ce : 
ie a 0,000016.... 


3 
Pour calculer l’intégrale / e—-*’ dx, je supposerai qu’on partage linter- 
0 

valle (o,3) en six parties égales; ona a calculer les valeurs de e—?” pour @ = 0, 
I 3 Dae. Tere 7 Tae she 
—, 1, —» 2, —» 3; les calculs ont été faits avec des tables a cing décimales; 
2 2 2 
dans l’addition qui est faite ci-dessous, le premier nombre représente la demi- 
somme des ordonnées extrémes, les suivants sont les ordonnées intermédiaires 


0, 30001 
6,77880 
0, 36788 
0,10540 
0,01832 
0,001 93 


0,000 12 


1,772.46 
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see 1 . : 
On a donc, en multipliant par -, pour la somme des aires des trapézes, 
2 


S = 0,88623. 


; ; Pe Cro Be ae ae oa 
Le terme complémentaire est ici z 3 il n’affecte que la derniére décimale et 
il n’y a guére lieu d’en tenir compte, vu l’incertitude manifeste de ce dernier 
chiffre; en fait, les quatre premiéres décimales se trouvent exactes ('). 


332. Lorsque la fonction f(a) qui figure dans lintégrale 


b 
S = if Coaa 


est développable en une série 


(f) Si(@) + fo(@) +... tfn(v) +... 


intégrable terme a terme (n° 310), et telle que la série des intégrales soit 
rapidement convergente, on a la un moyen naturel d’avoir une valeur appro- 
chée de S. Il est tout indiqué quand la fonction f(a) n’est connue que par 
son développement en série (f). Ul s’'applique en particulier quand la fonc- 
tion f(a) est développable en série entiére ou en série de Taylor. 

a+b : 


Je considérerai, a titre d’exemple, le cas ot la fonction s(= -b i) est 
2 
développable par la formule de Taylor 


(eee +h) =1(*) +h (=) (=) ey owe 


ee: 2 ie 


: an , 3 a+b 
En faisant dans l’intégrale proposée le changement de variable x = ——-_ +h, 


elle devient 


b—a 


a= f(* +n) an 
bt . 2 


2 


et l’on trouve de suite, en désignant par fo, fj, f°, ... les valeurs de la fonc- 


(1) On démontre que la valeur exacte de Vintégrale est 


vr = OHISOMO es wok 


2 
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tion f(z) et de ses dérivées d’ordre pair pour x = 


bay fi (b-ays fr 


3.22 oe SNe Teo 
(Ces == q)2nrl Few 


= 9 
COs Ns U2 


SG i ee 


Cette formule s’appliquera utilement, en particulier, dans le cas od l’inter- 
valle (a, 6) est petit, en sorte que les termes décroissent rapidement. On a 
déja signalé le procédé d’approximation qui consiste 4 ne garder que le pre- 
mier terme 


(v—a)f( 


N 


==") 


§ 4. — APPLICATIONS GEOMETRIQUES. 


333. Je vais donner un certain nombre d’applications de la 
méthode générale expliquée au n° 304, pour parvenir, quand on 
ne sait pas le faire directement, a l’évaluation d’une quantité Q. On 
décompose cette quantité en petites parties qu’on puisse évaluer 
approximativement : si, en particulier, tous les éléments sont positifs 
et si erreur relative commise sur chacun d’eux est moindre que §, 
Yerreur relative commise sur la somme est aussi moindre que {. Sil’on 
peut faire correspondre la décomposition de Q a une décomposition 
d’un intervalle (a, b) en intervalles partiels (a, x1), (44,22), .--, 
(2n,b), A, £21, Lo, +. +, Xn, étant desnombres rangés par ordre de gran- 
deur, si l’on sait mettre |’expression approchée de chaque partie de Q 
sous une forme telle que (p41 — Zp) f (&p), out §» désigne un nombre 
appartenant a Vintervalle (xp, Zp4,) et f(#) une fonction contunue 
dans lintervalle (a, 6), la somme 


(a1— a) f(E1) + (a2— 41) f (Ee) +... 4- (0 — n+) f (En) 


fournira une expression approchée de la mesure de Q; cette somme 
différe aussi peu qu’on le veut, pourvu que les intervalles partiels 
soient suffisamment petits, de l’intégrale 


[ feae, 


qui sera la mesure cherchée. 
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so 


I] arrive souvent que la mesure de Q manque, tout d’abord, de 
définition précise; c’est lintégrale méme, a laquelle on parvient en 
se guidant sur la nature de la question, qui fournit cette définition. 
Dans le cas ot l’on possede @ priori cette définition, on peut, au lieu 
d’employer le procédé qu’on vient de décrire, se servir du mode de 
raisonnement que lon a appliqué au n° 222 pour les aires et au 
n° 298 pour les arcs : on regarde Q comme un état d’une grandeur 
variable dépendant d’une variable indépendante x et l’on cherche 
la dérivée de cette fonction. Le lecteur n’aura pas de peine a recon- 
nailre que ce mode de raisonnement s’appliquerait a plusieurs des cas 
qu’on ya examiner. 

Au reste, dans ces applications, je ne m/’attarderai pas a établir 
rigoureusement la légitimité des résultats en étudiant, par exemple, 
les petites erreurs commises dans |’évaluation des parties et en 
montrant qu’elles n’ont pas d’influence. La répétition serait par trop 
fastidieuse. 


Je commencerai par une observation concernant les arcs. 


334. Arcs. — Larégle que l’on a donnée au n° 298 pour calculer 
Vare de la courbe définie par les équations 
| | 


z=f(t) y=e(t), 


compris entre les deux points qui répondent aux valeurs fo, ¢’ du 
parametre, consiste, lorsque les arcs croissent avec ¢, a former la 
différence F(¢’) — F(¢,) en désignant par F(¢) une fonction primi- 
tive de /f'2(¢) + g/2(¢); elle revient a dire que l’arc s’exprime par 
Vintégrale définie 


- 
ff Vf>(t) + 8'2(t) at. 
te 
Supposons les nombres fy), ¢,, ..., ¢r_s, ¢’ rangés par ordre de 


grandeurs croissantes, et les intervalles (9, ¢,), (¢1,¢2), ... trés 
petits; la somme 


i (4;— to) Vf? (94) = g'2(0,)+.. oi (t — tn—1) VF? On) == 2 2G, )s 


ot §,, 42, ..., 4, sont des nombres qui appartiennent respectivement 
aux intervalles partiels, différe trés peu de Vintégrale définie, si ces 
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intervalles sont trés petits. Ainsi qu’on l’a déja fait observer au n° 298, 
les quantités qui multiplient les différences ¢,— to, ..., ¢’— ¢n_, dif- 
ferent tres peu des rapports que l’on obtient en divisant respective- 
ment par ces différences les longueurs des cordes qui joignent au 
suivant chacun des points My, M,, ..., M’ de la courbe qui corres- 
pondent aux valeurs ¢), ¢,,..., ¢’ du paramétre. En remplacant cha- 
cun des éléments de la somme précédente, qui sont tous de mémes 
signes, par la corde correspondante, |’erreur relative commise sur 
chaque élément est trés faible; il en résulte que l’erreur relative com- 
mise sur la somme est aussi trés faible; d’ot la conclusion suivante, 
annoncée au n° 298. 

La longueur d’un are de courbe M,M’ différe aussi peu qu’on 
le veut de la longueur de la ligne brisée M,M,,..., M’ pourvu 
que les points consécutifs My, M,, ..., M’ correspondent a des valeurs 
du paramétre croissantes et suffisamment rapprochées. 

La démonstration suppose l’existence et la continuité des dérivées. 


335. Aires en coordonnées polaires. — Considérons une courbe 
rapportée a des coordonnées polaires. 


Supposons qu’on veuille avoir l’aire comprise entre les deux rayons 
vecteurs OA, OB, et l’arc de courbe AB, dont l’équation est o= /(w); 
et dont on obtient tous les points en faisant varier w depuis la valeur «, 
qui correspond a la direction OA, jusqu’a la valeur 8, qui correspond 
a la direction OB. La variable w va jouer ici le rdle de la variable x 
du raisonnement général. On décomposera le secteur curviligne 
a évaluer en petits secteurs curvilignes o par des rayons vecteurs par- 
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tant du point O; lun de ces petits secteurs est limité, par exemple, 

par les rayons OM’, OM" qui correspondent aux angles polaires ’, w"; 
. . . . . Tie 

on lui substitue le secteur circulaire OM’P, dont laire est sp (w’— w!) 


en désignant par ¢ la valeur du rayon vecteur OM’; on parvient ainsi, 
pour l’évaluation de Vaire, a la formule 


I 8 I 6 
Se = 2 ae 2 
sais 02 dw sf Plo) ae. 


Sile péle était intérieur a un contour défini par l’équation 9 = f(w), 
et dont on obtiendrait tous les points en faisant varier w dans un inter- 
valle de 27, l’aire limitée par ce contour se calculerait par une for- 


a +27 
S— ff 0? dw. 
2 
% 


Si le péle était sur le contour méme, et si l’on obtenait tous les 


mule telle que 


points de ce contour en faisant varier, dans la relation p = f(w), w de a 
aa-—+ 7, on aurait pour la surface 


I a+ 
Sa if 02 du). 
2 Jy 


L’angle « serait langle polaire d’une direction choisie sur la tangente 


au pole. La formule doit étre modifiée si le pole est un point angu- 
Jeux de la courbe, ou si celle-ci traverse sa tangente. 
Considérons le cas ot le pole est extérieur au contour de l’aire; je 
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suppose que celle aire soit comprise entre les deux tangentes 
extrémes OA, OB correspondant aux angles polaires « et 8, et 
qu'une droite menée par le point O rencontre le contour en deux 
points; Vaire cherchée est la différence des deux aires OAMB, 
OAPB; le lecteur reconnaitra de suite qu’elle est égale a 


1 re 
= if J[(w) dw, 
Ds 
en désignant par f(w) la différence OM?— OP? des carrés des rayons 
vecteurs OM, OP qui correspondent a l’angle polaire w. 
A propos des coordonnées polaires, je rappelle qu’on a calculé la 
différentielle de Parc (n° 302); il résulte de ’expression trouvée que 


Pare d'une courbe limitée a deux points qui correspondent aux 
angles polaires 4, 8 est donné par la formule 


8 
if Vp?+ p? dw, 
a 


en désignant par 9’ la dérivée de 9 par rapport a w. 
Si 9 et w étaient exprimés en fonction d’un méme paramétre ¢, |’aire 
serait donnée par une formule telle que 


ty 
ae abs 


Fig. tor. 


Exemples. — Considérons I’ellipse définie par l’équation 


_ aVvi—e , 


as J 
Ls COSi@ 
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a est le demi-grand axe; ¢ est l’excentricité, l’origine est un foyer; l’axe 
polaire est dirigé vers le sommet A le plus rapproché du foyer O. L’aire du 
secteur OAM est donnée par la formule 


jaeeee du) 
2 5 (P+ e080)? 


Je laisse au lecteur le soin, en appliquant les méthodes générales, de jus- 


tifier la substitution 
I-+ € u 
w = 2arc tang ({/ tang ae 
I—e 2 


ot la fonction qui figure dans le second membre est celle qui a été définie 
au n° 199; on trouve ainsi 


I a’ 5 
2-cosu) du = — ————(u—<esinu), 


ps eae We 
Dy eee 2 9 


i 


ou la valeur de w correspond a celle de w ('). 
Pour avoir l’aire totale de la courbe, on doit faire w = 27, u=27; et ona 


a? 
alors is) == 16 1 aoe 


ay rns vs : I . 
Considérons la courbe définie par l’équation @ = ———— ot m est un 


10) 
cos” — 
m 


nombre entier, positif ou négatif; on trouve sans peine 


I . 

iy Ww 3 
cos7+l — 
0 


Varc de la courbe, compris entre les deux points correspondant aux valeurs a, 
de w, sera donc 
> 


Pao 


w 
cosv+t — 


e mm 


: oe , wo ; 
si m-—+1 est positif, on doit supposer que cos — ne s’annule pas dans l’inter- 
m 


valle (a, 8). La courbe se réduit 4 une droite pour m=1, 4a un cercle 


(1) L’angle u est l'anomalie excentrique du point M; le lecteur retrouvera cette 
formule par des considérations géométriques, en regardant l’ellipse comme la pro- 
jection du cercle. 
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pour 70 —— VT; pour 72 == 5, onla 
w 
du J 0) 3 
na plans SU les 3” 
cost — 
3 


0 


; ae ae, a Bie ate 
la formule est valable tant que w est intérieur a l’intervalle (- alae cag 
2 


336. Intégrales relatives 4 un arc de courbe. — On considére un 
arc AB dune courbe qui, rapportée a des coordonnées rectangulaires, 


est définie par les équations 
B= iG), Va ai). 


Pour désigner le point de cette courbe qui correspond a la valeur ¢ 
du paramétre, Je me permettrai de dire, d’une facon abrégée, le 
point ¢. Je suppose l’are décrit en faisant varier ¢ de a a b. On se 
donne, en outre, une fonction 9(¢) de la variable ¢. On divise l’arc AB 
en petits arcs, on multiplie la longueur de chacun de ces ares partiels 
par la valeur de la fonction ¢(¢) pour une valeur du parameétre ¢ 
correspondant a quelque point de cet are partiel; on fait la somme 
de tous les produits ainsi obtenus; on demande de quelle limite 
s'approche cette somme, quand le nombre des arcs partiels augmente 
indéfiniment et que la longueur de chacun d’eux diminue indéfi- 
niment. 


Le petit arc dont les extrémités correspondent aux valeurs ¢’, ¢” du 


paramétre peut étre remplacé par (¢’—1@')\/f?(¢)4+ g?(t); la 
limite cherchée est 


6 
Serif V f2(t) + e2(t)o t) dt, 
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ou, en supposant que les arcs croissent en méme temps que ¢, 


b 
ds 
s=f Wi 7 6t) ats 


en prenant l’arc de courbe s, compté a part d’une origine fixe, pour 


variable, en désignant par Y(s) la fonction de s qui remplace (7) et 
par a, 8 les valeurs de l’arc qui correspondent aux points A, B, on 


aura 
B 
S =[ U(s) ds. 
(od 


Regardons la courbe comme un fil matériel trés fin; soit & la den- 
sité (+) du fil au point ¢, Pintégrale 


eos 


représente alors la masse du fil: elle se réduit a la longueur pour k= 1. 
On démontre, en Mécanique, que, si o(¢) désigne la distance 4 une 


b 
: ® : eer, d. oer 
droite fixe du point ¢ de la courbe, Vintégrale ab ke(t) = dt divisée 


b 
ds ; nds 
par la masse M =i) hk dt donne la distance du centre de gravité 
a 


(1) Si Yon considére un are de la courbe, ou plutét du fil, la densité moyenne 
de cet arc est Je rapport de sa masse a sa longueur. Soit A un point de la courbe; 
envisageons un petit arc de courbe contenant le point A; admettons que la densité 
moyenne tende vers une limite, quand l’arc, en se rapetissant, tend a se réduire au 
point A, cette limite sera la densité au point A. Inversement, en supposant cette 
densité continue, la masse d'un petit arc s’obtient, avec une erreur relative trés 
petite, en mullipliant la longueur de l’arc par la densité en l’un quelconque de ses 
points; d’ot expression de la masse sous forme d’intégrale. 

Considérons de méme une surface matérielle (plaque mince, membrane, etc.); la 
densité moyenne d’une portion de cette surface s’obtiendra en divisant la masse de 
cette portion par son aire : si celte portion se rapetisse autour d’un point A et si la 
densité moyenne tend vers une limite, cette limite est la densité en A. 

Considérons enfin un yolume limité, rempli de matiére. La densité moyenne d’une 
portion de cette matiére s’obtiendra en divisant la masse de cette portion par son 
volume. En faisant tendre le volume vers 0, on obtient la densité en un point. 

Je désignerai la densité en un point par k; elle dépend en général de ce point: 
quand elle est constante, la maticre du fil, de la membrane, du corps est dite homo- 
gene. Dans les applications géométriques on suppose souvent k =r. 
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a cette droite; en particulier les coordonnées X, Y de ce centre 
de gravité sont 


b b 
P I ds I ds 
9 ee oe gpl RELY fe SU 
med ka Ty at: Nf at ky at; 


x, y doivent étre remplacés par f(t), g(¢). 
Par exemple, pour l’are de cercle défini par les équations x =r cost, 


: : : ds 
y =rsint, quand ¢ varie de —a# a + 4, ona— =r, et les coordon- 


dt 
nées du centre de gravité sont, en supposant la densité égale a 1, 
ata * +a 
F I sin % F J . 
xe r2-costdt=r > Y= — r2 sint dt =o. 
PR awa eae a 27,0, ae. 


Si la fonction o(¢) représente le carré de la distance du point ¢ de 
la courbe a une droite fixe, l’intégrale 


b 
ds 


est ce qu’on appelle le moment d’inertie de Vare de courbe par rap- 
port a la droite; ainsi le moment d’inertie par rapport a l’axe des x 
est 


fra . ds 
ap Sy fe at 5 


Par exemple, le moment d’inertie par rapport a l’un des axes d’un 
segment de droite homogéne de longueur /, paralléle 4 cet axe et situé 
a une distance de lui égale a a s’obtient en multipliant da? par la 
densité. 

Si la fonction 9(¢) désigne le carré de la distance du point ¢ de la 
courbe a un point fixe, l’intégrale 


b 
df ko(t) Sai 


est le moment d’inertie de l’arc de courbe par rapport ace point. Le 
moment d’inertie par rapport a Porigine est ainsi 


b 
We lee 
fern ges 


il est la somme des moments d’inertie par rapport aux deux axes. 
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Le moment d’inertie d’une circonférence de cercle de rayon r, par 
rapport a son centre, est 27/73, en supposant la matiere homogéne. 


337. Intégrales relatives 4 une aire plane. — Considé:ons, dans 
le plan, un contour (C) limitant une aire .&; je supposerai, pour 
simplifier, que ce contour (C) soit rencontré en deux points seu- 
lement par les paralléles a l’axe des y, comprises entre les tangentes 
paralleles a cet axe, langentes que je suppose correspondre aux 
abscisses a et 6. La longueur interceptée sur une paralléle qui cor- 
respond a l’abscisse # est un nombre positif qui dépend de x et que 
je désignerai par 9(2). Crest la différence entre les ordonnées des 
deux points de la courbe qui ont x pour abscisse. 


Fig. 103. 


P’ Pp” 


Ceci posé, imaginons qu’on décompose [aire -& en bandes trés 
étroites par des paralléles 4 axe des y, que lon multiple Vaire de 
chacune de ces bandes par la valeur 4(z) d’une certaine fonction 
relauve a un point de la bande (peu importe lequel); on fait la 
somme de tous les produits ainsi obtenus, et on demande de quelle 
limite cette somme s’approche indéfiniment quand, le nombre des 
bandes croissant indéfiniment, |’épaisseur de chacune décroit indéfi- 
niment. 

On substitue a Vaire de la bande M’M’P"’P’ qui correspond aux 
limites z', 2” Vaire d’un rectangle qui aurait pour base l’épais- 
seur z"— x! de la bande et pour hauteur M’P’= 9(z') ou M"P"; on 
substitue au produit partiel relauf a cette bande la quantité 


o(2’) h(a") (a = 2’); 


il apparait alors que la limite cherchée est lintégrale 


b 


ah o(2) v(x) daz. 
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Si Pon prend 4(z)=1, Vintégrale représentera évidemment 
Paire A. ; 

Regardons l’aire A comme une plaque homogéne dont |’épaisseur 
est négligeable. On montre, en Mécanique, que, si l’on prend 


(a) = x, lexpression 
: b 
xf o(a)a dx 


est abscisse du centre de gravité de cette plaque. L’ordonnée de ce 
centre de gravité s obtuendrait d’une fagon analogue en décomposant 
aire -& en bandes étroites par des paralléles 4 l’axe des x. 

Dans les mémes conditions, si l’on prend U(x) = x, | 


b 
& f p(x) x? da: 


ou fk est la densité (supposée constante), est ce qu’on appelle le 


intégrale 


moment d’inertie de la plaque par rapport a axe des y. 

Considérons, par exemple, une plaque rectangulaire ayant ses 
cétés respectivement égaux a « et a 8; le cété de longueur 6 est sup- 
posé paralléle a Paxe des v; soit 2) l’abscisse du centre de la plaque; 
en supposant la densité égale a 1, le moment d’inertie de la plaque 
par rapport a l’axe des y sera 


ic: 
Tots 


at 
Beek dis 2 (1a. + a2). 


Les moments d’inertie de la plaque par rapport au coté de lon- 
gueur % et par rapport a la paralléle menée par le centre a ce cété 


. : a2 8 a3 6 
seraient respeciivement aoe 


. 


338. Intégrales relatives 4 un volume. — Considérons un yo- 
lume V limité a deux plans (A), (B) paralléles 4 un plan fixe (H) que 
le lecteur pourra se figurer comme étant horizontal. Imaginons un 
axe OZ perpendiculaire au plan (H) et le percant en O. Le point O 
servira d’origine sur l’axe OZ; chaque point M de cet axe sera déter- 
miné, comme d’habitude, par l’équivalent algébrique du vecteur OM, 
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équivalent algébrique que j’appellerai la cote du point M. Un plan 
quelconque (P) parallele au plan (H) est déterminé par la cote du 
point ot il rencontre axe OZ: ce méme nombre sera la cote du 
plan (P). Je suppose que les cotes des plans (A) et (B) soient a et & 
et que Pon aita <b. 

Ceci posé, tout plan paralléle au plan (H), compris entre les 
plans (A) et (B), détermine dans le volume V une section dont Paire 
dépend de la cote z du plan sécant. Je suppose qu’on sache évaluer 
cette aire, que je désigne par o(z). Imaginons qu’on découpe le vo- 
lume V en plaques minces par des plans paralléles au plan (H), dont 
je désignerai les cotes successives par @, 21, 32, .-+, 3-1, 0; soit ole 
volume d’une de ces plaques, limitée par les plans dont les cotes 
sont 3’ et 3”; on ne sait pas évaluer le volume ¢, mais on lui substi- 
tuera le volume o(2')(s"— 3’) @un cylindre droit dont la hauteur 
sera l’épaisseur 3” — 2’ de la plaque et dont la base sera la section par 
le plan de cote 2’; on aurait pu tout aussi bien prendre pour base la 
section par le plan de cote z” ou par un plan intermédiaire. Dés lors, 
on apercoit de suite que le volume cherché sera 


b 
V = o(3) dz. 


Imaginons que, apres avoir décomposé le volume en plaques minces, on 
multiplie le volume de chaque plaque mince, comprise, par exemple, 
entre les deux plans de cotes z’, 2”, par la valeur d’une certaine fonc- 
tion 4(z) pour un nombre appartenant a Vintervalle (z’, 3”), qu’on 
fasse la somme de tous ces produits et qu’on veuille la limite dont 
s'approche cette somme quand, le nombre des intervalles partiels 
(@, 31), (31, 32), »++) (Sn_4, 6) augmentant indéfiniment, |’étendue 
de chacun de ces intervalles diminue indéfiniment; on trouvera pour 


7) 
yf U(s)0(2) dz. 


On démontre en Mécanique que la cote Z du centre de gravité du 


cette limite 


volume V, supposé rempli par une matiére homogéne, est donnée par 


la formule 
b 
Laat 26(2) dz. 


a 
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Supposons en particulier que le volume V soit de révolution autou: 
de OZ; les sections planes seront des cercles ayant leurs centres 
sur OZ; le rayon x de chacun de ces cercles dépendra de la cote z du 
plan sécant, et la relation «= f(z) entre ce rayon et la cote n’est 
autre chose que |’équation de la courbe méridienne dans un plan 
passant par OZ et coupant le plan (H) suivant OX. 

L’expression du volume sera alors 


b 
Sip tw f2(z) dz; 


la cote du centre de gravité sera alors 
g 


b 
I , 
= me frie as. 


339. Surfaces de révolution. — Considérons maintenant la surface 
engendrée par la révolution autour de OZ d’une courbe AB située 
dans un plan ZOX tel que celui qu’on vient de définir; désignons 
par a, © les cotes des plans (A), (B) menés par les points A, B aux- 


quels Vare de courbe est limité et qui contiennent les cercles décrits 
par ces points. 


Fig. 104. 


Tout plan de cote z, paralléle au plan (H) et compris entre les 
deux plans (A), (B), coupe la surface de révolution suivant un cercle 
dont le rayon @ est égal a f(z), en supposant que, dans le plan méri- 
dien, ’équation de l’are AB soit « = f(z). 

Ceci posé, décomposons la surface de révolution en petits rubans 

1 TE 


2 
o7 
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circulaires par les plans paralléles au plan (H) dont les cotes sont a, 
34, 3a, ++») Sn_1, 0; soient 2’, 2” deux de ces cotes consécutives; le 
petit ruban de surface correspondant sera assimilé a la surface latérale 
dun trone de cone de révolution a bases paralléles ; laréte de ce tronc 
de cone sera la corde de l’are de la courbe méridienne dont les extr'- 
mités répondent aux cotes z/ etz”, corde dont la longueur sera a pew 
prés égale a (2" — 2!) 1+ f/2(2'). 

La demi-somme des circonférences de base du trone de cone est 
n[ f(s’) + f(s")] ou, a peu prés, 27 f(s'); on substituera a la surface 
du trone de cone, ou du petit ruban circulaire, la quanuté 


anyvi+f?(s') f(s')(s"—2'); 
la somme de toutes les expressions analogues est une expression ap— 
prochée de l’intégrale 
b b 


seup an f(s) i+ frayds = f 


Sit! 


ds 
anf (s)—dz 
| fa Gd, 
en désignant par s are de la courbe AB, compté a partir dun point 
fixe et croissant quand z croit. C’est cette intégrale qu'on prendra 
pour la surface engendrée par la révolution de la ligne AB. Elle peul 


B 
S “eff 2m F(s) ds, 
a 


lorsqu’on prend pour variable d’intégration Tare s de la courbe qui 
correspond 4 chacun de ses points: et % désignent alors les valeurs. 
de s qui correspondent aux pvints A et B, et F(s) désigne ce que 
devient f(z) quand on y remplace z en fonction de s. 

Les explications précédentes, relatives a l’évaluation d’une surface 


s’écrive 


de réyolution, sont notoirement insuffisantes en tant que démonstra- 
tion de la formule a laquelle on parvient. Tout d’abord cette surface 
qu’on prétend évaluer n’a pas méme été définie; dans l’évaluation ap- 
prochée que l’on fait des petits rubans circulaires, on n’a aucune 
idée de Verreur qu’on commet. Ces explications toutefois peuvent 
étre regardées comme amenant d’une facon assez naturelle la formule 


8 
finale i ath (s) ds et il est légiume d’adopter cette formule comme 
“a 
<éfinition de la surface de révolution. 
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La cote Z du centre de gravité de la surface de révolution regardée 
comme homogéne serait donnée par la formule 


b : 
SZ = f ana f(a) S dz. 


it? 


Le lecteur n’aura aucune peine a retrouver, en se servant de ces 
formules, les expressions classiques des volumes et des surfaces que 
Von considére en Géométrie élémentaire. Voici quelques autres 
exemples : 

Supposons qu’on veuille évaluer un volume V tel que celui qu’on 
a considéré un peu plus haut, pour lequel la surface d’une section 
soit une fonction de la cote z de la forme Az? + Bz2?-+ Cz+D; on 


aura 


b 
y= i) (Mee Bat 22-8 Dy ds 


ed 


=(b—a) |Z aca a2 b + ab? + 63) 
a 


+ $B(att ab +t) + 2C(a+b)+D)]. 


On peut regarder 6—a comme la hauteur du volume; si Von 
désigne par P, Q les sections extrémes, les bases, et par R la secuon 
moyenne du volume, on aura 


P=Aa3}+Ba?+C 
Q=AB+ B62+C 


D 
\3 FN Oe yey ere 
Raa (S2°)'4 3 (SS \—c= =), 


et on trouvera sans peine (') 


y= "= 4p Este Ris 


Si A était nul, la cote du centre de grayité du volume considéré. 
supposé homogeéne, s’obuendrait par une formule analogue. 


(@)) C'est une conséquence immédiate de la note du n° 331 a propos de la mcthode 
de Simpson. 
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Le volume et la surface engendrés par la cycloide 
2 =a(t—sint), y =a(t— cost) 


tournant autour de l’axe des 2, sont respectivement 


rei te 27 
v= | Ty? dx =a fi (t—cost)3 dt = Oma 

0 oly 

27a 2h . E 
ds a t b4na? 
s=f[ 2T 5 de = jna? [ 1— cost) sin - dé = —~—.- 
v5 Y da We Je ( ) 2 3 
340. Intégrales doubles. — Considérons, comme plus haut, un 


contour (C) limitant une aire plane -b; imaginons qu’on subdivise 
cette aire en parties de dimensions trés petites. J’entends par la que 
la distance maximum de deux points de cette aire est tres petite; les 
bandes que l’on a considérées plus haut ne satisferaient pas a cette 
condition, car leur épaisseur, seule, a été supposée tres petite. Sup- 
posons qu’on multiplie chaque aire partielle par la valeur /(2, 7) 
d’une fonction continue de z et de y relative a un point x, y intérieur 
a laire partielle ou situé sur son petit contour; puis, qu’on fasse la 
somme de tous les produits ainsi obtenus pour toutes les aires par- 
tielles dans lesquelles on a décomposé A. On démontre que cette 
somme, évidemment variable avec les divers modes de décomposi- 
tion, avec la facon dont on choisit les points 2, y intérieurs aux 
aires partielles, s’approche indéfiniment d’une limite fixe quand, le 
nombre des aires partielles croissant indéfiniment, leurs dimensions 
décroissent indéfiniment. Cette limite est ce qu’on appelle une indé- 
grate double. 

Je n’expliquerai pas ici comment on effectue, en général, le calcul 
@une pareille limite; je me bornerai a des cas particuliers, en admet- 
tant l’existence de la limite. 

Supposons dabord que la fonction f(z, y) ne dépende pas de vy 
et désignons-la par f(x). Adoptons, comme mode de décomposition 
de laire 4, une division en petits carrés par des paralléles aux axes, 
et considérons la file de petits carrés, intérieurs 4 (C), compris entre 
deux paralléles consécutives a l’axe des y, qui correspondent aux 


CaP 


abscisses x’, x”; cette file de petits carrés constitue une bande, au 


sens du n° 336; ou va former la partie de la somme de produits par- 
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tiels qui correspondent a ces petits carrés. Donnons la méme abscisse § 
a chacun de ces points intérieurs aux petits carrés pour lesquels on a 
a prendre la valeur de la fonction f(z), par laquelle on multipliera 
Paire du petit carré; f(€) se mettra en facteur dans tous les produits 
partiels, autre facteur sera la somme des aires de tous les petits 
carrés, c’est-a-dire l’atre de la bande, a savoir, (x” — 2')o(2’), en 
désignant comme au n° 336 par ¢(2’) la longueur de la bande, la 
portion de la paralléle 4 Vaxe des y comprise a Vintérieur du con- 
tour (C); la partie de la somme qu’on veut évaluer, relative aux 
peuts carrés dont l'ensemble constitue la bande, est ainsi, approxi- 


mativement 
} S(2')9(2') (2 — 2’), 


et la limite cherchée est 


b 
ip SCR) o(@ dx, 


en désignant par a et 0 les abscisses des paralléles extrémes a l’axe 
des y, en dehors desquelles on ne rencontre plus le contour. On est 
ramené aun résultat déja obtenu. Il est clair qu’on pourrait procéder 
@une facon analogue si la fonction f(x, )’) ne dépendait que de 9’. 

Supposons maintenant que la fonction f(x, y) représente le carré de 
la distance du point x, y 4 Vorigine. La limite de la somme obtenue 
en multipliant chaque aire partielle par x?+ y? est ce qu’on appelle 
le moment d’inertic, par rapport a Vorigine, de Vaire -b, pour une 
densité partout égale a1. Il est clair que, au lieu de multipher chaque 
aire partielle par z?-+-y? et de faire la somme, on peut multiplier 
chaque aire partielle par z? et faire la somme des produits, puis 
chaque aire partielle par y? et faire la somme des produits, puis enfin 
ajouter les résultats : le premier résultat est ce qu’on a appelé, au 
n’ 336, le moment d’inertie par rapport a laxe des y; le second est 
le moment d’inertie par rapport a l’axe des x; on sait évaluer chacun 
de ces moments d’inertie, leur somme est le moment d’inertle par 
rapport a l’origine. On sait ramener le calcul de chacun d’eux a 
Véyaluation d’une intégrale définie. 

Si la densité, au lieu d’étre 1, était égale ak, on devrait multiplier 
les résultats par 4, en supposant toujours la maticre homogeéne. 

Supposons par exemple, en prenant la densité égale a 1, qu’on 
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veuille évaluer le moment d’inertie, par rapport a un de ses sommets, 
dune plaque rectangulaire dont les cétés sont égaux a a, 8. II suffira 
de faire la somme des moments d’inertie de la plaque par rapport a 
deux cdtés non paralleles; on trouve ainsi 


wp af? _ 2p 
Weer es 


(22+ (2), 


Le moment d’inertie de la méme plaque par rapport a son centre 
serait évidemment égal 4 quatre fois le moment d’inertie, par rapport 
a Pun de ses sommets, d’une plaque rectangulaire dont les dimensions 


a Oe : a6(42+ G2 
sont =, = il serait donc EER), 


Considérons, en prenant toujours la densité égale a 1, le moment 
d’inertie, par rapport a son centre, d’un cercle de rayon 7; décompo- 
sons la surface de ce cercle en couronnes circulaires trés étroites par 
des cercles concentriques; décomposons ces couronnes en pelts tra 
pezes curvilignes par des rayons trés rapprochés issus du centre; con- 
sidérons en particulier la petite couronne limitée par les cercles de 
rayons tres peu différents 7’, 7”; multiplions la surface de chacun des 
pels trapézes qui la composent par le carré 7’? de la distance d’un 
point de ces trapézes au centre et ajoutons les résultats; 7’? se met 
en facteur dans la somme, l’autre facteur est l’aire de la couronne, 
cest-a-dire 7(7"?— 7?) =x (7!+ 7") (7r"—7") ou, a peu pres, 
amr (r”—r"'); la partie de Pintégrale qui correspond a la couronne 
circulaire est donc, a peu pres, 


t 


amr (1 —r'), 


Le moment d’inertie de la plaque circulaire sera par conséquent 


Mi Tr 
L 
[ anrdr= . 


0 2. 


Le moment d’inertie, par rapport a son centre, d’une couronne cir- 
culaire limitée par deux cercles concentriques de rayons 7, et ry 
serait 
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341, Moment @inertie d’un volume. — Considérons un volume V; 
imaginons qu’on le décompose en petits volumes partiels de dimen- 
sions trés petites et qu’on multiplie chaque volume partiel par le carré 
dle la distance d’un de ses points (qu’on peut prendre arbitrairement 
a une droite fixe OZ; puis qu’on fasse la somme de tous les produits 
ainsi obtenus. On démontre que cette somme, qui varie évidemment 
avec les modes de décomposition, avec les points de chaque volume 
partiel dont on prend la distance 4 OZ, s’approche indéfiniment 
une limite fixe quand, le nombre des volumes partiels augmentant 
indéfiniment, les dimensions de chacun d’eux diminuent indéfini- 
ment. Cette limite est ce qu’on appelle le moment d’inertie par rap- 
port a la droite OZ du volume V supposé rempli par une matiére de 
densité égale a 1. Si la densité était & et la maticre homogéne, le ré- 
sultat caleulé, comme on vient de Vexpliquer, devrait étre multiplé 
par k. 

Supposons d’abord que le volume V soit un cylindre droit, de 
hauteur h, dont les génératrices soient paralléles a OZ et dont la base, 
limitée par un contour (C), soit située dans le plan (H), perpen- 
diculaire en O a OZ, et divisons cette base wb en un tres grand 
nombre d’aires partielles de dimensions trés petites ; considérons 
lune 6 de ces aires partielles et soit 7 la distance d’un de ses points 
au point O; regardons 8 comme la base d’un petit cylindre droit, tres 
fin, de hauteur h; on reconnait de suite que son moment d’inertie 
est, a trés peu pres, Bhr?; si l'on faitla somme de toutes les quan- 
tités analogues, afin d’avoir une expression approchée du moment 
<Vinerue du cylindre proposé, h se mettra en facteur et le second 
facteur, somme de toutes les quantités telles que 677, diflérera tres 
peu du moment d’inertie de la base vb par rapport au point O; si Pon 
désigne ce moment d’inertie par B, le moment d’inertie du cylindre 
sera Bh. 

Considérons maintenant un volume V quelconque, compris, en 
reprenant les notations du n° 337, entre deux plans perpendiculaires 
a OZ, de cotes a et b; supposons qu’on sache évaluer le moment 
WVinertie (zs) de la section faite dans le volume V par un plan per- 
pendiculaire & OZ, de cote z, par rapport au point ot ce plan ren- 
contre OZ. En décomposant V, par des plans paralleles, en plaques 
minces, en remplacant chacune de ces plaques par un cylindre 
droit de méme épaisseur, et dont la base soit lune des bases de la 
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plaque, on reconnait sans peine que le moment d’inertie de V, par 
rapport a OZ, est donné par Vintégrale 


b 


ff Y(s) de; 


j'ai supposé la matiere homogéne et de densité égale at; si la densité 
était égale AA, la matiére étant toujours homogéne, on devrait mul- 
tiplier les résultats par /. 

En continuant de prendre la densité égale a 1, on voit que le mo- 
ment d’inertie d’un parallélépipéde droit de dimensions 2, 6, , par 
rapport a Pune de ses arétes, ayant pour dimension y, est “a (a? + 87). 
Le moment d’inertie par rapport a la paralléle a ce célté menée par 
le centre est a (a? -+ 2), 


Le moment d’inertie d’une sphére par rapport a un diamétre est 


§ 5. — EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 


342. On appelle equation différentielle (ordinaire) une équation 
entre une variable indépendante x, une fonction inconnue y et ses dé- 
rivées y', vy", y”, .... Lordre dune équation différentielle est l’ordre 
de la plus haute dérivée qui y figure. Intégrer une pareille équation, 
c’est trouver la fonction de x la plus générale telle que, en rempla- 
cant dans l’équation y, 7’, vy", ... par cette fonction et ses dérivées, 
cette équation soit vérifiée identiquement en z. Cette fonction s’ap- 
pelle Pintégra/e générale de Péquation. 

On dit que la résolution de l’équation est ramenée aux quadra- 
tures, quand elle est ramenée a la recherche de fonctions primitives. 

On trouve des équations différentielles du premier ordre en cher- 
chant a déterminer une courbe plane par quelque propriété de la 
tangente. 

Soit M un point d'une courbe plane (C) rapportée a des axes rec- 
tangulaires OX, OY. Soit P la projection de M sur OX; soient MT, 
MN la tangente et la normale en M, limitées an méme axe. Soient 
lordonnée du point M ety” la pente de la tangente en ce point. 
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Or 
roo} 
wr 


On donne aux vecteurs 


TP = eae PN =a 


les noms de sous-tangente et de sous-normale; toute relation entre 
les coordonnées du point M, la sous-tangente ou la sous-normale, ou 
encore quelqu’une des lignes OT, ON, MT, MN, ... dont on a donné 
les expressions (Ax. 342, Ch. XVII), est une équation différentielle 
du premier ordre. 

Par exemple, les courbes dont la sous-normale est constante et 


t 


égale a @ sont définies par l’équation différentielle yy’ = a; le pre- 
2 . , . 
mier membre est la dérivée de a » le second la dérivée de az; Ja dif- 


2 PB A 
férence entre < et ax doit donc étre une constante; toutes les 


courbes satisfaisant 4 la condition imposée ont une équation de la 
forme 


i<) 


xy =ar+C, 
Ay 
ou C est une constante arbitraire; inversement, toute courbe ayant 
une équation de cette forme satisfait a la condition énoncée, comme 
on le yoit en prenant les dérivées des deux membres. 
De méme, les courbes telles que leur sous-tangente soit constante 
et égale a @ sont définies par l’équation différentielle 


Celie yar, 
Saheb tore | at 


Vv 


on en conclut que leur équation est de la forme 


a 


x 

az : —+C air 
Igy =-+U, y= Catt = C' et, 

a 7 


en désignant par C’ la constante e°. Réciproquement, toutes les 
courbes définies par une telle équation ont leur sous-tangente con- 
stante et égale a a. 

Dans ces deux exemples, lintégration a introduit une constante 
arbitraire C; on n’a pas trouvé une courbe, mais une famille (ou un 
faisceau) de courbes dont chaque individu s’obtient en donnant a la 
constante C une valeur numérique particulicre. 
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343. Considérons, inversement, une famille de courbes, définie 

? ) ») 
par l’équation f(z, vy, C) =o ott C est une constante arbitraire ; il est 
aisé de voir que toutes les fonctions y de x définies (implicitement) 
par l’équation f(z, v, C) = o vérifient une méme équation différen- 
uelle : la dérivée 9’ dune telle fonction s’obtient, en effet, au moyen 
2 ’ : 
de l’équation 


Set y\ fy =; 


en éliminant C entre cette équation et l’équation f(.7, y, CG) = 0, on 


trouve une équation o(a, y, y/)=o qui doit étre vérifiée pom 


/ 


chaque systeme de valeurs de x, y, vy’ auxquelles on peut associer un 


nombre C tel qu’on ait a la fois 
Cay nC.) =O; Se +y fy = 


Imaginons qu’on résolve la premiere équation par rapport ay, on 
en tirera vy en fonchdn de « et. de.C, y= (a, G); laidérivee 
{/ 


— 
Nor aes Se 


leur qu’on tirerait de Péquation f,+-y' f,, = 0, apres y avoir remplacé 


y par 4(a, C); quels que soient les nombres a et C, Péquation 


(x, C) de cette fonction par rapport a x est identique a la va- 


o(a, ¥, 7) =0 est verifiée quand on y remplace y par Via, GC), 
47 par ¥,. (x, CG); en d autres termes, l/équation o(a, 47,4" ) —Onest 
vérifiée identiquement (en w et C) quand on y remplace y et y’ par 
la fonction (x, C) et par sa dérivée. Toutes les fonctions obtenues 
en donnant a C des valeurs numériques quelconques sont des solu- 
tions ou intégrales particulieres de Véquation différentielle du pre- 
mier ordre o(Z7, 97, y')==0('). 

Puisque 7’ est la pente de la courbe dont l’équation est y= (x, C), 


(1) On démontre que la fonction ¥(z, C) est la solution la plus générale de-cette 
équation, c’est-a-dire que toute solution peut s’oblenir en donnant a C une valeur 
convenable. Toutefois, d’une part, cet énoncé aurait besoin d’explications et de res- 
trictions : il n’est pas toujours exact si, comme je le ferai le plus souvent dans ce 
paragraphe, on se limile au cas des variables et des constantes réelles. D’autre part, 
méme en restant dans le réel, il comporte une exception si la courbe dont l’équation 
est y= U(x, C) admet une enveloppe: cette enveloppe définit y comme une fonc- 
tion de z qui vérifie l’équation différentielle sans rentrer dans le type Y( ax, C); cette 
solution est dite solution ou intégrale singuliére. L’équation y?+y"?=1, par 
exemple, a pour intégrale générale y = sin( w+ C) (n° 347) et pour intégrale singu- 
hiére les deux droites 7 ==. Je n’insisterai pas sur ce sujet. 
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on voit que l’équation o(2, y, vy’) =o exprime une propriété de la 
tangenle commune a toutes les courbes de la famille. 

On dit que cette équation différentielle a été obtenue par l’élimi- 
nation de la constante C. 

L’éhimination de la constante se fait immédiatement quand l’équa- 
tion de la famille de courbe est résolue par rapport 4 C, quand elle 
est sous la forme F(a, y)=C; léquation différentielle est ici 
F.+ y' F, =o. Réciproquement, une équation différentielle de cette 
forme exprime que si, dans |’expression F(z, v), on regarde vy comme 
une fonction de x, la dérivée de F(x, 9’) est nulle; il en résulte que 
F(x, y) est une constante : lintégrale générale de Véquation diffé- 
rentielled yy HY =o esl (, 7) = Constante. 

La recherche de lintégrale générale d’une équation différentielle 
donnée o(z, y, y') =0, la recherche des courbes qui représentent 
une fonction de x qui vérifie cette équation, sont deux problemes 
identiques : on a pris l’habitude de parler d’une courbe qui vérifie 
une équation différentielle, d’une courbe intégrale d’une équation 
différentielle, pour parler dune courbe qui représente une fonction 
vérifiant Péquation différentielle, d'une courbe telle que les coor- 
données xz, y d'un quelconque de ses points et la pente y’ de la 
tangente en ce point vérifient |’équation différentielle. 

Si une courbe (S), définie par des équations telles que 7=/f(¢), 
y = g(t), est une courbe intégrale de l’équation o(2z, y, 7’), cette 
derniére équation doit étre vérifiée idenuquement en ¢, quand on y 
& (t) 
S(t) 


derniére quantité est la pente de la tangente au point ¢. Réciproque- 


remplace x, y, y' respecuvement par f(¢), 2(¢), » puisque cette 


ment, si l’on a, identiquement, 


&(t)| _ 
2 7, s(t), Fe | = 0} 
la courbe définie par les équations z=—/f(t), y= g(é) est une 
courbe intégrale. 


344, La solution générale d’une équation différentielle du premier 
ordre o(z, y, vy’) =o contient une constante arbitraire; c’est ce 
qu’ont montré les exemples donnés aux numéros précédents, c’est ce 
que montre encore l’exemple des équations différentielles de la 


588 CHAPITRE XVIII. 


forme vy’ = f(z) dont la solution la plus générale est évidemment 
y =F(x2)+C, en désignant par F(z) une fonction primitive 
de f(z) et par C une constante arbitraire; c’est ce que montre, 
enfin, l’exemple des équations différentielles du premier ordre obte- 
nues par l’élimination d’une constante arbitraire. Il est d’ailleurs 
facile de s’en rendre compte d’une facon générale, par un raisonne- 
ment que je présenterai d’ailleurs sans chercher a y mettre aucune 
rigueur. 

Si Pon se donne un point Ay, de coordonnées 2», Yo, /équation 
0(L0, Yo, Y') = 0 détermine une ou plusieurs valeurs de y’; choisis- 
sons-en une y, el construisons la droite passant par Ay et dont la 
pente-est y,; sur cette droite prenons un point A, de coordonnées 
£1, ¥1, tres voisin de Ay; ’équation 9(2,, 71, vy’) =o détermine une 
ou plusieurs valeurs de y’; ]’admets que, en raison de la continuité, il 
y en ait une y, qui soit voisine de y,,; je construis une seconde droite 
passant par A, et de pente y/; elle fera un angle tres aigu avec la 
premiere droite; sur cette seconde droite je prends un point A, trés 
voisin de A,, de maniére que Pangle Ay A, Ay soit trés voisin de deux 
droits; Péquation ©(22, 72, y')=0, ot x2, v2 désignent les coor- 
données du point A,, détermine de méme une valeur y, de y’ trés 
voisine de y,; on regardera y, comme la pente d’une droite pas- 
sant par Ay, droite sur laquelle on prendra un point A; trés voisin 
de A,, de maniére que l’angle A, A, A; soit trés voisin de deux 
droits. En continuant de la méme facon, de proche en proche, on 
formera une ligne brisée Ay A, A,...A,.... dont les cétés seront trés 
petits, et qui ressemblera fort a une courbe partant du point arbitrai- 
rement choisi Ay. Les cétés de cette ligne brisée pourront étre re- 
gardés, approximativement, comme des tangentes a une courbe; 
(ailleurs les coordonnées de chaque sommet et la pente de la droite, 
de la tangente si l’on veut, qui le joint au sommet suivant, vérifient 
Péquation o(2, y, y’). La ligne brisée ainsi obtenue peut donc étre 
regardée a peu prés comme une courbe intégrale de cette équation. 
On démontre d’ailleurs rigoureusement, sous certaines conditions, 
que, lorsque le nombre des cétés augmente indéfiniment et que la 
longueur de ces cétés diminue indéfiniment, on s’approche indéfi- 
niment par ce procédé d’une véritable courbe intégrale. Si l’on 
admet qu il en est ainsi, on voit qu’il existe (au moins) une courbe 
intégrale de ’équation différentielle qui passe par un point donné Ag; 
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il n’en existera qu’une si l’équation différentielle est du premier 
degré en y’. 
On arrive a la méme_ conclusion analytiquement. L’équation 
o(2, y,y')=0 étant supposée résolue par rapport a y’, on en lire 
y' =(a, y); puis, en prenant les dérivées, 


Y= Ve + 7 Vy = Vx + ¥( 2,7) VY, = O(a, x), 


En continuant de la méme fagon, on voit que les dérivées succes- 


sivesy 390. ¥~ 


les valeurs numériques ¥4, 79) Yo; «++ de ces dérivées pour z= 2y 


, --. dela fonction y s’expriment au moyen de z, y: 


sont done déterminées, si l’on se donne la valeur y, que doit prendre 
la fonction y de x pour « = x». Admettons que la série 


yor 7 (@ — %y)-+ ie re ee 


soit convergente dans un certain intervalle, comprenant 2; elle dé- 
finira, pour les valeurs de x voisines de Zp», une certaine fonction 
y=f(x), et il est clair que cette fonction est la seule qui puisse 
étre représentée par une série enlicre en 2 — Xy et se réduise a Vo 
pour © = Zo, a pouvoir vérifier équation différentielle y’= U(x, vy). 
L’étude des conditions dans laquelle la série est convergente, la dé- 
monstration, d’ailleurs facile, de ce fait que la somme de cette série 
vérifie elfectivement |’équation différentielle sont en dehors du cadre 
du présent Livre. 

Au lieu de procéder comme je viens de l’expliquer, il revient au 
méme de partir d’une série entiere en x — xy 


Ay + a, (2% — Xo) + ag (H@— %)? +... 


a coefficients indéterminés, de remplacer dans l’équation donnée 
. ‘\ — : xe ease ae 
o(r, ¥; ¥') =, y par cette série, y’ par la série 


A, + 2d,(2%— 4)) +3a3(x% — 2)? +..., 


et d’écrire que l’équation ainsi obtenue est identique enz, ou plutot 
en £ — £9; on parvient ainsi a des relations entre les coefficients a, 
Gd, 4y, ... qui permettent (sauf exception) de déterminer ces coeffi- 
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cients en fonction du premier. On a donné, au Chapitre XIV, des 
applications de cette méthode a des équations différentielles particu- 
lierement simples. 

Ces apercus suffiront au lecteur pour se rendre compte que, si l'on 
se donne une équation différentielle du premier ordre o(.z, y,v/) =0, 
du premier degré en y’, il y a, en général, une courbe, et une seule, 
qui vérifie ’équation différentielle et qui passe par un point donné Ay. 
Il yaurait, en général, deux pareilles courbes si Péquation différentielle 
était du second degré en y’, etc. Or c’est la précisément le caractere 
des courbes d’une famille dont l’équation b(z, y, C) =o contient 
une constante arbitraire C; les courbes de cette famille qui passent 
par le point Ay sont déterminées : on les obtient en donnant a C la 
valeur (ou les valeurs) que l’on tire de ’équation 4 (2), 7), C) =o. 
Inversement, on a vu que toutes les courbes d’une méme famille véri- 
fiailent une équation différentielle. [l est done a prévoir que linté- 
gration dune équation différentielle du premier ordre conduit a une 
famille de courbes, dont Péquation contient une constante arbitraire. 
C’est ce qu’on vérifiera dans les divers exemples qui seront traités 
un peu plus loin. 

Auparavant, je veux encore signaler un autre point de vue duquel 
on peut enyisager une équation différentielle o(z, v, y’) = 0, que je 
supposerai, pour éyiter les difficultés relatives aux diverses détermi- 
nalions, du premier degré en y’. On peut regarder cette équation 
comme faisant correspondre a chaque point A, de coordonnées x, y, 
une droite passant par ce point, a savoir la droite dont la pente y/ 
est déterminée par ’équation ¥(2, y, y’) =o. Cette droite n’est autre 
chose que la tangente 4 la courbe de la famille, définie par l’équation 
différenuelle, qui passe par le point A. Inversement, a chaque droite 
du plan définie par Péquation y= ax-+ 6, on peut faire corres- 
pondre un ou plusieurs points situés sur cette droite, et dont on 
obtient les coordonnées x, y en résolvant les deux équations 


O( 2, Ysa) = 9, y=axr+b. 


Une courbe intégrale quelconque (S) peut étre regardée comme 
un lieu de points tels que les droites correspondantes sorent précisé- 
ment les tangentes a cette courbe en ces points, ou comme l’enyeloppe 
de droites dont chacune correspond au point ot elle touche son 


enveloppe. 
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Notons en passant que l’équation (x, y, @) = 0 entre les variables 
xz, y représente le lieu des points de contact des tangentes aux courbes 
de la famille définie par ’équation différentielle qui sont paralléles a 
une droite de pente a. 

Aprés ces généralités, je vais passer en revue quelques équations 
différentielles du premier ordre pour lesquelles la recherche de la 
solution générale se raméne a la recherche de fonctions primitives : 
toutes les fois qwil en est ainsi, on dit que l’équation se raméne 
aux quadratures ("). 


345. Si Péquation différentielle est du premier degré en 7’ ou, ce 
qui revient a peu prés au méme, si cette équation est résolue par 
rapport av’, son premier membre peut se mettre sous la forme 


g(a, y) + y' (a, y) =0, 
ou, en employant la notation différentielle, 
9(2, 7) dx (x,y) dy = 0. 


IL peut arriver que 9(2, v) et U(x, y) soient les dérivées partielles 
d'une méme fonction F(z, y) (*), et qu’on s’en apercoive immédia- 
tement, en regardant ]’équation. La solution la plus générale de cette 
équation est alors F(z, yv)=C, en désignant par C une constante 
arbitraire, ainsi qu’on l’a déja dit un peu plus haut. Dans ce cas, le 
premier membre de l’équaution différentielle 


o(z,y)dx+ (x,y) dy =o 


est la différentielle de F(z, v); on dit habituellement quil est une 
différentielle exacte. 


(') Effectuer une quadrature ou trouver une fonction primitive sont des expres- 
sions qu’on prend dans le méme sens; l’origine de la premiére facon de parler est 
évidente : délerminer une aire (ou trouver le carré équivalent a cette aire) revient, 
comme on l’a vu, a la recherche d’une fonction primitive. 

(2) Une condition nécessaire pour qwil en soit ainsi est que l’on ait identiquement 


en 2, 
4 de _ ay. 


Oy 0a’ 


celte condition est d’ailleurs suffisante, je ne m’arréterai ni alétablir, ni a montrer 
comment, lorsqu’elle est vérifiée, on peut déterminer la fonction F(z, 7). 
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La courbe intégrale qui passe par le point zo, 9’) a évidemment pour 
équation F(x, v7) — F (xo, ¥o) = 0. Cette équation peut aussi bien étre 
regardée comme l’intégrale générale de l’équation proposée, et lon 
peut y regarder l'une des quantités .7y, v7) comme la constante arbi- 
traire, en attribuant a autre une valeur numérique quelconque ('). 

Par exemple |’équation 


BY y= 0, ou xwdy+ydzx=o, 


a pour intégrale générale zy = C. La famille de courbes qui vérifient 
Péquation différentielle est formée d’un faisceau d’hyperboles 
équilateres admettant pour asymptotes les axes coordonnés. 

Le premier membre de l’équation z dy — y dz = on’est pas, comme 
il est aisé de le voir, une diflérentielle exacte; il devient la différen- 


tielle de quand on I’a divisé par x7; Pintégrale générale de Véqua- 
Ha 


tion «dy — y dx = 0 est donnée par l’équation y = Ca, qui repré- 
sente les diverses droites passant par l’origine. 


346. Séparation des variables. — On dit que, dans une équation 
différentuielle du premier ordre, les variables sont séparées lorsqu’on 
peut mettre cette équation sous la forme 


g(a) +y' Vy) =o, 
ou 
o(@)dx+v(y)dy=o0, 


o(x) et b(y) désignant respectivement des fonctions de x seul et 
de y seul : 

Si l’on désigne respecuvement par ®(x) et par W(y) des fonctions 
primitives de o(x) et de 4( v), c’est-a-dire des fonctions dont les 
dérivées, prises par rapport a x et y, soient respectivement o(x) 
et U(y), on sera évidemment dans le cas qu’on a examiné dans le 


(1) Il semble que dans I’équation F(z, vy) — F(x), 7.) = 0, dont on vient de dire 
qwelle était Pintégrale générale de I’équation différentielle, il y ait deux constantes 
avbitraires, 2) el 7%, et non pas seulement une. Mais on voit bien ici que ces deux 
constantes, qui n’entrent que dans la combinaison (a), y,), n’en forment qu’une, a 
savoir cetle combinaison elle-méme. Une observation analogue peut se faire dans le 
cas général. 
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numéro précédent et Pintégrale générale de Péquation proposée sera 
De) Ey) = GC; 


la diflérentielle du premier membre est, en effet, 9(x) dx + (9) dy. 
On écrit souvent cette intégrale sous la forme 


Jf ea)ae+ f¥nar se; 


dans le premier membre, les intégrales ne désignent pas autre chose 


que des foncuons primitives des fonctions o(x), b(y). Cette équation 
peut s’écrire 


(1) ip 


oe ie 


XL 


‘ 
o(x)dxr+ f viy)dy =QG, 
we 


0 £9, ¥) désignent des nombres choisis arbitrairement (pourvu que 
xr 
les intégrales définies aient un sens), puisque, aussi bien, [ o(x) dx 
"A269 


est une fonction de x dont la dérivée est 9(z). Le changement des 
valeurs attribuées a 2», 7) revient a changer la valeur de C, ainsi 
qu’on le voit immédiatement. 

Si lon cherche a déterminer la constante C de maniere que la 
courbe définie par l’équation (1) passe par le point donné x9, 7, on 
trouve de suite C= 0; la courbe cherchée a pour équation 


x ay 
[ eaydes [ YVyray=o. 


Yo 


Cetle derniére équation peut, ainsi que l’équation (1), étre regardée 
comme l’intégrale générale de ’équation différentielle. C’est Pune des 
quantités %), 7» qui joue le rdle de constante arbitraire. 

Si par exemple on yeut chercher les courbes telles que toutes les 
normales passent par un méme point, ‘par l’origine par exemple, on 
trouve de suite l’équation différentielle 2 + yy! = 0; les variables sont 
séparées; la solution générale est 2? + y? = G, c’est-a-dire les cercles 
ayant leur centre au point donné. 


Une équation différentielle étant donnée, on cherchera toujours 
W@abord a séparer les variables, soit directement, soit en faisant quelque 
T. — Il. 38 
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heureux changement de variable. I] n’est pas d’ailleurs toujours pos- 
fe) Pp J 
sible d’y parvenir. 


347. La séparation des variables est immédiate lorsque l'une de 
ces variables x et y manque dans l|’équation différentielle. 

Supposons d’abord que la variable y manque; I’équation est de la 
forme 9(a, y’) = 0; en la résolvant par rapport a y’, on la met sous la 
forme y' = (xz); on est immédiatement ramené aux quadratures; la 
solution générale est 


f= Jf vader. 


Remarquons que toutes les courbes qui appartiennent a la famille 
définie par cette équation se déduisent de l'une quelconque d’entre 
elles par une translation paralléle al’axe des y. C’estce qu’on pouvait 
prévoir sur l’équation o(z, y’) = 0, qui montre que toutes les tan- 
gentes aces courbes en des points situés sur une méme paralléle a 
Paxe des y sont paralléles. Réciproquement les courbes qui peuvent 
se déduire d’une courbe donnée f(x, vy) =o par une translation 
paralléle a axe des y ont évidemment une équation de la forme 
S(a.y + GC) =0; en éliminant C entre cette équation et l’équation 


Sic (®,y + C)+y' fy (ay + C) =o, 


on élimine a la fois y et CG, il reste une équation qui ne contient plus 
que Det ya. 

Supposons maintenant que la variable 2 manque ('); l’équation 
différentielle est de la forme 9(y,7’)= 0; en la résolvant encore 
par rapport ay’ elle prend la forme y/= 4(y), ou 

dy ~ dy 


<= ‘ aon oe ee 
ey) Wee 


Dans la derniére forme, la séparation des variables est effectuée et 


(1) Au fond, les deux cas ne sont pas distincts, comme il apparait immédiatement 
quand on emploie !a notation différentielle et qu’on ne spécifie pas la variable indé- 
pendante. Il n’importe pas que cette variable s’appelle x ou y. 
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or 
Ke) 
Or 


Von voit que la solution générale est donnée par la formule 


ite [ dy == Ge 
eV) 


toutes les courbes de cette famille se déduisent de l'une d’elles par 
une translation paralléle al’axe des x; inversement, une famille de 


courbes qui jouissent de cette propriété donne lieu a une équation 
différentielle ot 2 manque. 


J’ai fait observer que les deux cas n’étaient réellement pas distincts ; 
je vais raisonner sur le second cas, le lecteur verra sans peine 
comment, dans le premier cas, les remarques qui suivent doivent étre 
modifiées. 

Il se peut que la résolution par rapport a y’ de l’équation 
o()',y') =0 présente des difficultés, ou conduise a des formules dont 
la complication cache le moyen d’effectuer les quadratures, et qu’il 
soit au contraire aisé de remplacer |’équation o(y,y’) =o par des 
équations de la forme 


y=Sf(t), "= g(t), 


telles que ensemble des valeurs dey, y’ que lon obtient en faisant 
varier ¢ coincide avec ensemble des valeurs de y, y/ qui satisfont a 
Véquation o(y, y’) =o. Crest ce qui arrive en particulier lorsque, 
regardant pour un instant y et y’ comme les coordonnées d'un point, 
la courbe définie par cette derniére équation est unicursale. 

I] est alors tout naturel de prendre ¢ pour variable indépendante et 
de chercher une fonction h(¢) telle que les deux équations z = h(t), 
y =f (t) définissent une courbe intégrale; il suffit pour cela que la 


S(t) 


pente Way de la tangente a cette courbe soit précisément g(/); c’est- 
u 

a-dire que la fonction inconnue /(¢) est déterminée par l’équation 

différentielle 


fit 


h'(t 


ff C2) =i 
hit =/{ 52 lt + C; 
! g(t). 


la courbe intégrale est définie par les deux équations 


= LO, KG = GK 


SUA) Bc 


— 


on en tire 
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on observe que, sous cette forme, la propriété qu’ont les courbes de la 
famille, de se déduire l’une de l’autre par une translation paralléle a 
Paxe des x, apparait tout aussi clairement. 


Exemples. — Onconsidére la famille de courbes (C) définies par ’équatiom 


yt+C=/2pz, 


ot la constante p reste la méme pour toutes les courbes, oti le paramétre C, 
constant pour une courbe, varie d’une courbe a l’autre : toutes ces courbes 
sont égales et se déduisent l’une de l'autre par des translations paralléles a 
l'axe des vy; chacune d’elles est une branche de parabole, située au-dessus de 
son axe de symétrie; toutes ces paraboles ont leur sommet sur l’axe des y. Par 
chaque point du plan, dont l’abscisse est positive, passe une courbe (C) et 
une seule. 

On demande de trouver une courbe qui soit rencontrée a angle droit, en 
chacun de ses points, par celle des courbes (C) qui passe par ce point: une 
telle courbe est ce qu’on appelle une ¢trajectotre orthogonale des courbes (C). 

Soient x, y les coordonnées d’un point de cette trajectoire; par ce point passe 


une courbe de la famille, dont la pente est (/ 5: la pente de la trajectoire 


orthogonale, en ce méme point, sera — (/ ; cette trajectoire orthogonale 
1U 
sera donc une intégrale de l’équation 
; D0 
Ve = — 
WW 


dont Vintégrale générale est 


2 2 3 
+C'=— 3/221, 
i 3V 2 


en désignant par C’ une constante arbitraire. Gette derniére équation définit 
une famille de courbes que j’appellerai les courbes (C'); chacune d’elles est 
une trajectoire orthogonale des courbes (C) : toutes les courbes (C) qu'elle 
rencontre, elle les rencontre a angle droit. 

Par chaque point du plan, dont Vabscisse est positive, passe une courbe (C’): 
les diverses courbes (C’) qui passent par les différents points d’une courbe (C). 
la rencontrent a angle droit; chaque courbe (C) est une trajectoire orthogo— 
nale des courbes (C’). 

Si lon considérait les paraboles (C,) définies par ’équation 


(y+ C))?= 22, 


et les courbes (C{) définies par l’équation 
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et si l’on désignait sous le nom de branche supérieure pour l'une quel- 

conque de ces courbes la partie qui est située au-dessus de son axe de symé- 

trie, on reconnaitrait sans peine que les branches supérieures des courbes (Cj ) 

sont les trajectoires orthogonales des branches inférieures des paraboles ((, ). 
Si, en général, l’équation différentielle d'une famille de courbes est 


B(G5 PI |) SO» 


Péquation différentielle dune trajectoire orthogonale de ces courbes est 


olay, == ~) = Os 


Inversement, la premicre équation est Péquation différentielle des trajec- 
toires orthogonales des courbes définies par la seconde équation. 


Kn reprenant les notations de l’exercice 342, Chap. XVII, on demande de 
trouver une courbe telle que si, par le point N, on méne une paralléle a l’axe 


des y jusqu’a la tangente en M, la longueur de cette droite soit constante et 
égale a 2a. 


On trouve de suite l’équation différentielle 
2a=yI+y7), 


JE 
— + ly: 


puis, en posant y=(2a—y)??, 


dou 


2al fat 


4 al? 
———; dt, de=zt — 
* I+ ¢ 


7 (pe eye 


Ja substitution ¢ = tangw est tout indiquée par le dénominateur 1+ ¢?; on 
trouve alors 


paps 4atang?u 
~ (1+ tang?u)? 


sin2u 
Ag Gok 2a f (1—cosou) du = G20 (u— mee). 


(1+ tang?u) du =+ fasin?u du; 


7 


in exprimant y au moyen de la méme variable wu, on a 


2a Lang? ; 
= — —— =24as51n2u = a(I— cos2u). 
1-++ tang? u 


En remplacant 2u par ¢ on obtient, pour les équations des courbes cherchées 


x2=C+a(v—sine), y = a(t— cose). 
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Il est inutile de conserver le double signe dans l’expression de a, comme le 
montre immédiatement le changement de ¢ en — ¢, 
La courbe définie par les équations 


xr=a(v—sine), y = a(i— cose) 


est une cyclotde (n° 300); toutes les courbes cherchées se déduisent de celle-la 
par une translation paralléle a axe des x. 


En conservant toujours les mémes notations, on demande de déterminer les 
courbes telles que l’on ait TN = a. 
On trouve de suite Péquation différentielle 
' 
Sa 


Pian eteaie? 


en prenant y'=¢ pour variable indépendante, on reconnait que la courbe 
cherchée est définie par les deux équations 


alt dz a(i— 7) 


Y= ——_ ee 
mors dt” tide 


dont la derniére s’intégre aisément en posant ¢?= uw; on trouve finalement 


Soient M un point d’une courbe, C le centre de courbure correspondant, 
N le point ot la normale rencontre l’axe des x; on demande de déterminer la 


courbe par la conditition que le rapport soit constant et égal a k. 


C 
MN 

En mettant brutalement le probléme en équation on parvient 4 une équation 
différentielle du second ordre; un choix convenable des variables va permettre 
de n’introduire que des équations différentielles du premier ordre, appartenant 
aux types oi manque une variable. 

Reprenons les notations du n° 299; a chaque point M de la courbe corres- 
pondent son abscisse curviligne s (les arcs étant supposés comptés a partir 
d’un point fixe), langle « dont il faut faire tourner l’axe des 2 pour l’amener 
parallélement a la tangente, etc. En prenant pour direction positive sur la 


normale la direction définie par langle « + —, les équivalents algébriques des 
; D 


vecteurs MC, MN seront 
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On devra dunc avoir 


ds cosz 
( () Gh y ate k; 
on a, d’ailleurs, 
(2) dx = ds cos, dy = ds sinx; 


en éliminant ds entre la derniére des équations (2) et l’équation (1), on 
parvient a l’équation différentielle 


dy k sina 95 


y cosa 
les variables sont séparées; on trouve pour l’intégrale générale 
Hi a COS, 


en désignant par @ la constante d’intégration; en remplagant, dans |’équa- 
tion (1), vy par sa valeur on obtient 


ds =ka cos*-\4 
et, en remplacant dans la premiére équation (2), 
dx = — ka cos*a dx, 


dot 2 = C—ka [costa dz; on donnera a l’intégrale définie la limite supé- 
2 


rieure z, et une limite inférieure arbitraire, 0, par exemple; la modification de 
cette limite inférieure revient a changer la valeur de la constante C; toutes 
les courbes cherchées se déduisent de lune d'elles par des translations, ou par 
un déplicement de Vorigine; en sorte qu’on peut dire que les courbes cherchées 
sont définies par les équations 


a 
(3) 2=—ka f cos*z da, y=acoska, 
0 


sans m/’arréter a la distinction, suivant les valeurs de 4, des formes de ces 
diverses courbes, je me contente d’observer que, pour k =1, on a un cercle, 
pour & = 2, une cycloide, .... 

Lorsque & est négatif, il est avantageux de faire le changement de va- 
riables (n° 204) défini par les équations 


I : du 
cos4 = ——, sina = thu, Gkn— 
g chu 
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et de substituer aux équations (3) les équations 


u“ 
xr=—ak fi ch-!-4 wu du, pS GONE is 
er 0 


pour k=—1, on obtient une chainette; pour k =—2 une parabole, etc. 
Lorsque & est un nombre entier impair et positif, ou un entier pair et négatif, 
la courbe est algébrique. 


348. Equations différentielles linéaires. — On appelle éqguation 
différentielle linéaire homogéne du n'*™’ ordre, ou encore équa- 
tion différentielle linéaire sans second membre, une équation du 


type 
(1) Ao yi) + Ayy-U-+...4+ An-iy'’+ Any = 0, 


dans laquelle le second membre est o et dans laquelle le premier 
membre est une forme linéaire (') par rapport a y et a ses dérivées, 
qusqu'as ordre 2,9 yen. 4), 9") les weoeicien tomer. 
A,, ..., Ay de cette forme étant des fonctions données de x. Je me 
bornerai dans ce qui suit a l’étude des équations du premier et du 
second ordres, c’est-a-dire des équations appartenant a l’un ou l’autre 
des types 


Aoy'+ Aly = 0, Aoy + Ary Any = 0; 


mais, avant de m’y arréter, je veux faire les observations suivantes, 
qui sont évidentes sur la forme générale. 

Soit w une fonction de w qui vérifie ?équation (1), c’est-a-dire 
une fonction de « telle qu’en remplacant dans le premier membre de 
cette équation y et ses dérivées par u et les dérivées de uw, le premier 
membre devienne identiquement nul, la fonction Cu, ot C est une 
constante arbitraire, sera, comme uw, une solution de |’équation (1). 

Si uw et v sont des fonctions de x qui yérifient l’équation (1), uw + ¢ 
sera aussi une solution de cette équation; il en sera par conséquent 
de méme de Cu + C’¢, en désignant par C et C’ des constantes arbi- 


(!) Cest-a-dire, conformément aux conventions expliquées au n° 129, un polynome 


homogene et du premier degré. Jai conservé le mot homogéne dans le texte, pour 
éviter toute confusion. 
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traires. Les deux solutions uw et ¢ ne sont pas regardées comme dis- 
tinctes si leur rapport est constant. 

Supposons que W,, Uy, ..., Uy, soient des fonctions de x qui véri- 
fient l’équation (1), la fonction 


Cyu = Cg tlo+.. te Crate 


ot C,, Cy, ..., C, sont des constantes arbitraires, sera aussi une 
solution de cette équation. On démontre que c’est la solution la plus 
générale de Péquation (1) lorsque les fonctions wy, W2, ..., Up sont 
linéairement indépendantes, c’est-a-dire lorsqw’il n’y a pas de nombres 
constants C,, C2, -.., Cy tels que l’on ait identiquement en x 


Cy Uy Cn UD... oH Cn Uy, =O. 


On appelle éguation différentielle linéaire avec second membre 
toute équation du type 


{ 


w 


) Ayyia + A, yi?) a. +t Le ae Any = B, 


ou B est comme Ay, Ay, ..., A, une fonction donnée de z. 

Il est a peine utile de faire observer au lecteur que le fait qu’on a 
fait figurer B dans le second membre n’a aucune importance. 

Supposons que l’on connaisse une solution wv de I’équation diffé- 
rentielle linéaire (2). Si, dans cette équation (2), on remplace y 
par w+ <, en prenant < pour fonction inconnue, il est clair, en tenant 
compte de l’hypothése, que cette équation sera remplacée par |’équa- 
tion sans second membre 


Ay 2 + Ay Lp IW Me, as AG nest Ans —0; 


qui est maintenant linéaire et homogéne en z, 2, 3", ..., 2; dotla 
conclusion suivante : 

La solution générale d’une équation différentielle linéaire avec 
second membre s’obtient en ajoutant a n’importe quelle solution 
particuliére de cette équation la solution générale de ’équation ob- 
tenue en remplacant le second membre par o. 

La recherche d’une solution particuliére de ’équation avee second 
membre peut étre simplifiée par la remarque suivante, qui est évi- 
dente. 
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Si le second membre est la somme de deux quantités B, + B2, on 
obtiendra une solution de l’équation proposée en ajoutant une solu- 
tion de l’équation ot le second membre serait B, et une solution de 
l’équation ot le second membre serait B,. Dans toutes les équations, 
bien entendu, le premier membre est le méme. 


349. L’équation linéaire homogéne du premier ordre peut s’écrire 
q 5 Pp if > 
apres qu’on a divisé par le coefficient de y’, sous la forme 
| | | AA & 


y Hay =0, 


en désignant par @ une fonction donnée de x; en |’écrivant 
8 I ; 


' 


Ae secu 
Ye 


les variables sont séparées, on trouve de suite, pour l’intégrale géné- 
rale, 


Igy + fadr+C=o, 


A Cat a ON Al a 
Be Se Jadx — C'e Jade, 


en désignant par C et C’ des constantes arbitraires dont la seconde 
est liée a la premiére par la relation C/= e~©. Cette forme de |’inté- 
grale générale met bien en évidence ce que l’on a annoncé plus haut. 
La solution la plus générale de équation différentielle linéaire du 
premier ordre sans second membre s’obtient en multipliant par une 
constante arbitraire une solution particuliére, a savoir ici e-4¢4"; on 


i 


pourrait remplacer [oa dx par fo adc, en désignant par 2) un 
3 is 

nombre fixe quelconque, qui peut d’ailleurs jouer le réle de constante 
arbitraire. 


Par exemple, lintégrale générale de ’équation y'a + v=o est 


dx 


= eat = (eal — = 


ou yx=C. L’intégrale générale de l’équation y'+ x” y = 0, lorsque nr 
nest pas égal a — 1, est 
nt 


a Cemizeds 
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Observons que le premier membre de Péquation y’+ ay =o, 
quand on le multiplie par e/¢4", devient, quelle que soit la fonction y, 
la dérivée de ye!@4", puisque la dérivée de e!@4" est aelade ; de la 
résulte une nouvelle démonstration du résultat auquel on vient de 
parvenir; l’équation proposée équivaut a l’équation 


ae (yeladr) — 0, 


d’ot lon déduit, en désignant par C une constante arbitraire, 
yels Gh Ge y= CeNadz, 


Considérons maintenant une équation différentielle linéaire du 
premier ordre avec second membre ('), 


(1) yoay = b, 


ou a, 6 sont des fonctions données de x. 

Un des procédés, pour parvenir a la solution de cette équation, con- 
siste a y remplacer Ja fonction y par le produit de deux fonctions u, °; 
l’équation devient alors, en ordonnant par rapport a v et a sa dérivée, 


(u’+au)o+ue'=b; 


on détermine uw par la condition que le coefficient de ¢ soit nul, c’est- 
a-dire par Péquation u'+ au =o, cette derniére équation, sauf le 
nom de la fonction inconnue, n’est autre que l’équation homogéne 
obtenue en supprimant le second membre de l’équation (1); on en 
tire w= Ae S44", en désignant par 4 une constante. 

Si Pon adopte cette valeur de w, il est clair que le produit wy véri- 
fiera |’équation (1) si lon a we’= Ob et ne la vérifiera que dans ce cas: 
on obtiendra done ¢ par la formule 


p= f cde +, 
all WE 


(1) On dit habituellement : une equation differentielle linéaire du premier 
ordre, sans rien ajouter; il importe de remarquer que le mot linéaire n'est plus 
alors pris avec la signification qu’on lui a donnée au n? 129; il remplace les mots du 
prenier degre. 
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et la solution la plus générale de Péquation (1) sera 


b 
By u( fi gde+ Ik 


C désigne une constante arbitraire. 

Il semble qu’il y ait dans l’expression de y deux constantes arbi- 

; soon A : ; ; b 
traires, C et 4; mais il est clair que ) disparait du produit u f sae; 
les deux constantes n’entrent que par leur combinaison AC; au reste, 
il résulte clairement du raisonnement méme par lequel on est parvenu 
3 : eee ? : aE 
ala solution générale qu’on peut prendre pour wu n’importe quelle 
soluuon de l’équation u'+ au = 0, c’est-a-dire attribuer a i telle 
valeur numérique que l’on veut. Il suffit de faire figurer dans le 
résultat la constante C. 

En résumé, pour avoir la solution la plus générale de |’équation (1), 
on détermine d’abord une solution u de l’équation sans second membre 


et on multiphe cette solution par une fonction primitive de —, aug- 


mentée d’une constante arbitraire. 
On peut écrire 7 sous la forme 


p= e—Sadx ({ beladx dy + c) 5 


Cette derniére forme revient a dire que la dérivée de yef%4" doit 
étre beSe¢x, Crest la, d’ailleurs, une conséquence immédiate de 
Péquation différentielle et de ce que le produit par ef¢47 de y/+ ay 
est, comme on l’a fait observer, la dérivée de yeS¢@. 

On a vu que l’intégrale générale de l’équation (1) peut s’écrire sous 
la forme j’ = CP + Q, en désignant par C la constante arbitraire et 
en posant 


P = e~4 dx, Q= esa ef beladx aa: 


inversement toutes les fonctions de la forme CP + Q, satisfont, quel 
que soit C, a l’équation différentielle linéaire du premier ordre 


ED hoe OQ 


Videntificaion de cette équation avec léquation 7/+ ay = b, four- 
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nira au lecteur un moyen de retrouver Vexpression de lintégrale 
générale. 


Si a et } sont des constantes, l’intégrale générale est 


i ony [ bea da+ c) = = + Ce-az; 


: b ae ; c 
observons que la solution = est évidente; conformément a une obser- 


vation antérieure, on obtient la solution générale en ajoutant a cette 
solution particuliére lintégrale générale de l’équation sans second 
membre y’/+ ay =o. 


350. Dans tout ce qui précéde, on a supposé implicitement que la variable, 
les fonctions données ou inconnues étaient réelles; mais, en supposant toujours 
essentiellement que la variable 2 soit réelle, il convient, pour ce qui su‘t, 
d’observer que le résultat qu’on vient d’obtenir, relatif a Pintégrale générale 
de Péquation y’+ ay = 6, subsiste lorsque a et & sont des constantes imagi- 
naires; la fonction y la plus générale de la forme P + Qi, ot P, Q sont des 
fonctions réelles de Ja variable réelle x, qui satisfasse a cette équation est tou- 
jours donnée par la formule 


ou C'est maintenant une constante réelle ou imaginaire, et ot lexponen- 
tielle e—2” a la signification qui a été précisée au n° 239; cela résulte de ce que, 
quelle que soit la fonction y, la dérivée par rapport a w@ de ye* est 


etn (y'+ ay); 


si l’on veut que la fonction y’'+ ay soit égale a 6, il faut done que l'on ait 


d az) — hetx— d b LL 
Ree ee a ee a 


Py b , 
et que, par conséquent, la différence entre ye** et ao soit une constante, 


qui peut d’ailleurs étre imaginaire; c’est le résultat annoncé, 

Par exemple, on voit, dans le cas od % est nul et ot lon suppose a = a+ (4, 
que la solution la plus générale de léquation y’+ (%-+ $¢)y est donnée par 
la formule 


y=(At+ Bi) (cos8a — isin@x)e-*. 
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Cela revient a dire que les fonctions réelles 


P = (AcosBx + B sinBx) e—%, 
Q=(BecosBxe —A sinBx)e-%, 


ot A, B désignent des constantes, constituent la solution la plus générale des 
équations différentielles simultanées 


P’+4P—6Q =o, Q’+ 6P+-4Q=0, 


oti tout est suppose réel. 


351. Exemples. — Cherchons les courbes telles que la tangente rencontre 
Vaxe des y en un point fixe d’ordonnée égale a a. On trouve de suite l’équa- 
tion différentielle y— y’x =a, ou 


On apercoit de suite la solution particuliere y = @; la solution générale de 
Péquation sans second membre est y= Ca; l’intégrale générale est y= Ca+a. 


Soit a intégrer l’équation 
(1) Y= ee) Say S15 


Vintégrale de l’équation sans second membre est 


ee A ; 
elle est susceptible de deux formes distinctes, dont l’une ———— convient 
i ae 


pour | z2|<1, dont l'autre convient pour # >1 (1). 


h 
Vx? —I 

Elles vont conduire a deux formes de la solution générale, dont l'une 
conviendra dans le premier cas, l’autre dans le second. Quant a la constante A, 
on peut dans l’un ou l’autre cas lui donner la valeur 1. 

Dans le premier cas, que je considérerai spécialement, la solution générale 
sera donnée par la formule 


T [— x2 are sine (e 
| Ve dx + c| — oe : 


Vi—2 een VYi— 2x? Ji_ es 


(1) On passerait de l’une a V’autre par le changement de A en ¢A; voir la note 
du n° 343. 
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elle serait donnée, dans le second cas, par la formule 


ey 


Cherchons a déterminer les coefficients ap, @, ..., @n, ... de la série 


Ap + AL +...-+ 4,27". 


supposée convergente, de maniére que la somme de cette série vérifie l’équa- 
tion proposce. 
On écrira que le terme constant est égal a1 et que les coefficients des diffé- 

rentes puissances de 2 dans expression 
(1 — @?) (Ay + 20.0 +... NAB"! +... .)— F(ay + a, T+... + an r"+...) 
sont nuls; on trouve ainsi 

a—i. 2A_y— ay) = 0, 3a3—2a,=0, 
et, en général, 

Nan — (M—1)Aan-2= 0 (i Dy Wh ose) 


Les équations 


(272 +1) Aon+) = 2N Agn-1 


déterminent successivement les coefficients 4 indice impair; on trouve, en 
multipliant membre 4 membre, 


Dra oD [ 
1.3.5...(2n—1t) an+I 


Gani = 


Les équations 


2N Agn = (2N —1)Aean-2 


déterminent les coefficients d’indice pair en fonction de ao; on trouve comme 

tout a l’heure 

1.3.5...(2m—1) 

a SS SSS 
a DE Os ast) 
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On en conclut que l’équation proposée est vérifiée par l’expression 
SI(@) a a§(z), 


en désignant par @ une constante arbitraire, et en posant 


BD Gi 2.4 x? Dane Oen Dre gent 
= = Sr oOSr = eco eS 
I _) 5...(2N —1) an +E 4 


fia) = 24 


_ 
(SS) 


= 
w 
[ow] 


do Doon l= {})) 5 
uA: 


I 2 
Pea en) aes ca Sis 


w~ 
~ 
Nw 
a 
co 
. 
“ 
~ 
= 


On reconnait de suite que ces deux séries sont convergentes a lintérieur de 
Vintervalle (—1,1). En vertu méme du calcul que Von a fait, toute série 
entiére en x qui vérifie l’équation proposée peut se mettre sous la forme 
J(@)+ a 8(2). 

Leintégrale générale de cette équation, en supposant |a|<1, est 


arc sina G 
1 
T 


——— —— » 
Vi — a i (ene 


elle se réduit a C pour «= 0; Vintégrale f(x) + ayg(x) se réduit a a. On 
en conclut, puisqu’il n’y a qu'une seule solution de léquation (1) qui prenne 
une valeur donnée pour une valeur donnée de la variable, que les deux 
fonctions 


arc sina 6 


ee 
Vi— 2? Vi — 2? 


» fla) og@) 


sont identiques; ceci devant avoir lieu quel que soit C, ona certainement 


arc sing 1 
#2) = ——> o(2) = —=--; 
J(2) he (x) Feaeer 


la seconde formule nous était déja connue; la premiére nous fournit un déve- 


: are sing ae: ‘ : ; : 
loppement simple de ———— en série entiére, développement que l’on savait 


{— 2? 
davance exister, puisqu’on peut lobtenir en multipliant les deux séries qui 


représentent arc sing et » séries que l’on sait étre conyergentes a 


I 
Vi— x? 
Vintérieur de lVintervalle (—1, 1). 

Le résultat que l’on vient d’obtenir a été présenté comme une conséquence 
de Vintégration de l’équation (1). Si lon s’était proposé, a priort, de chercher 
la forme du développement de la fonction 


arc sine 


a age a 


vi — 1? 
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il aurait été naturel de chercher quelque relation simple entre la variable, 
cette fonction et sa dérivée (ou ses dérivées). Cette relation s’obtient de suite 
en prenant les dérivées des deux membres de l’égalité précédente, écrite sous 
la forme 

y Vi— 2 = arcsine, 


et Yon retombe immédiatement sur l’équation (tr). Il est d’ailleurs inutile ici, 
pour la suite, d’intégrer |’équation (1). On sait que le développement est pos- 
sible; on reconnait aisément qu’il ne doit contenir que des termes du degré 
impair et qu’il est, par conséquent, de la forme 


h, 0+ a3 HF + ...+ Many, D241... 


Les coefficients 4, %3, ..., %en+1, -.. se déterminent comme on Il’a expliqué. 

On est tombé ici sur une équation linéaire, avec second membre, du pre- 
mier ordre, particuliérement simple. Je signale une autre application du méme 
procédé qui va nous servir a déterminer, au moyen d'une équation différen— 
tielle, les coefficients, non plus d’une série, mais bien d’un polynome; la ques- 
tion est de la méme nature; un polynome en @& peut étre regardé comme une 
série entiére en x, dont tous les coefficients sont nuls, a partir d’un certain 
rang. 

On a vu au n° 109 que la fonction y = cos(narc cos), qui s’obtient en 
remplacant cosa par x dans l’expression de cosna, était un polynome en x 
du degré n, dans lequel le coefficient de x” était 2”—! et dont tous les termes. 
sont de méme parité. 

On a, par un calcul facile, 


dy n : 
—— = —— sin(narc cosz) 
dz 1 — x 
et 
d —— dy n? n? y 
EN ees : g °c cos”) = — ———- 
rate @ 7) gras OSL) =e 


On yoit que la fonction y vérifie Péquation différentielle 


——.d ——. dy res 
yiee (viz ora + ny=o, 
ou encore 


A Bt et aah ee, 
(2) (1a) 2 a 4 nity = 0; 


nous tombons ici sur une équation linéaire homogéne du second ordre. On 
sait qu’il existe un polynome de la forme 


Aga? =f A, ar-2-+, 6 ae LN yg IDS oa 
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qui vérifie cette équation; on substituera le polynome dans l’équation (2) et 
l’on écrira que les coefficients des différentes puissances de x sont nuls : on 
obtient ainsi une relation entre deux coefficients consécutifs du polynome, 


= (tap t+ (r—2pt 2) 4 ; 
ase 4p(n—Pp) es 


d’ot l’on déduit sans peine 


(rn —2pt+i)\(n—»2p+2)(n—2p+3)...n 


Ppl) ep pee Le (Oe 


0> 


ou, en supposant p >1 et en remplacant Ao par 2”~1, 


Cosa iy ies sO Mahe emi Soot ee a2) eee 
Dd ap 


On peut done écrire 


n—3 


2 1 
— cos(marccosz ) = pi (22)? — (247 )P—2 + (Dap eo oe 
n 


(n—2p+1)(m—2p+2)...(m—p—lt) ( 


2x0)"—2P+-.... 
DGS) Soy 


SEA 


Il convient de remarquer que les deux premiers termes n’obéissent pas a la 


: Flee? ; n 
loi du terme général : dans ce terme, p doit prendre les valeurs 2, 3, ..., - 
2. 

: n—t 
Sle7vrest palsy les) valeunsioses, Melee 


si n est impair. Le dernier terme est 


n (De! 

- 2. _ —_— 
(— att dans le premier cas et (—1) ? 22 dans le second (!). 
vf 


352. Une équation différentielle linéaire (homogéne) du second 
ordre peut s’écrire 


Py 77 = 0, 


en désignant par p et g des fonctions données de z. 

Considérons le cas ott ces fonctions se réduisent a des constantes 
réelles et cherchons si l’équation admet des solutions de la forme e”*, 
en désignant par 7 une constante. Le premier membre de |’équation, 
quand on y remplace y par e””, devient e’* (7? + pr + q); il sera iden- 
tiquement nul (e”” sera une solution) si 7 est une racine de l’équation 


(Oo) Opa IBS So alo SE itl: 
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du second degré 


Ps SOP AEG) = OS 


supposons que cette équation ait deux racines réelles et distinctes 7, 
et 72; on trouve ainsi deux solutions e”:%, e”:% dont le rapport n’est 
pas constant; il en résulte que 


Y= Cyeney Cy el” 


est une solution de l’équation proposée, si C, et C, désignent des con- 
stantes : si on admettait la proposition générale énoncée au n° 348, 
on serait assuré que c’est 1a la solution générale : c’est ce que l’on éta- 
blira d’ailleurs dans un instant. 

Si les deux racines sont distinctes, mais imaginaires, le calcul pré- 
cédent conserve une signification. On sait ce que signifie l’expres- 
sion e’* quand 7 est imaginaire et x réel, ce que sont ses dérivées 
Le aie. on est encore certain, que. és”, 612. Ou 7, €t 7a sont des 
nombres imaginaires conjugués « + 67, 2 — Bz, sont des solutions de 
Péquation différentielle. Les fonctions 


ex = etx (cosBa +isinbxr), 


ert = etX(cosha — isin Bx) 


sont imaginaires conjuguées. La fonction C,e"*+ Cy, e” est tou- 
jours une solution de l’équation proposée; elle sera réelle si lon 
pose 

C;=a-+ bi, Co= a — bit, 


a et b étant des nombres réels; on a alors 
C,en*+ Cye*= (a+ bt) (cosBa + isinBar)et 
+ (a — bi) (cosbBa —isin Bar) ex 
= (2acosBa — 2b sinBr)e%x; 
il suit de la que les fonctions réelles 


et cosha, et sin Bar 


satisfont a l’équation différentielle. C’est ce que le lecteur n’aura au- 
cune peine a verifier, L’intégrale générale, en admettant toujours la 
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méme proposition, est 
A e% cosha + Be%* sinBar 


en désignant par A et B des constantes réelles quelconques. 
On peut lécrire 


Re%® sin 8(a — kh) 


en désignant par R et & de nouvelles constantes arbitraires liées aux 
premiéres par les relations 


A =—Rsin8f, B= KcosBk. 


On peut supposer R > o. 

On observera les différences de nature entre les fonctions que lon 
trouve comme solutions de l’équation différentielle. Une fonction de la 
forme C, e:* + Cy, e:* ot C,, Cz, 74, 72 sont des quantités réelles ne 
sannule pour aucune valeur de x si les constantes C,, Cy sont de 
méme signe, elle s’annule et change de signe pour une valeur de z, 
et une seule, si C, et Cy sont de signes contraires. L’influence du signe 
de 74, rz se fait sentir sur la facon dont se comporte la fonction pour 
(esas o, pour ®=-+ @% par exemple : en supposant 72 > 7, on peut 
écrire 

VY = ea t[ Cyelr—)* +. Cy]; 


quand a devient trés grand, la quantité entre crochets tend vers Cy; 
si ry, est positif, y deviendra infini en valeur absolue et du signe 
de Cy; si ry est négatif, y tendra vers zéro; il s’approchera de Cy si 72 
est nul. 

Les fonctions de la forme y = Re** sinB(« —k) se comportent 
tout autrement, elles s’annulent et changent de signe pour toutes les 
valeurs de x de la forme x = k + nz, n étant un enter quelconque. 
La courbe sinueuse qui les représente rencontre l’axe des x en une 
infinité de points équidistants; si « est positif, e*” tend vers +o en 
méme temps que xz (et beaucoup plus rapidement). Il est clair que 
pour 


x , 
NC (BIN) = (7m entier) 


wy a des valeurs trés grandes en valeur absolue, positives ou négatives 
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suivant que 7 est pair ou impair, de plus en plus grandes 4 mesure 
que n devient plus grand. Les précédentes valeurs de x ne sont pas 
Wailleurs celles qui correspondent aux maxima el aux minima de y; 
celles-ci sont données par l’équation 


(2 
rang @(a —k)=--°«. 
a 


Au contraire, quand «@ est négatif et que x tend vers + %, la courbe 
se rapproche rapidement de l’axe des x. 

Lorsque les deux racines de l’équation r?-+ pr + g = 0 sontégales, 
la marche précédente ne fournit qu'une solution de |’équation diffé- 
rentielle; il faut en chercher une seconde; on y parvient par une mé- 
thode qui va nous fournir en méme temps la démonstration de ce que, 
dans les autres cas, ona bien, en effet, obtenu la solution générale 
de Péquation. 

Si, dans Vexpression y’+ py'+qy, on remplace y par le pro- 
duit ue de deux fonctions quelconques de x, cette expression, en 
ordonnant par rapport a ¢ et a ses dérivées, devient 


uy" + (2u'+ pu)’ +e(u"+ pu'+ qu) ("). 


Supposons maintenant que w soit de la forme e”, 7 étant une con- 
stante, et que p et g soient des constantes, l’expression précédente 
deyiendra 


erx[o" + (2r+ p)e'+(7?+ pr+q)e]). 


Ul est clair que, si l'on se donne 7, la solution la plus générale de 
’équation proposée s’obtiendra en multipliant par e”” la solution la 
plus générale de Péquation 


"4+ (2ar+p)'+ (r+ pr+q)e =0, 


dans laquelle on observera que le coefficient 27 + p de o’ est la dé- 
rivée par rapport a 7 du coefficient r?-++ pr-+q de ev. En prenant 


(1) Ce calcul s’applique lors méme que p et g sont des fonctions de x; le lecteur 
en conclura sans peine que, lorsque Von connait une solution d’une équation diffc- 
rentielle linéaire homogéne du second ordre, sa résolution compléte se rameéne a une 
quadrature et a l’intégration d’une équation linéaire du premier ordre. 
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pour s une racine 7, de r?-++- pr+q, Véquation précédente devient 
p+ (27, +p) =o. 


C’est la, si l’on regarde ¢’ comme la fonction inconnue, une équation 
linéaire homogéne du premier ordre, a coefficients constants. 


On en ure 
y= Ce-2r+p)x, 


el, par suite, 
= CG, ae Cy e-@r+p)x 


en désignant par C, C,, Cy des constantes; on en conclut que la solu- 
tion la plus générale de Péquation proposée est 


He = vent = C, ene Cy ert p)& = Gi; emcee Cy er, 


en désignant par 7, laseconde racine de ’équation 7? + pr+q=0: 
ces résultats sont valables lors méme que les racines 7, 72 sont 1ma- 
ginaires conjuguées; mais il faut prendre alors, pour les constantes Cy 
et C,, des nombres imaginaires conjugués, si l’on veut avoir pour y 
une fonction réelle. On retrouve donc ainsi, complétement démon- 
trés, les résultats annoncés plus haut. 

Il reste a examiner le cas ot les racines du trinome r? + pr + q 
sont égales; l’équauion en ¢ se réduit alors a ¢”= 0, d’ot lon déduit 
p= C, » = Ca + C’ en désignant par C et C’ des constantes; |’inté- 
grale générale de l’équation proposée est alors 


wily 


y=(Ga+Clje 2” 


. 


Dans tous les cas, les constantes sont déterminées si lon se donne 
pour une valeur de x, la valeur de y et de sa dérivée, un point de la 
courbe intégrale et la tangente en ce point. 


353. Considérons maintenant une équation différentielle linéaire 
du second ordre avec second membre 


Weems ae Cpe as IN 


ol Je suppose encore que p et g soient des constantes. La méthode 
précédente fournit un moyen de ramener Pintégration de cette équa- 
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tion aux quadratures quelle que soit la fonction donnée de x qui 
figure dans le second membre; en effet, en substituant dans cette 
équation e”*¢ a la place de y et en supposant que 7° soit une racine de 
Péquation 7?+ pr +g = 0, on trouye, aprés avoir divisé par e”™, 


e+ (o9r+p)e'= Aere; 


c’est une équation linéaire du premier ordre, si l’on regarde ¢’ comme 
la fonction inconnue; on en déduit 9’, puis ¢, par des quadratures ; 
cette méthode s’applique en particulier quand 7 est une racine 


double. 

Dans le cas ot A est un polynome en x, ou une somme d’exponen- 
tielles, il vaut mieux, le plus souvent, chercher une solution particu- 
liére de l’équation 


y - py ~gy =A, 


puis ajouter a cette solution particuliere la solution générale de 
l’équation sans second membre. 


: A . 
Si A est une constante, 7 sera une solution. 
fi 


Si 


A = Ajav"+ Ayxr-i+...+ Agv?%+...+ A, 
est un polynome de degré n, on cherchera une solution de la-forme 
YE SS LY BO SR OGD IS oa CY GORI oO a OM 6 


en substituant et en égalant dans les deux membres les coefficients 
d’une méme puissance de z, on formera n+ 1 équations du premier 


degré 
GX = Ay, 


Ga, + pnay= Aj, 


Gay t (N—4+1)pag1~+ (nN —4+ 2)(N— 4+ 1)Ay-9= Ag, 


qui permettront de déterminer sans ambiguité les coefficients ay, 
Gi Oy eis, ns lorsque. ¢ test pas nile 

Sig était nul, on serait ramené a une équation du premier ordre en 
prenant y’ pour inconnue; au reste, laméme méthode s’appliquerait, 
en prenant un polynome du (n-+-1)'*™* degré pour y au leu de 
prendre un polynome du rn”. 
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Dans le cas ot A est une exponentielle de la forme ae””, a el m 
étant des constantes, on cherchera une solution de la forme y= he”* ; 
on satisfera a |’équation en prenant 


a 


= Pk, 
OP = VM. == GF 


sim?+pm-+q nest pas nul; si m?-+ pm + q est nul on cherchera 
une solution de la méme forme mais ot A soil du premier ou du second 
degré suivant que 2m + p n’est pas nul ou est nul; on trouvera sans 
peine, suivant les cas, que 


Ax eMhx AXL2~ECME 
ne pater i, See 
2m — p 2 


sont des solutions. 

Lorsque A est de la forme Be™*”, ot B est un polynome en 2, on 
posera dans |’équation proposée y = ve””, on la raménera a une 
équation linéaire ot le second membre est un polynome, équation 
que lon traitera comme il a été expliqué. 

Une remarque que l’on a faite pour une équation linéaire d’ordre 
quelconque montre que lon saura, en ajoutant des solutions obtenues 
par les méthodes précédentes, trouver, dans le cas ot. A est la somme 
de polynomes et de termes exponentiels de la forme Be””, une solu- 
tion particuliere de l’équation avec second membre. Le cas ot l’on 
aurait, en outre, des termes de la forme Bsinmax, Bcosmz, 
Bsin(ma + n) rentre dans celui que Pon vient d’examiner, puisque 
le sinus et le cosinus peuvent étre remplacés par des combinaisons 
@exponentielles imaginaires; la méthode précédente permettra, en 
ajoulant des solutions qui soient des imaginaires conjuguées, de par- 
venir 4 une solution réelle, que lon peut d’ailleurs trouver directe- 
ment par des procédés analogues a ceux que l’on vient de décrire. 


L’équation 
y+ ay =o 
ou @ est une constante réelle, admet pour intégrale générale 
y=Acosax+ Bsinaxy =Rsina(# — x); 


ot A, B, R, zp sont des constantes arbitraires; on peut déterminer ces con- 
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stantes par la condition que, pour une valeur donnée de 2, y ety’ prennent 
des valeurs données (1), 


‘3 ’ 
Si Yon veut, par exemple, que, pour # = %o, y soit nul et y’ égal a t, on 


ee a ; 
prendra y = q sin a(x — x). L’équation 


> ay =o 


a pour solution générale 
y = Ace*z+ Be-2= A’ chaz + B'shaz, 


en désignant par A, B, A’, B’ des constantes arbitraires. Suivant que A, B 
sont, ou non, de méme signe, y peut se mettre sous l’une des formes 


Rcha(#w#—2%), Rsha(x—x) 


ou R et zp sont des constantes : ces expressions vérifient l’équation différen- 
tielle, quelles que soient R et x». 
Considérons l’équation 


yy = 3e2r+ wer — sine. 


Liintégrale générale sobtiendra en ajoutant a Ae*+ Be-*, ot A et B sont 
des constantes arbitraires, les solutions particuliéres des équations dont les 
seconds membres sont 3e2”, z2e*, — sing. Pour la premiére, on trouve e?*; 
pour la seconde, on commence par poser vy = ve~ et l’on forme l’équation en ¢ 
e+ 29’ = x? qui admet pour solution 


203— 377+ 32 
ee : 
12 


on pourra écrire la troisiéme sous la forme 


fener Ye ee BS ip ae Sei 
ee DE 20 


et déterminer des solutions particuliéres des équations 


ipl I 
wu 2g ff — —xXU 
SS SS j Sane 
om ss a ee 5 ia BS ee ’ 
: j at argo I - 
on trouvera les deux solutions conjuguées yn ee dont la somme 
4 { 


(1) Cette observation s'applique a toutes les équations du second ordre : cela est 
évident quand il s’agit d’équations linéaires a coefficients constants, ayec ou sans 
second membre. En d’autres termes, la courbe que définit l’équation est déterminée 
quand on se donne un point de cette courbe et la tangente en ce point. 
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Ljers ; ; ; : : 
est — sin; on arrive au méme résultat en cherchant directement une solution 
2 


de léquation y’— y =—sinzv, qui soit de la forme asinr, @ étant une 
constante,. 
On aura finalement pour l’intégrale générale de l’équation proposée 


203>—32°7+32 i 
y = Aex+ Be-*+ 2% 4 ex + - sing. 
12 2 


Considérons encore l’équation 
P= 2) Hy = 4 nae, 


Vintégrale de l’équation sans second membre est e*(Axv +B), en désignant 
par A et B des constantes : on remplacera le second membre par 


3 Sing — sins @ 


pour le ramener a l'un des types précédents et l’on cherchera des solutions 
particuliéres des équations dont les seconds m2mbres sont 3sinv, —sin3x; 
pour la seconde, par exemple, on cherchera une solution de la forme 


asin3a2-+bcos32; 
le premier membre, en y remplacant y par cette expression, deviendra 
sin3“(—8a+6b)+cos3a7(—8b— 6a), 
et lon déterminera les constantes a@ et 6 par les équations 
—8a+6b=—1, —8b—6ba=0, 


dou lon tire 
G— 0F08R b =— 0,06. 


Ca obtiendra finalement pour Vintégrale générale 
y =ert(Axv+B)+1,5 cosx + 0,08 sin3 az — 0,06 cos3a. 
354. Je terminerai en donnant un exemple de la recherche d’une 


série dont la somme vérifie une équation différentielle linéaire du 
second ordre, a savoir l’équation 


(1) (B= 2) y |e Ae B=) 2 y= a8 yo, 


ot. %, 8, y sont des nombres quelconques dont le dernier toutefois 
n’est pas un entier nul ou négatif. 
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Cherchons a vérifier cette équation par une série entiére en 2, 
a coefficients indéterminés a, a), ..., @,, »..; on remplacera respec- 
ap « = , f yl _ 
tivement dans le premier membre y, y’, y” pat 


ayo+ CA ee An we --..., 
Aj 24,0 +... WA, 01 --.., 


2Ag+2.3A3% +...+(N—I)Nanvr?+.,...; 


on ordonnera par rapport a x et l’on écrira que le résultat est identi- 
quement nul; on trouvera ainsi, en égalant a o le coefficient de x”, la 


relation 
(n+2)(n+ $) 


a ee 
n+l nA (neey) 
Wot lon déduit 


a(ati)...(a+n)8(8+1)...(6+n) 
e226 sh = SAGES =o oolGParm 2), 


Qn+1 = 0 


En appliquant larégle relative au rapport d’un terme au précédent 


on reconnait sans peine que la série 


a8 a(%+1)8(8+1) a 
r+ — x + ——_+*"—_ 7? 
Poy 1.2¥(Y +1) 
a(a+1)...(a+n—1)0\8+1)...(8 +n—1) 
ia 
1.2... Y(Y 1). (Y FNL) 


est conyergente a |’intérieur de l’intervalle (— 1, 1), divergente a l’ex- 
térieur; je laisse de cdté ce quiconcerne les valeurs 1. On désigne 
cette série sous le nom de série hypergéométrique et sa somme, qui 
est une fonction continue de x pour toute valeur de x intérieure a 
Vintervalle (—1, 1), par la notation F(a, 6, y, x). L’équation (1) 
admet donc comme solution la fonction a) F(a, 6, y, 7), en désignant 
par @ une constante arbitraire ; elle n’admet pas d’autre solution qui 
soit développable en série procédant suivant les puissances entiéres 
et positives de x. 

Le calcul de a, revient au calcul de la yaleur, pour 2 =o, de la 
dérivée n'’™? de y. En égalant a o la dérivée n'™? du premier membre 


de l’équation (1), on trouve de suite la relation 


(x2?— 27) yr@D4[(a+-8t+an+i)r—y—njyeM+(z+tnyB+nayy”=o, 
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entre trois dérivées consécutives y), yt), y(n+2): en faisant = 0 
dans cette relauon, la dérivée (r+ 2)'™? disparait et Pon trouve, 
entre les valeurs y("*" ety” des dérivées pour z = 0, la relation 


(y+) y= (a+ n)(B +n) 7? 


qui équivaut a la relation trouvée plus haut entre a4; el dp. 

On est ici dans un cas trés particulier; pour 7 = 0, toutes les déri- 
vées @une fonction y qui vérifie l’équation (1) sont déterminées par 
les valeurs que cette fonction prend pour 2 = 0; il en serait de méme 
pour # = 1, tandis que, pourt oute autre valeur 2 = a, toutes les déri- 
vées s’exprimeraient au moyen des valeurs que prennent, pour 7 = a, 
les fonctions y et y’, en sorte que le développement (en supposant qu'il 
soit légitime) suivant les puissances de 2 —a dépendrait des deux 
valeurs pour z =a dey et dey’, qui joueraient le rdéle de constantes 
arbitraires. 

I ne faut pas conclure du calcul précédent qu'il n’y a pas d’autres 
foncuons a vérifier l’équation (1) que la fonction ay F(a, 8, y; x), 
mais seulement qu’il n’y a pas d’autre fonction que celle-la qui satis- 
fasse a l’équation et qui soit développable en série entiére en 2. 

La fonction F(a, & y, z) jouit d’un trés grand nombre de pro- 
priétés, parmi lesquelles je me contente d’indiquer les suivantes : 

Elle se réduit 4 un polynome quand « ou % est un nombre entier 
négatif. 


Ona 


ad" F(a, By, 2)  a(a-+1)...(a-+n—1)8(6 +1)...(8 + 2—1) F(a 


1 Q 
: TC Oe Nestea 
dan Vy i)... (yrn—1) cour 


(i+ a)"=F(—a, 1, 1, == ti) 


W(t 5 G2) SS Alii, Ti De, = GO) 
I+ @ I 3 

lg = 327K ery. Viency Gee 5) 
ee We 2 2 
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EXERCICES. 


358. Effectuer les intégrations indiquées ci-dessous (!) 


[iste ober [2 lex dz, i dx, ip ae ; 
5 @ oft oh ol) ae lla 
: dx 
f= leva da, ——— 


») 
xv lgtax 
ire tang.v 
he a) (arc tangx)” da, a dx, 
3 ye 
(are sinw)* dx ‘ 


———— / (tanga + tang’a) dr, 
Vi— x © 
[Wa+ Ve) ae, 
qe arcsinae ax, f= arc lang x, 
i see [VVe=1 de, [ 
Viart+2ba+cp 


: Lo 1) dn 
J (22+ hae +5)2” fea l-+- @ + x7)? 
dx dx ° abit dx 
it sha’ J ae’ tha’ ai sha — sha’ 


dx ip dx dx 
ot ee ce al 


, Se eA 
tha —tha 1+ cosa coszx 


359. Calculer avec deux chiffres significatifs exacts les intégrales définies 


TT wT 
3 a2 O70 here 
a dx | dx i sin?z + 3 costa 
SSS a a ea a ae Sey Dia? ax, 
2 COS +2 sin)? sta + 3 sin? 
ela 2c0s7- J, (i 2's 7) oq COS? X + 3 Sin? w 
3 
3 ee. 
iF {+ Vite dx 
ey a Ee LD NO 
hh /22—1 lage tence) 
7 
a1 ™ 
( F # ( Dey. ; = Z =): owes 
zy (/1— 2? —a— 8a)” da, pout d= Tt — 2, CP cae a 
0 
0,1 


fp , 
0 


(1) Dans tous les exercices de ce Chapitr 


12 — O27 + ax? 
ex — aE TSO 
Eaea cere 
a 


e n désignera un nombre naturel. 
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360. Que devient lintégrale 


cena 
quand on y fait la substitution définie par l’équation 


L—a D2 


sin?t cost 


‘Que deviennent les intégrales 


Our dr 
of 
= aan at (GBISE 1) Wee 
quand on y fait respectivement les substitutions 


2a Cost, Ga Sint. SOON 
361. Evaluer les intégrales 


1 
dr 


f dx e da, i 
_———— 7 ee a 
ts (2? +1) ft— i (2+ 1)fx2+ 4 ; (a?-+ 1) (4a? 1 


if Ale 
3 (e+ 2) fer 


362. Calculer la partie entiére de la racine de l’équation 


es 
YE Var+1 dx = 10%. 
0 


363. 1° Si Pon pose (') 


y=anr+2ba+e, DS == 00 — (, 
da 
OP ay erieah 
on a (?) 
ax+b 
INOIp~— (2N —1)a),_-; = ——— - 
alt 
= 
(1) Dans les exercicrs 364, 365 y et 6 conserveront la méme signification. 
(?) Sur la résolution des équations de cette forme, voir Exercice 160. 
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En déduire 


andy” » mF 2n—1 a (2n—1)(2n—3) @ sie 
az+b” 2n—2 6 (2n—2)(2n—4) Se 
(ee a ‘ pe 5 Sy De! r 
(2r—t1)(27n 2) Neo alae oe UNE Ge 
(2m—2)(2nN—4)...(2an—2r) or 
(2n —1)(2nm—3)...3 art 
lanes 
(20 —3)( are — 4). ..% On! 
(2r—1)(2n —3)...1 a” 
Dip =o) pee gee) 
ot l’on suppose 
dx 
LSS eral 
ye 


Etablir les formules analogues qui suivent, pour lesquelles la signification 
de dp» est donnée chayue fois; en déduire chaque fois l’expression explicite 


de 5,. Dans quels cas l’expression de 5, est-elle algébrique? 


‘ az 
2° art In+1’ 
2 
. de 


ey; 
Oly a Crea eer 
y? 
7 2@n—1 
Bue d 
3° elle > de, So= fF 
vy 


i 


2NASp—(2N—3)O9n-1=(Aax+b)y ? 


Sua f (awry V7 de, So= f Vy az, 


4 
2 
(N+ 2)dpr (MW —1)0 dn» = (a+ b)r-ly?, 
5° Se ae, a= [F 
vy 
NIn+(N—1)09,-2= (au + br! Vy. 
fs 1 
6° Se 2 | Petar 
(ax+ b)r Vy 


ete: 


(2—1)b6dn+(N — 2) Ip 2 = (ax + bye 
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364. Démontrer que, sip est différent de 1, on a 


"(ax + b)p-2 I (ax + b)r-! 
ia . 
p+i (9 > = 
— OP) —w)iG E- 


ev ae Vie 


365. Si aé est positif, on a 


if dx net! 1g| SE a 
(ax +b)V/y Vad = ax+b 


a |(ax+b)a 
= lg ie 
Vad Vaya a® 
kn supposant & choisi de maniére que y soit positif, la quantité entre deux 


barres est du méme signe que a et 6. 
Si aé est négatif, on a 


{ da _ = — Sena se » aresin( yo ) 
(ax+b)Vy V—ao az -+ b 


366. Montrer que lon a 


BL ea etd 
sin 
dx Sy 2 
aes | eee oe 
J cose—cosa sina °| , x—a 
sin 
2 
. 2a 
sin 
fi dx te 
J smz—sina cosa La-a 
cos ————= 


Pour Vune ou lautre intégrale, si @ varie dans un intervalle ot le dénomi- 
nateur ne s’annule pas, la quantité entre les deux barres ne s’annule pas et ne 
devient pas infinie. 

Que devient la premiére formule quand on fait tendre @ vers 0? 


367. Montrer, en désignant par 9(a#) Pune ou i’autre des fonctions sing, 
cosx, que, si l'on pose 


dx 
y= a SEESSTE 
fi [p(x) — 9(a)]” 


ona 


oe 
9'2(a)Jo= Een) a eae ae 
: u o(x2)— 9( a) 

o' (x) 


(n—1)02(A)d,= (2 — 3)0(A)Ipn—1 + (2 — 2) dp-g— iene an me 
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368. Evaluer la longueur de l’arc de l'une ou de l’autre des courbes définies 
par les équations 
Y= rape, y= #, 


ou par les équations 


G0 
= —_— sin*f, 


b 


, I Daye is 
Cea GOS i COS O, f=] SY = SSN, 
» 
J 9) d 


369. On considére la courbe définie en coordonnées polaires par les équa- 
tions 


| 


1 
> w= ———(tangt—?) 
oles paar 2 : 
(TT COSE) ite 


on demande quelle relation il y a entre le rayon vecteur et l’are de cette 
courbe, compté a partir du point A qui correspond a ¢ =o. 


> 


3 5 re , 2 5 
En prenant m = —, on fait croitre ¢ de la valeur o jusqu’a ce que w soit 


gala = soit B le point de la courbe auquel on aboutit ainsi; éyaluer Vare AB 


et l’aire du secteur OAB (0 est le péle). 
370. Construire la courbe définie par les équations 
a = cos?t + lg siné, jF SSN COM: 
Evyaluer la longueur de l’arc compris entre les deux points de rebroussement. 


Evaluer l’aire située dans l’angle des coordonnées positives, limitée par la 
courbe et l’axe des y. 


371. Aire de la boucle de la courbe définie par ?équation 
(@ + @) (227+ y?) = 2ay*. 


Aire comprise entre la courbe et son asymptote. 


372. Construire la courbe définie par l’équation 
Vet 7) a2 0, 


montrer que cette courbe est unicursale. Kvaluer Paire comprise entre les 
deux branches de courbe qui aboutissent a l’origine et la droite dont I’équa- 
tion est 7 =I. 


T. — Il. \ 


40 
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373. La courbe définie par l’équation 
16%*+- 37 22 72+ 1loy*— 3( 4a ay + 377) y ty’? =o 


est unicursale; elle est fermée. Evaluer Vaire qu’elle limite. 


374, Aire de la courbe fermée définie en coordonnées polaires par l’équatiom 
(A cos?w + 2B cosw sinw + Csin?w)o?=1; 


on suppose AC — B? positif. 


375. Montrer que la courbe définie par |’équation 
Be GPa= BQ) = (G— A) (CP se OGL) 


est unicursale. Soient O Vorigine des coordonnées, I le point double de la 
courbe,'A Je point autre que le point J, ot elle rencontre Vaxe des x, B le 
milieu de OF. 

En désignant par M un point quelconque de la courbe, quelle relation y 
a-t-il entre les angles AOM, AIM? 

Soient M, M’ deux points voisins de la courbe, M, et M{ les points ot les 
droites IM, IM’ rencontrent la paralléle a axe des y menée par le point B; 
on demande d’évaluer la limite du rapport des aires du triangle OM,M{ et du 
secteur compris entre OM, OM’ et are de courbe MM’. 

Déduire du résultat une expression géométrique de l’aire du secteur OAM. 


376. On a, en supposant que p et g soient des nombres naturels, 


&, CPD Gee 


b 
a (@—a)P(~@ — b)¢-! dav = (—1)7-1(6 — a) P+9 


(Og ape 
oie Oneal (ne s24)) 
1 
BRR: Bole ox.9? 
Up = 3 : ol ? 
tee Be Orcus (iD S10) 
1 gn en La Se eat) T, 
i Vi— x Weds 7 OOO 2, 
Montrer que 
Drllie g DDI “pnt! dx 1 
(2n ial) . SSS SS 
Sue QV al) 6 Vi— a | Vie 


est un polynome de degré 2n, et que ce polynome est formé par les n+ 1 
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premiers termes du développement en série entiére de 


Zefoe . 2M I 
.5...(2n +1) vi— 7 


(2n +1) = 
do 
Montrer que l’expression 


aresina - = 
fy Dolan «Ove i yi—2? Vi— a 


[ 13.-@n=1 "920 da I 


est un polynome du degré 27—r1 et que ce polynome est formé par les n 
premiers termes du développement en série entiére de 


lin Doda O01) Anes. 


Dols so M0 Vi— 2? 


378. On suppose que, dans l’intervalle (— x, =), la fonction f(z) soit déve- 
loppable en une série de la forme 


4Ao--A,cos7+ By sing + A,cos2x2+ Basinax+...+A,cosnx+B,sinnaz-+... 


en désignant par Ao, Aj, ..-., An, Bn, ... des constantes, et que la série obtenue 
en la multipliant pas cosn@ ou par sinn& soit intégrable terme a terme. 
Montrer que !’on a 


wT . Tv 
iN - [ S(@) cosna dz, i= ~/f J(x)sinnaz dz. 
Tv ae Tt — 4 


A quel développement parviendrait-on en appliquant ces formules au cas ot 
Pon aurait f(v7) = x7? 


379. Construire les courbes 
y=e<sing, y= e- sine 


pour les yaleurs positives de 2. Pour # >1, laseconde courbe est constamment 
située entre l’axe des a et la premiére. 

Chacune forme au-dessus et au—dessous de l’axe des x une infinité d’arches. 
Numérotons ces arches 1, 2, 3, ..., en commengcant par celle qui part de l’ori- 
gine. Soient, en valeur absolue, U, et uy les aires respectives des arches de 
rang 7. Les séries 


U,;+ Un,+...+Upnt..., 
reg ei TL en, 


sont convergentes, 
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ae 
L’intégrale af e~** sina dx tend vers une limite quand w augmente indéfi- 
0 


niment. 


380. La courbe définie par l’équation y = sin x? forme aussi des arches au- 
dessus et au-dessous de l’axe des x; l’aire A, de la ni™® arche est, en valeur 
absolue, 


Var ynt—Vin—1) pe 
(—1)"-! sinarde =f sin[ ¢2-+ atV(n—1) n]de; 
0 


V(n—1)% 


montrer que lon a A, < J/nar— Vin —1)m, que la série Ay — A,+ A3;— ../ 
Py A 
est convergente, que l’intégrale if sina?dxz tend vers une limite quand x 
v0 
augmente indéfiniment. 


PA ee 
sina shah eam 
dx tend vers une limite quand x augmente indé- 


381. L’intégrale af 
0 
finiment. 


382. Evaluer avec deux chiffres significatifs exacts les intégrales 


19).20 Sie 1 
sing ex—1 ° da 
dz, —_ dz, ———- dz, 
0 te . —1 ay . V1 + ax 


4 7 


> dx —— 
d: 
a) arent | Vsina dr. 
ie JOBS. 


<0 


383. Déterminer les constantes numériques A, B, C, h de maniére que les 
dérivées de la fonction 


a+r 


i J (a) dx —a|Af(a)+ Bf(a+ha)+Cf(a+2z)]) 


soient nulles pour # = 0, jusqu’au quatriéme ordre inclusivement. En déduire 
une justification de la méthode d’approximation exposée dans la note du n° 331, 


384. Déterminer les constantes numériques A, B, C, D, A, » de maniére que 
les dérivées de la fonction 
2Atnv 


| J(2)dz—a2[Af(a)+Bfla+ha)+ Cf(a+pr)+ Df(atx)] 


soient nulles jusqu’au sixiéme ordre inclusivement, pour z =o. 
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Les constantes étant ainsi déterminées, montrer que l’expression précédente 
est nulle identiquement quand f(a) est un polynome du cinquiéme degré, au 
plus. 


385. Déterminer(‘)le centre de gravité d’un arc de cycloide, ou de chainette, 
dont on donne les extrémités. 


386. Déterminer le centre de gravité d’un secteur circulaire, de la surface 
limitée par une cycloide et sa base, de la surface limitée par une demi-ellipse 
et Pun des axes. 


387. Volume et surfave engendrés par une cycloide tournant autour de sa 
base; par une chainette limitée 4 une perpendiculaire a l’axe et tournant au- 
tour de l’axe; centre de gravité de ce dernier volume et de cette derniére sur- 
face. 


388. En reprenant les notations de l’exercice 342, on demande de déterminer 
les courbes telles que l’une des lignes TN, MT, MN soit constante. 


389. En reprenant les notations de lexercice 343, on demande de déter- 
miner les courbes (en coordonnées polaires) telles que l’une des lignes MT, 
MN, TN soit constante. 

Evaluer pour cette derniére courbe l’are qui va du pdle au point de rebrousse- 
ment, l’aire comprise entre cet arc et la corde. 


390. En conservant les mémes notations, trouver la courbe telle que la sur- 
face du triangle MTN soit constante. Forme de la courbe. 

On considére l’arc de courbe qui part de lorigine et qui aboutit au premier 
point d’intersection avec l’axe des a. Evaluer la longueur de cet arc, laire 
comprise entre cet arc et l’axe des a. 


391. Intégrer les équations différentielles 
(a+ y? 2 = a+ y”, 


(y2+ yes y2— yy. 


392. Trajectoires orthogonales des cercles de rayon constant tangents a l’axe 
des x. 


(1) Dans les exercices relatifs aux centres de gravité on supposera toujours la ma-: 
tiére homogéne et la densité égale a 1. 
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393. Séparer les variables dans les équations différentielles 


Lape), L=fe), yv=s(2). 


Pour la derniére on prendra Jat pour variable indépendante, et l’on ra- 
@ 


ménera l’intégration de l’équation a celle de l’équation — = ———_—_. 
io dl Jit)—t 


394. Montrer comment on peut ramener a des quadratures l’intégration des 
équations appartenant a l’un des types 


f(Z,2)=0, r(%, Se t(y.%)=0, 
quand la courbe dont l’équation est f(X, Y) =o est unicursale. 


395. Trouyer les trajectoires orthogonales du faisceau de paraboles définies 
par ’équation v2= 2pz, ot p est un paramétre variable. 


396. Ramener aux quadratures l’intégration de l’équation 
co) 


yrAyt+ By”? =0 


ou’ A, B sont des fonctions données de w, en prenant pour fonction in- 


Ge N 
connue. 

Trouver la fonction de x qui vérifie ’équation différentielle xy’ —y + y2?=0 
et qui, pour x =1, prend la valeur t. 


397. Chercher les solutions de l’équation 


AEE Mes ee, 
(1) Rar OP a NAGS ee) tae Bio 


2 


qui sont de la forme (av + 6)": a, b, A, B désignent des constantes. 
Quel changement de la variable indépendante faut-il faire dans l’équation 
précédente pour la ramener a la forme 


2 , 
(2) Ne PG ret 


y Q _— 
da? goes 


ou a, 2 sont des constantes? 
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Que devient le premier membre de l’équation (2) quand ony fait le change- 
ment de variable x = e¢. Déduire du résultat la solution générale de l’équa- 
tion (1). 

Quelle est la forme de cette solution quand l’équation en 7 


r(r—iI)+ar+B=0 


a ses racines égales? 


398. Trouyer la solution générale du systéme d’équations 


dy 

Bahia Fire 2 
dz eee 
— =ay-—b'z, 


ou a, 6, a’, b' sont des constantes. 

On pourra prendre les dérivées des deux membres des deux équations, éli- 

z 
dx 
différentielle linéaire du second ordre en y. 

Chercher directement les solutions de la forme y = Ae’, z = pe’®, en dé- 
signant par A, », 7 des constantes. 

Examiner le cas ot l’équation 


miner z et —, et faire dépendre la résolution de l’intégration d’une équation 


(a—r)(b'—r)—ab=o0 
a une racine double. 
399. Dans l’équation différentielle homogéne 


dy dy ae 
Ae a eed 


(1— @) 


on fait le changement de variable = 9(¢); on obtient ainsi une nouvelle 
équation différentielle linéaire du second ordre entre y et ¢. 
Déterminer la fonction ¢(t) de fagon que, dans la nouvelle équation, le 
: ad : ; , dee ; iy 
coefficient de oA soit nul. Intégrer l’équation a laquelle on parvient et l’équa- 


tion proposée. 


400. Si les fonctions u, ¢ vérifient l’équation différentielle 


632 CHAPITRE XVIII. 


ot A et B sont des fonctions de z, on a 
uy — ou = CeSAde, 


Soit (a, 8) un intervalle dans lequel on suppose que les fonctions A, uw, », 
u', ¢’ sont continues. Dans cet intervalle aucune des fonctions uw, » ne peut 
avoir de racine commune a sa dérivée. Entre deux racines consécutives de 
une des fonctions uw, ¢ il y a une racine de l'autre, et une seule. 


401. Montrer d’aprés la proposition précédente que, lorsque l’on connait une 
solution d’une équation différentielle linéaire homogéne du second ordre, lin- 
tégration de cette équation se raméne a l’intégration d’une équation linéaire 
du premier ordre. L’intégrale générale est de la forme Cu + C’¢ en désignant 
par uw, ¢ deux solutions dont le rapport n’est pas constant et par C, C’ des 
constantes arbitraires. 

Intégrer léquation 


sachant qu’elle admet la solution y = 2”7?—1. 
Intégrer l’équation 


(1 — x? SY 2% + 6y =0 


sachant qu’elle admet la solution y = 372—1. 


402. Si A, B, C sont des fonctions de z telles que l’on ait identiquement 


INE INDE 
BoB’ UB so, 
GEL SC 


en désignant par A’, A”, ... les dérivées de A, ,.., il existe trois constantes ), 
v., ¥, non toutes nulles, telles que lon ait identiquement 


AA+pB+vC=0. 
403. L’équation différentielle 


— 22 —— (7-1-1) y= 0 


a Uy dy 
Ca) oe dx 
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oo 


admet comme solution un polynome P,,(a) (Ex. 38) (1); montrer qu’une 
seconde solution de l’équation est 


dx 


P . 
“ (Ga? Pz? 


montrer que, si l’on décompose en fractions simples l’expression ayes 
a hes n 


les résidus (n° 110) relatifs aux racines de l’équation P, = 0 sont tous nuls; en 
; [eee 
conclure que la seconde solution est de la forme —= lg 
2 °-#%—I 
polynome. On pourra se servir, pour déterminer les coefficients de ce poly- 
nome, de l’équation obtenue en remplacant, dans l’équation proposée, y par 
expression précédente. 


a OF; OF; étant un 


404. Soit P, le polynome du degré n formé par les 7+ 1 premiers termes 


du développement en série entiére de ———; montrer quwil existe un poly- 
I— 2 


nome Q, de degré xn tel que l’on ait identiquement, en a, 
(I— av) P2+2"710,=1, 
qu il existe une constante z, telle qu’on ait identiquement, en 2, 


‘ eae L 
P,—2(1— 2%) P, = an 2", 


(2 +1) Qn + %7Q) =4nPr- 


Déterminer cette constante et les coefficients du polynome Qp. 

Les équations P,;, = 0, Qn, = 0 n’ont pas de racine réelle quand 7 est pair; 
elles en ont une seule quand 7 est impair. 

Intégrer les deux équations 


yo2t—a2) y= Oya. 


(n+1)3+ 03'=a4,Pyp. 


(7) La relation entre trois polynomes P,, doit étre rétablie ainsi : 
nP,(2)—(2n—1)a2P,_,(@) +(n —1) P,_,(2) =0, 
celle permet de calculer successivement les polynomes P,, en prenant 


—= _— 
| vst |i ao: 
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